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£àíîâíі îäèíàäöÿòèêëàñíèêè 
òà îäèíàäöÿòèêëàñíèöі�

Ïðîòÿãîì íàâ÷àííÿ â 11 êëàñі âè ïðîäîâæèòå îïàíîâóâàòè êóðñ 
«Àëãåáðà і ïî÷àòêè àíàëіçó», ó ÿêîìó îá’єäíàíî ìàòåðіàë êіëüêîõ 
ãàëóçåé ìàòåìàòè÷íîї íàóêè. Íàãàäàєìî, ùî öåé êóðñ äàñòü âàì çìîãó 
îâîëîäіòè òàêîþ ñèñòåìîþ çíàíü ç àëãåáðè і ïî÷àòêіâ àíàëіçó òà íà-
áóòè òàêèõ êîìïåòåíòíîñòåé, ÿêі áóäóòü ïîòðіáíі íå òіëü êè â ïîâñÿê-
äåííîìó æèòòі, à é ó ìàéáóòíіé òðóäîâіé äіÿëüíîñòі і ÿêèõ áóäå 
äîñòàòíüî äëÿ ïðîäîâæåííÿ íàâ÷àííÿ ó çàêëàäàõ âèùîї îñâіòè.

Â 11 êëàñі âåëèêó óâàãó ïðèäіëåíî ïåðåòâîðåííþ âèðàçіâ, ðîçâ’ÿçó-
âàííþ ðіâíÿíü, íåðіâíîñòåé, ïîâ’ÿçàíèõ ç íîâèìè äëÿ âàñ ôóíêöіÿìè 
òà їõ âëàñòèâîñòÿìè. Âè çíà÷íî ðîçøèðèòå âіäîìîñòі ç êîìáіíàòîðèêè 
і òåîðії éìîâіðíîñòåé, ðîçãëÿíåòå ùå îäíó ñêëàäîâó ìàòåìàòè÷íîãî 
àíàëіçó – іíòåãðàëüíå ÷èñëåííÿ, à òàêîæ ñèñòåìàòèçóєòå òà óçàãàëüíèòå 
âіäîìîñòі ç êóðñó àëãåáðè ïîïåðåäíіõ êëàñіâ.

Ðîçãëÿíåìî îñîáëèâîñòі ïіäðó÷íèêà òà ðîáîòè ç íèì. Äëÿ çðó÷-
íîñòі ìàòåðіàë ïіä ðó÷ íèêà ñòðóêòóðîâàíî çà äîïîìîãîþ ðîçäіëіâ, ïà-
ðàãðàôіâ, ïóíêòіâ, ðóáðèê. Êîæåí ïàðàãðàô ìіñòèòü òåîðåòè÷íèé 
ìàòåðіàë, çàïèòàííÿ äî òåî ðåòè÷íîãî ìàòåðіàëó, çàâäàííÿ äëÿ êëàñ-
íîї і äîìàøíüîї ðîáîòè, ïðîåêòíîї äіÿëüíîñòі òîùî. Òåîðåòè÷íèé 
ìàòåðіàë ïіäðó÷íèêà âèêëàäåíî ïðîñòîþ, äîñòóïíîþ ìîâîþ, ïðî іëþ-
ñòðîâàíî ìàëþíêàìè òà âåëèêîþ êіëüêіñòþ çðàçêіâ ðîçâ’ÿçóâàííÿ 
çàäà÷ і âïðàâ. 

Äëÿ çðó÷íîñòі â ïіäðó÷íèêó âèêîðèñòàíî òàêі óìîâíі ïî çíà÷åííÿ:

  – âàæëèâèé ìàòåðіàë (îçíà÷åííÿ, ìàòåìàòè÷íі òâåðäæåííÿ, 
âëàñòè âîñòі, àëãîðèòìè), ÿêèé òðåáà çàïàì’ÿòàòè;

  – çàïèòàííÿ і çàâäàííÿ äî âèâ÷åíîãî òåîðåòè÷íîãî ìàòåðіàëó;

  – òåîðåìà;      – íàñëіäîê;     – çàêіí÷åííÿ äîâåäåííÿ;

 –  «êëþ÷îâà» çàäà÷à (çàäà÷à, âèñíîâîê ÿêîї âèêîðèñòîâóþòü 
ïіä ÷àñ ðîç â’ÿçóâàííÿ іíøèõ çàäà÷);

1.2 – âïðàâà äëÿ âèêîíàííÿ ó êëàñі;
1.3 – âïðàâà äëÿ âèêîíàííÿ âäîìà.
Óñі çàäà÷і і âïðàâè ðîçïîäіëåíî âіäïîâіäíî äî ðіâíіâ íàâ÷àëüíèõ 

äîñÿãíåíü і âèîêðåìëåíî òàê:

ç ïîçíà÷êè  ïî÷èíàþòüñÿ âïðàâè ïî÷àòêîâîãî ðіâíÿ; 

ç ïîçíà÷êè  ïî÷èíàþòüñÿ âïðàâè ñåðåäíüîãî ðіâíÿ;  

ç ïîçíà÷êè  ïî÷èíàþòüñÿ âïðàâè äîñòàòíüîãî ðіâíÿ;    

ç ïîçíà÷êè  ïî÷èíàþòüñÿ âïðàâè âèñîêîãî ðіâíÿ.       

Ðóáðèêà «Ðîçâ’ÿæіòü çàäà÷і òà âèêîíàéòå âïðàâè» ìіñòèòü 

çíà÷íó êіëüêіñòü çàâäàíü äëÿ êëàñíîї і äîìàøíüîї ðîáîòè, óñíèõ âïðàâ, 
ïðàêòè÷íèõ çàâäàíü, ùî âіäïîâіäà þòü òåìі ïàðàãðàôà òà äîïîìîæóòü 
äîáðå її îïðà öþ âàòè. 
ïðàêòè÷íèõ çàâäàíü, ùî âіäïîâіäà þòü òåìі ïàðàãðàôà òà äîïîìîæóòü 
äîáðå її îïðà öþ âàòè. «Âïðàâè ïіäâèùåíîї ñêëàäíîñòі» äîïî ìî æóòü 
ïîãëèáèòè çíàííÿ ç àëãåáðè і ïî÷àòêіâ àíàëіçó òà ñïðèÿòèìóòü ïіäãî-
òîâöі äî ðіçíîìàíіòíèõ ìàòåìàòè÷íèõ çìàãàíü. 
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Ó ðóáðèöі  «�èòòєâà ìàòåìàòèêà» çіáðàíî çàäà÷і, ïîâ’ÿçàíі ç 
åêîíîìі÷íîþ ãðàìîòíіñòþ і ïіäïðèєìëèâіñòþ, åêîëîãі÷íîþ áåçïåêîþ, 
çäîðîâèì ñïîñîáîì æèòòÿ, ãðîìàäÿíñüêîþ âіäïîâіäàëüíіñòþ, – óñіì 
òèì, ùî çíàäîáèòüñÿ êîæíîìó â ïîâñÿêäåííîìó æèòòі. Ó ðóáðèöі  

 «Ïіäãîòóéòåñÿ äî âèâ÷åííÿ íîâîãî ìàòåðіàëó» ïðîïîíóєòüñÿ âèêî-

íàòè âïðàâè, ÿêі äîïîìîæóòü àêòóàëіçóâàòè çíàííÿ, ïîòðіáíі äëÿ  

âèâ÷åííÿ íàñòóïíîї òåìè. Ðóáðèêà «¢іêàâі çàäà÷і äëÿ ó÷íіâ íåëå-

äà÷èõ» ìіñòèòü íåñòàíäàðòíі çàäà÷і, çàäà÷і ìàòåìàòè÷íèõ îëіìïіàä ðіç-
íèõ êðàїí ñâіòó, à òàêîæ àâòîðñüêі çàäà÷і âèäàòíèõ ìàòåìàòèêіâ.  

Ïåðåâіðèòè ñâîї çíàííÿ òà ïіäãîòóâàòèñÿ äî òåìàòè÷íîãî îöіíþâàííÿ 
âè çìîæåòå, ÿêùî âèêîíàєòå çàâäàííÿ «Äîìàøíüîї ñàìîñòіéíîї ðî-
áîòè» òà «Çàâäàííÿ äëÿ ïåðåâіðêè çíàíü». Ñèñòåìàòèçóâàòè і óçàãàëü-
íèòè çíàííÿ ç òåì ðîçäіëіâ äîïîìîæóòü «Âïðàâè äëÿ ïîâòîðåííÿ 
ðîçäіëó», à ãîòóâàòèñÿ äî çîâíіøíüîãî íåçàëåæíîãî îöіíþâàííÿ ç ìàòå-
ìàòèêè – çàâäàííÿ ðóáðèêè «Ïåðåâіðòå ñâîþ êîìïåòåíòíіñòü».

 Ó ïіäðó÷íèêó òàêîæ ïîäàíî áàãàòî öіêàâèõ ôàêòіâ ç іñòîðії ñòàíîâ-
ëåííÿ і ðîçâèòêó ìàòåìà òè÷íîї íàóêè. 

Áàæàєìî âàì óñïіõіâ ó íàâ÷àííі�

£àíîâíі â÷èòåëüêè òà â÷èòåëі�
Ñïîäіâàєìîñÿ, ùî ïіäðó÷íèê ñóòòєâî äîïîìîæå âàì â îðãàíіçàöії 

ïðîöåñó íàâ÷àííÿ ó÷íіâ àëãåáðè і ïî÷àòêіâ àíàëіçó. Àâòîðñüêèé êî-
ëåêòèâ íàìàãàâñÿ ñòâîðèòè éîãî òàêèì, ùîá âіí ïîâíîþ ìіðîþ ðåàëі-
çóâàâ ìåòó äåðæàâíîї ïðîãðàìè ç ìàòåìàòèêè; ñïðèÿâ ôîðìóâàííþ â 
ó÷íіâ íàóêîâîãî ñâіòîãëÿäó, óñâіäîìëåííþ ìàòåìàòè÷íèõ çíàíü ÿê 
íåâіä’єìíîї ñêëàäîâîї çàãàëüíîї êóëüòóðè ëþäèíè і íåîáõіäíîї óìîâè 
ïîâíîöіííîãî æèòòÿ â ñó÷àñíîìó ñóñïіëüñòâі; äîïîìіã îâîëîäіòè ñèñòå-
ìîþ ìàòåìàòè÷íèõ çíàíü, íàâè÷êàìè òà âìіííÿìè, ïîòðіáíèìè â ïî-
âñÿêäåííîìó æèòòі òà â ìàéáóòíіé ïðîôåñіéíіé äіÿëüíîñòі; çàáåçïå÷èâ 
ðîçâèòîê ëîãі÷íîãî ìèñëåííÿ, іíòóїöії, àëãîðèòìі÷íîї, іíôîðìàöіéíîї 
òà ãðàôі÷íîї êóëüòóðè; ôîðìóâàâ æèòòєâі êîìïåòåíòíîñòі, çàãàëüíî-
ëþäñüêі öіííîñòі îñîáèñòîñòі, âèõîâóâàâ íàöіîíàëüíó ñàìîñâіäîìіñòü. 

Îêðіì òðàäèöіéíîї ñòðóêòóðè (ðîçäіëè, ïàðàãðàôè, ïóíêòè, ðóá-
ðèêè) òà ïîäіëó íàâ÷àëüíîãî ìàòåðіàëó íà òåîðåòè÷íó і ïðàêòè÷íó 
ñêëàäîâі, ïіäðó÷íèê ìіñòèòü ðóáðèêó «�èòòєâà ìàòåìàòèêà», ùî 
ñïðèÿòèìå ðåàëіçàöії íàñêðіçíèõ ëіíіé ïðîãðàìè ç ìàòåìàòèêè òà äî-
ïîìîæå ôîðìóâàííþ â ó÷íіâ ïðåäìåòíèõ і êëþ÷îâèõ êîìïåòåíòíî-
ñòåé.  Äèôåðåíöіéîâàíіñòü çàäà÷ і âïðàâ çà ÷îòèð ìà ðіâíÿìè ñêëàäíîñòі, 
çìіñò ðóáðèê «¢іêàâі çàäà÷і äëÿ ó÷íіâ íåëåäà÷èõ» і «Âïðàâè ïіäâèùå-
íîї ñêëàäíîñòі» äîïîìîæóòü çàáåçïå÷èòè îñîáèñòіñíî îðієíòîâàíèé 
ïіäõіä äî îðãàíіçàöії ïðîöåñó íàâ÷àííÿ òà ñïðèÿòèìóòü ôîðìóâàííþ 
ïîçèòèâíîї ìîòèâàöії ó÷íіâ äî âèâ÷åííÿ àëãåáðè і ïî÷àòêіâ àíàëіçó. 

Ó ïіäðó÷íèê âêëþ÷åíî âåëèêó êіëüêіñòü çàäà÷ і âïðàâ, ó òîìó 
÷èñëі çàâäàíü äëÿ ïîâòîðåííÿ, ñèñòåìàòèçàöії òà óçàãàëüíåííÿ íà-
â÷àëüíîãî ìàòåðіàëó äî êîæíîãî ðîçäіëó òà âіäïîâіäі і âêàçіâêè äî 
çàäà÷ і âïðàâ öüîãî ïіäðó÷íèêà. 

Ùàñòè âàì ó âàøіé íåëåãêіé ïðàöі�
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ÐÎÇÄІË1 ÏÎÊÀÇÍÈÊÎÂÀ 
ÒÀ ËÎÃÀÐÈ¶ÌІ×ÍÀ

¶ÓÍ¬ÖІЇ

                      У ЦЬОМУ РОЗДІЛІ ВИ...
  пɨɡɧаɣɨɦитеɫɹ з показниковоɸ та лоɝариɮмічноɸ ɮункɰія-

ми� степенем з довільним дійсним показником�
  ɧаɜɱитеɫɹ ɛудувати ɝраɮіки показникових і лоɝариɮміч-

них ɮункɰій� застосовувати ʀх властивості� розв’язувати 
показникові й лоɝариɮмічні рівняння та нерівності� диɮе-
ренɰіɸвати показникові, лоɝариɮмічні та степеневі ɮунк-
ɰіʀ та застосовувати ʀх похідні для дослідɠення властивос-
тей ɮункɰій.

СТЕПІНЬ З ДОВІɅЬНИМ ДІЙСНИМ 
ПОКАЗНИКОМ. ПОКАЗНИКОВА ɎУНКɐІЯ� 
Ї Ї ВɅАСТИВОСТІ ТА ȽРАɎІК

Ðàíіøå âè âæå ðîçãëÿäàëè ïåâíі êëàñè ñòåïåíåâèõ ôóíêöіé òà 
ñòåïåíіâ: ñòåïåíі ç íàòóðàëüíèì ïîêàçíèêîì, öіëèì ïîêàçíèêîì, 
ðàöіîíàëüíèì ïîêàçíèêîì. Íàãàäàєìî, ùî

àn = , äå n ∈ N, n I 2; à1 = à; à0 = 1 (à A 0); 

à–p = , äå à A 0, p ∈ Z; , äå à > 0, n ∈ N, ò ∈ Z.

À ÷è іñíóє âèðàç àl, äå l – іððàöіîíàëüíå ÷èñëî?

Íåõàé à > 0, l – іððàöіîíàëüíå ÷èñëî. 
Ðîçãëÿíåìî âèðàç àl. Äëÿ ÷èñëà l âè-
áåðåìî ïîñëіäîâíіñòü ðàöіîíàëüíèõ 

÷èñåë l1, l2, ..., ln, ..., ÿêі є íàáëèæåíèìè çíà÷åííÿìè ÷èñëà l
ç äîâіëüíîþ òî÷íіñòþ. Çàïèøåìî ïîñëіäîâíіñòü ñòåïåíіâ ç ðàöіî-
íàëüíèìè ïîêàçíèêàìè àl1, àl2, ..., àln, ... . Öÿ ïîñëіäîâíіñòü і çà-
äàє íàáëèæåíå çíà÷åííÿ ÷èñëà àl ç äîâіëüíîþ òî÷íіñòþ.

Ðîçãëÿíåìî ñòåïіíü . Îñêіëüêè = 1,41421356..., 

òî 1 <  < 2, îòæå, 31 <  < 32, òîáòî 3 < < 9.

СТЕПІНЬ З ДОВІɅЬНИМ ДІЙСНИМ 
ПОКАЗНИКОМ. ПОКАЗНИКОВА ɎУНКɐІЯ� 
Ї Ї ВɅАСТИВОСТІ ТА ȽРАɎІК

§ 1. § 1. § 1. § 1. § 1. § 1. § 1. § 1. § 1. § 1. § 1. § 1. § 1. § 1. 

1. Ñòåïіíü ç äîâіëüíèì 
äіéñíèì ïîêàçíèêîì

Приклад 1.
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РОЗДІЛ �

Çðîçóìіëî, ùî òàêå îöіíþâàííÿ äëÿ ÷èñëà  є íåòî÷íèì, 

òîìó ðîçãëÿíåìî íèæ÷å íàâåäåíі äåñÿòêîâі íàáëèæåííÿ ÷èñëà 
òà âèêîðèñòàєìî äëÿ îá÷èñëåííÿ âèðàçіâ âèãëÿäó 3D, äå D – ðà-
öіîíàëüíå ÷èñëî, êàëüêóëÿòîð: 

1,4 <  < 1,5;                    

31,4 <  < 31,5;   îòæå, 4,6555367 < < 5,1961524; 

1,41 <  < 1,42;                   

31,41 <  < 31,42;   îòæå, 4,7069650 <  < 4,7589613; 

1,414 <  < 1,415;               

31,414 <  < 31,415; îòæå, 4,7276950 <  < 4,7328918;

1,4142 <  < 1,4143;              

31,4142 <  < 31,4143;   îòæå, 4,7287339 <  < 4,7292534.

ßê áà÷èìî, ïîñòóïîâî ìåæі çíà÷åííÿ âèðàçó , ÿê ç íåäîñòà-
÷åþ, òàê і ç íàäëèøêîì, íàáëèæàþòüñÿ äî îäíîãî і òîãî ñàìîãî 

÷èñëà. ßêùî çíà÷åííÿ  îá÷èñëèòè íà êàëüêóëÿòîðі, òî ìàòè-

ìåìî: | 4,7288043.
ßê і äëÿ ñòåïåíÿ ç ðàöіîíàëüíèì ïîêàçíèêîì, ââàæàþòü, ùî: 

1l = 1 äëÿ áóäü-ÿêîãî O ∈ 5, à 0l = 0 äëÿ áóäü-ÿêîãî l > 0.

Ôóíêöіþ âèãëÿäó y = ax, äå a ! �, 
a ≠ 1, íàçèâàþòü ïîêàçíèêîâîþ ôóíê-
öіèþ.

Íàïðèêëàä, ïîêàçíèêîâèìè є ôóíêöії ó = 7õ, , ó = πõ, 

 òîùî. Çàóâàæèìî, ùî ïîêàçíèêîâà ôóíêöіÿ âіäіãðàє âàæ-
ëèâó ðîëü ó æèòòі ëþäèíè, îñêіëüêè є ìàòåìàòè÷íîþ ìîäåëëþ 
ïåâíèõ ðåàëüíèõ ïðîöåñіâ íàâêîëèøíüîãî ñâіòó. Íàïðèêëàä, ïðî-
öåñіâ êіëüêіñíèõ çìіí ó ïîïóëÿöіÿõ îðãàíіçìіâ àáî âìіñòó ðàäіîàê-
òèâíèõ ðå÷îâèí ïðîòÿãîì äîâãîòðèâàëîãî ïåðіîäó ÷àñó òîùî.

Ôóíêöіÿ âèãëÿäó ó = àõ іñíóє і ïðè à = 1. 
Ó òàêîìó ðàçі ó = 1õ, òîáòî ó = 1 äëÿ õ ∈ 5. 
Ãðàôіêîì ôóíêöії ó = 1õ є ïðÿìà (ìàë. 1.1). 
Çàóâàæèìî, ùî êîëè à = 1, ôóíêöіþ ó = àõ

íå íàçèâàþòü ïîêàçíèêîâîþ.
Ðîçãëÿíåìî ïîêàçíèêîâó ôóíêöіþ ó = àõ. 

Îñêіëüêè ïðè à > 0 âèðàç àõ ìàє çìіñò ïðè 
áóäü-ÿêîìó õ, òî

îáëàñòþ âèçíà÷åííÿ ôóíêöії y = ax є ìíîæèíà âñіõ 
äіéñíèõ ÷èñåë.

Ôóíêöіþ âèãëÿäó y == ax, äå a ! �, 
≠≠ 1, íàçèâàþòü  1, íàçèâàþòü ≠ 1, íàçèâàþòü ≠≠ 1, íàçèâàþòü ≠ ïîêàçíèêîâîþ ôóíê-

öіèþ.

Ôóíêöіþ âèãëÿäó 
a
öіèþ

2. Ïîêàçíèêîâà 
ôóíêöіÿ 
òà її ãðàôіê

Ìàë. 1.1

îáëàñòþ âèçíà÷åííÿ ôóíêöії y == ax є ìíîæèíà âñіõ 
äіéñíèõ ÷èñåë.

áóäü-ÿêîìó 

îáëàñòþ âèçíà÷åííÿ ôóíêöії 
äіéñíèõ ÷èñåë.
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Показникова та логарифмічна функції

Ðîçãëÿíåìî êіëüêà ïî êàçíèêîâèõ ôóíêöіé òà ïîáóäóєìî їõ 
ãðàôіêè ïî òî÷êàõ.

Íåõàé ìàєìî ôóíêöіþ ó = 2õ. Ñêëàäåìî òàáëèöþ її 
çíà÷åíü äëÿ êіëüêîõ öіëèõ çíà÷åíü àðãóìåíòó.

x –3 –2 –1 0 1 2 3

y 1 2 4 8

Ïîçíà÷èìî íà êîîðäèíàòíіé ïëîùèíі òî÷êè, ÿêі îòðèìàíî â 
òàáëèöі (ìàë. 1.2). ßêáè íà öіé ïëîùèíі ïîçíà÷èëè áіëüøó êіëü-
êіñòü òî÷îê, êîîðäèíàòè ÿêèõ çàäîâîëüíÿþòü ðіâíіñòü ó = 2õ, à 
ïîòіì ñïîëó÷èëè їõ ïëàâíîþ ëіíієþ, òî äіñòàëè á ãðàôіê ôóíêöії 
ó = 2õ (ìàë. 1.3).

Çàóâàæèìî, ùî âèðàç àõ, äå à > 0, є äîäàòíèì äëÿ áóäü-ÿêîãî 
çíà÷åííÿ õ, òîìó ãðàôіê ôóíêöії ó = àõ (і çîêðåìà ó = 2õ) íå ïå-
ðåòèíàє âіñü àáñöèñ. Àëå, ÿêùî õ o –u, òî 2õ o 0. Òîìó ãðàôіê 
ôóíêöії ó = 2õ ïðè õ o –u íàáëèæàєòüñÿ äî îñі àáñöèñ, òîìó 
âіñü àáñöèñ є éîãî àñèìïòîòîþ.

     

          Ìàë. 1.2                        Ìàë. 1.3

Íåõàé ìàєìî ôóíêöіþ . Ñêëàäåìî òàáëèöþ 

її çíà÷åíü.

x –3 –2 –1 0 1 2 3

y 8 4 2 1

Приклад 2.

Приклад 3.
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РОЗДІЛ �

Ìіðêóþ÷è ÿê ó ïðè êëà äі 2, îòðèìàє-

ìî ãðàôіê ôóíêöії (ìàë. 1.4).

Íà ìàëþíêó 1.5 çîáðàæåíî âіêíî 
îäíієї ç êîìï’þòåðíèõ ïðîãðàì, çà 
äîïîìîãîþ ÿêîї ïîáóäîâàíî ãðàôіêè 
ôóíêöіé ó = 3õ (çåëåíîãî êîëüîðó), 
ó = 2,5õ (ñèíüîãî êîëüîðó), ó = 1,5õ

(÷åðâîíîãî êîëüîðó). Î÷åâèäíî, ìîæíà 
äіéòè âèñíîâêó, ùî ïðè à > 1 ãðàôіê 
ôóíêöії ó = àõ ñõåìàòè÷íî âèãëÿäàє 
òàê ñàìî, ÿê ãðàôіê ôóíêöії ó = 2õ. 

Íà ìàëþíêó 1.6 çîáðàæåíî ãðàôіêè ôóíêöіé ó = 0,8õ (ñèíüîãî 

êîëüîðó), (çåëåíîãî êîëüîðó), (÷åðâîíîãî êîëüî-

ðó). Î÷åâèäíî, ùî âîíè âèãëÿäàþòü ÿê ãðàôіê ôóíêöії .

 <([) = 3A[
 <([) = 1,5A[
 <([) = 2,5A[

Ìàë. 1.5

Ñèñòåìàòèçóєìî âëàñòèâîñòі ôóíêöії ó = àõ äëÿ 0 < à < 1 òà 
äëÿ à > 1 ó âèãëÿäі òàáëèöі íà ñòîðіíöі 9.

Ìàë. 1.4

3. �ëàñòèâîñòі 
ïîêàçíèêîâîї ôóíêöії
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Показникова та логарифмічна функції

 <([) = (1/3)A[
 <([) = (1/10)A[
 <([) = 0,8A[

Ìàë. 1.6

Ôóíêöіÿ y = ax

Âëàñòèâîñòі � � à � 1 à ! 1

Îáëàñòü 
âèçíà÷åííÿ 5 5

Ìíîæèíà çíà÷åíü (0; +u) (0; +u)

Ïàðíіñòü, 
íåïàðíіñòü

Íі ïàðíà, 
íі íåïàðíà

Íі ïàðíà, 
íі íåïàðíà

Ïåðіîäè÷íіñòü Íåïåðіîäè÷íà Íåïåðіîäè÷íà

Íóëі ôóíêöії Íåìàє Íåìàє

Ïðîìіæêè 
çíàêîñòàëîñòі y > 0 ïðè x ∈ 5 y > 0 ïðè x ∈ 5

Ïðîìіæêè 
ìîíîòîííîñòі Ñïàäàє ïðè x ∈ 5 Çðîñòàє ïðè x ∈ 5

Åêñòðåìóìè Íåìàє Íåìàє

Àñèìïòîòà y = 0 y = 0

Îñîáëèâîñòі 
ãðàôіêà ôóíêöії: 
ïðîõîäèòü 
÷åðåç òî÷êó 
(0; 1)



10

РОЗДІЛ �

Âëàñòèâîñòі ñòåïåíÿ ç ðàöіîíàëüíèì ïîêàçíèêîì, ÿêі ìè ðîç-
ãëÿíóëè â ïîïåðåäíіõ êëàñàõ, ñïðàâäæóþòüñÿ і äëÿ ñòåïåíÿ ç 
äіéñíèì ïîêàçíèêîì.

Äëÿ áóäü-ÿêèõ x ∈ R, y ∈ R, a ! �, b ! � ìàєìî:
         àõ Æ àó = àõ+ó;        (àb)õ = àõbõ;  

         ;           .

         (àõ)ó = àõó;

Ðîçãëÿíåìî ïðèêëàäè âèêîðèñòàííÿ âëàñòèâîñòåé ïîêàçíèêî-
âîї ôóíêöії.

Ïîðіâíÿòè çíà÷åííÿ âèðàçіâ: 

1) π2,7 i π2,8;     2)  і .
Ð î ç â ’ ÿ ç à í í ÿ. 1) π | 3,14 > 1, òîìó ôóíêöіÿ ó = πõ çðîñòàє 
íà 5, îòæå, áіëüøîìó çíà÷åííþ àðãóìåíòó âіäïîâіäàє áіëüøå 
çíà÷åííÿ ôóíêöії. Îñêіëüêè 2,7 < 2,8, òî і π2,7 < π2,8.

2) | 0,4 < 1, òîìó ôóíêöіÿ  ñïàäàє íà 5, îòæå, 
áіëüøîìó çíà÷åííþ àðãóìåíòó âіäïîâіäàє ìåíøå çíà÷åííÿ 

ôóíêöії. Îñêіëüêè –5 < –4, òî  > .

Â і ä ï î â і ä ü. 1) π2,7 < π2,8;    2)  > .

Ïîðіâíÿòè ç îäèíèöåþ îñíîâó ñòåïåíÿ à, à > 0, 

ÿêùî: 1)  < à1,8;  2) à–2 > à.
Ð î ç â ’ ÿ ç à í í ÿ. 1) Îñêіëüêè | 1,73, òî  < 1,8. Çà óìî-

âîþ  < à1,8, òîáòî áіëüøîìó çíà÷åííþ àðãóìåíòó âіäïîâіäàє 
áіëüøå çíà÷åííÿ ôóíêöії, òîìó ôóíêöіÿ ó = àõ çðîñòàє, à îòæå, 
à > 1.
2) –2 < 1, à çà óìîâîþ à–2 > à, òîáòî áіëüøîìó çíà÷åííþ àðãó-
ìåíòó âіäïîâіäàє ìåíøå çíà÷åííÿ ôóíêöії, òîìó ôóíêöіÿ ó = àõ

ñïàäàє, îòæå, 0 < à < 1.
Â і ä ï î â і ä ü. 1) à > 1;   2) 0 < à < 1.

Âèðàçè, ùî ìіñòÿòü ñòåïåíі ç äіéñíèìè ïîêàçíèêàìè, ìîæíà 
ñïðîùóâàòè òàê ñàìî, ÿê і âèðàçè ç ðàöіîíàëüíèìè ïîêàçíèêàìè.

Ñïðîñòèòè âèðàç: 

1) ;    2) ;     3) .

Ð î ç â ’ ÿ ç à í í ÿ. 1) ; 

2) ; 

3) .

Â і ä ï î â і ä ü. 1) à2;   2) ;   3) ñ10.

Äëÿ áóäü-ÿêèõ x ∈∈ R, y ∈∈ R, a ! �, b ! � ìàєìî:
         àõ Æ àó = àõ+ó;        (àb)õ = àõbõ;  

         ;           .

         (àõ)ó = àõó;

äіéñíèì ïîêàçíèêîì.

Äëÿ áóäü
         à

Приклад 4.

Приклад 5.

Приклад 6.
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Показникова та логарифмічна функції

Ìè âæå çãàäóâàëè, ùî ïîêàçíèêîâó 
ôóíêöіþ ÷àñòî âèêîðèñòîâóþòü äëÿ 
îïèñóâàííÿ ðіçíîìàíіòíèõ ôіçè÷íèõ 
ïðîöåñіâ. Çîêðåìà, ðàäіîàêòèâíèé 
ðîçïàä îïèñóþòü ôîðìóëîþ: 

,

äå m0 – ìàñà ðàäіîàêòèâíîї ðå÷îâèíè â ïî÷àòêîâèé ìîìåíò ÷àñó 
t = 0, m(t) – її ìàñà â ìîìåíò ÷àñó t, T0 – ïåðіîä íàïіâðîçïàäó 
(ïðîìіæîê ÷àñó, çà ÿêèé ïî÷àòêîâà êіëüêіñòü ðå÷îâèíè çìåíøó-
єòüñÿ âäâі÷і). Î÷åâèäíî, ùî ïðàâà ÷àñòèíà öієї ôîðìóëè є ïîêàç-
íèêîâîþ ôóíêöієþ. 

Ïåðіîä íàïіâðîçïàäó äåÿêîãî іçîòîïà ïëóòîíіÿ 
ñêëàäàє 140 äіá. Ñêіëüêè ïëóòîíіÿ çàëèøèòüñÿ ÷åðåç 4 ðîêè, 
ÿêùî éîãî ïî÷àòêîâà ìàñà ñòàíîâèëà 10 ã?
Ð î ç â ’ ÿ ç à í í ÿ. Çà óìîâîþ çàäà÷і ìàєìî: 
m0 = 10 ã, t = 3 ∙ 365 + 366 = 1461 (äîáà). 

Òîäі m(1461) =  ã.

Â і ä ï î â і ä ü. 0,0072 ã.

Çà äîïîìîãîþ ïîêàçíèêîâîї ôóíêöії ìîæíà òàêîæ âèçíà÷àòè 
òèñê ïîâіòðÿ çàëåæíî âіä âèñîòè.

Àëüïіíіñò, ïåðåáóâàþ÷è íà âèñîòі h1 = 1000 ì, âè-
çíà÷èâ, ùî òèñê ïîâіòðÿ ñêëàäàє p1 = 740 ìì ðò. ñò. ßêèì áóäå 
òèñê íà âèñîòі h2 = 2100 ì çà òієї ñàìîї òåìïåðàòóðè ïîâіòðÿ?
Ð î ç â ’ ÿ ç à í í ÿ. Âіäîìî, ùî òèñê p2 (çà óìîâè íåçìіííîñòі 
òåìïåðàòóðè ïîâіòðÿ) çíàõîäÿòü çà áàðîìåòðè÷íîþ ôîðìóëîþ 
p2 | p1 ∙ (0,8886)h2 – h1, äå h1 і h2 – âèñîòà â êіëîìåòðàõ. 
Òîäі p2 | 740 ∙ (0,8886)2,1–1 | 649,8 (ìì ðò. ñò.). 
Â і ä ï î â і ä ü. 649,8 ìì ðò. ñò. 

Äî ïî÷àòêó  VІІ ñò. â ìàòåìàòèöі íàìà-
ãàëèñÿ íå çàñòîñîâóâàòè âіä’єìíі òà 
äðîáîâі ïîêàçíèêè ñòåïåíÿ. Òіëüêè â êіíöі 

 VІІ ñò. ó çâ’ÿçêó çі çðîñòàííÿì ñêëàäíîñòі ìàòåìàòè÷íèõ 
çàäà÷ ïîñòàëà íàãàëüíà ïîòðåáà ó âèêîðèñòàííі ñòåïåíіâ, ïî-
êàçíèêè ÿêèõ ìîæóòü áóòè äîâіëüíèìè äіéñíèìè ÷èñëàìè. 
Óçàãàëüíåííÿ ïîíÿòòÿ ñòåïåíÿ ó = àï, äå ï – äîâіëüíå äіéñíå 
÷èñëî, äàëî ìîæëèâіñòü ðîçãëÿäàòè ïîêàçíèêîâó ôóíêöіþ íà 
ìíîæèíі âñіõ äіéñíèõ ÷èñåë, à ñòåïåíåâó ôóíêöіþ ó = õï íà 
ìíîæèíі äîäàòíèõ ÷èñåë, ïðè÷îìó і äëÿ õ � 0 ïðè öіëèõ çíà-
÷åííÿõ ïîêàçíèêà.

3. Çàñòîñóâàííÿ 
ïîêàçíèêîâîї ôóíêöії 
äî ðîçâ’ÿçóâàííÿ 
ïðèêëàäíèõ çàäà÷

Приклад 7.

Приклад 8.

Äî ïî÷àòêó  VІІ ñò. â ìàòåìàòèöі íàìà-
ãàëèñÿ íå çàñòîñîâóâàòè âіä’єìíі òà 
äðîáîâі ïîêàçíèêè ñòåïåíÿ. Òіëüêè â êіíöі 

 VІІ ñò. ó çâ’ÿçêó çі çðîñòàííÿì ñêëàäíîñòі ìàòåìàòè÷íèõ 
çàäà÷ ïîñòàëà íàãàëüíà ïîòðåáà ó âèêîðèñòàííі ñòåïåíіâ, ïî-
êàçíèêè ÿêèõ ìîæóòü áóòè äîâіëüíèìè äіéñíèìè ÷èñëàìè. 
Óçàãàëüíåííÿ ïîíÿòòÿ ñòåïåíÿ ó = àï, äå ï – äîâіëüíå äіéñíå 
÷èñëî, äàëî ìîæëèâіñòü ðîçãëÿäàòè ïîêàçíèêîâó ôóíêöіþ íà 
ìíîæèíі âñіõ äіéñíèõ ÷èñåë, à ñòåïåíåâó ôóíêöіþ ó = õï íà 
ìíîæèíі äîäàòíèõ ÷èñåë, ïðè÷îìó і äëÿ õ � 0 ïðè öіëèõ çíà-
÷åííÿõ ïîêàçíèêà.

êàçíèêè ÿêèõ ìîæóòü áóòè äîâіëüíèìè äіéñíèìè ÷èñëàìè. 
Óçàãàëüíåííÿ ïîíÿòòÿ ñòåïåíÿ ó Óçàãàëüíåííÿ ïîíÿòòÿ ñòåïåíÿ ó Óçàãàëüíåííÿ ïîíÿòòÿ ñòåïåíÿ ó Óçàãàëüíåííÿ ïîíÿòòÿ ñòåïåíÿ ó 
÷èñëî, äàëî ìîæëèâіñòü ðîçãëÿäàòè ïîêàçíèêîâó ôóíêöіþ íà 
Óçàãàëüíåííÿ ïîíÿòòÿ ñòåïåíÿ ó 
÷èñëî, äàëî ìîæëèâіñòü ðîçãëÿäàòè ïîêàçíèêîâó ôóíêöіþ íà 
ìíîæèíі âñіõ äіéñíèõ ÷èñåë, à ñòåïåíåâó ôóíêöіþ ó 
ìíîæèíі äîäàòíèõ ÷èñåë, ïðè÷îìó і äëÿ õ � 0 ïðè öіëèõ çíà-

Óçàãàëüíåííÿ ïîíÿòòÿ ñòåïåíÿ ó Óçàãàëüíåííÿ ïîíÿòòÿ ñòåïåíÿ ó 
÷èñëî, äàëî ìîæëèâіñòü ðîçãëÿäàòè ïîêàçíèêîâó ôóíêöіþ íà 
ìíîæèíі âñіõ äіéñíèõ ÷èñåë, à ñòåïåíåâó ôóíêöіþ ó 
ìíîæèíі äîäàòíèõ ÷èñåë, ïðè÷îìó і äëÿ õ � 0 ïðè öіëèõ çíà-

Óçàãàëüíåííÿ ïîíÿòòÿ ñòåïåíÿ ó Óçàãàëüíåííÿ ïîíÿòòÿ ñòåïåíÿ ó 
÷èñëî, äàëî ìîæëèâіñòü ðîçãëÿäàòè ïîêàçíèêîâó ôóíêöіþ íà 
ìíîæèíі âñіõ äіéñíèõ ÷èñåë, à ñòåïåíåâó ôóíêöіþ ó 
ìíîæèíі äîäàòíèõ ÷èñåë, ïðè÷îìó і äëÿ õ � 0 ïðè öіëèõ çíà-ìíîæèíі äîäàòíèõ ÷èñåë, ïðè÷îìó і äëÿ õ � 0 ïðè öіëèõ çíà-ìíîæèíі äîäàòíèõ ÷èñåë, ïðè÷îìó і äëÿ õ � 0 ïðè öіëèõ çíà-
÷åííÿõ ïîêàçíèêà.÷åííÿõ ïîêàçíèêà.

êàçíèêè ÿêèõ ìîæóòü áóòè äîâіëüíèìè äіéñíèìè ÷èñëàìè. 
çàäà÷ ïîñòàëà íàãàëüíà ïîòðåáà ó âèêîðèñòàííі ñòåïåíіâ, ïî-çàäà÷ ïîñòàëà íàãàëüíà ïîòðåáà ó âèêîðèñòàííі ñòåïåíіâ, ïî-çàäà÷ ïîñòàëà íàãàëüíà ïîòðåáà ó âèêîðèñòàííі ñòåïåíіâ, ïî-
 VІІ ñò. ó çâ’ÿçêó çі çðîñòàííÿì ñêëàäíîñòі ìàòåìàòè÷íèõ  VІІ ñò. ó çâ’ÿçêó çі çðîñòàííÿì ñêëàäíîñòі ìàòåìàòè÷íèõ  VІІ ñò. ó çâ’ÿçêó çі çðîñòàííÿì ñêëàäíîñòі ìàòåìàòè÷íèõ  VІІ ñò. ó çâ’ÿçêó çі çðîñòàííÿì ñêëàäíîñòі ìàòåìàòè÷íèõ  VІІ ñò. ó çâ’ÿçêó çі çðîñòàííÿì ñêëàäíîñòі ìàòåìàòè÷íèõ  VІІ ñò. ó çâ’ÿçêó çі çðîñòàííÿì ñêëàäíîñòі ìàòåìàòè÷íèõ  VІІ ñò. ó çâ’ÿçêó çі çðîñòàííÿì ñêëàäíîñòі ìàòåìàòè÷íèõ 

� ùå ðàíіøå...� ùå ðàíіøå...� ùå ðàíіøå...� ùå ðàíіøå...� ùå ðàíіøå...� ùå ðàíіøå...� ùå ðàíіøå...� ùå ðàíіøå...� ùå ðàíіøå...� ùå ðàíіøå...� ùå ðàíіøå...� ùå ðàíіøå...� ùå ðàíіøå...� ùå ðàíіøå...� ùå ðàíіøå...� ùå ðàíіøå...� ùå ðàíіøå...� ùå ðàíіøå...� ùå ðàíіøå...� ùå ðàíіøå...� ùå ðàíіøå...� ùå ðàíіøå...� ùå ðàíіøå...� ùå ðàíіøå...� ùå ðàíіøå...� ùå ðàíіøå...� ùå ðàíіøå...� ùå ðàíіøå...� ùå ðàíіøå...� ùå ðàíіøå...� ùå ðàíіøå...� ùå ðàíіøå...� ùå ðàíіøå...� ùå ðàíіøå...� ùå ðàíіøå...� ùå ðàíіøå...
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Óïåðøå ïèòàííÿ óçàãàëüíåííÿ ïîíÿòòÿ ñòåïåíÿ ïіäíÿâ 
Ëåîíàðä Åéëåð ó ñâîїé ïðàöі «Óâåäåííÿ â àíàëіç», äâà ðîçäіëè 
ÿêîї ïðèñâÿ÷åíî «ïîêàçíèêîâèì і ëîãàðèôìі÷íèì êіëüêîñòÿì». 
Ïіä ïîíÿòòÿì «ïîêàçíèêîâîї êіëüêîñòі» Åéëåð ðîçóìіâ âè-
ðàçè âèãëÿäó àz і \z, äå à – ÷èñëî, ó і ] – çìіííі.

Поясніть, як задають степінь al, де a ! �, l – ірраціональне 
число.  Яку функцію називають показниковою?  Сформулюйте 
властивості показникової функції y = ax для � � a � � і для a ! �. 

 Запам’ятайте властивості степеня з дійсним показником.

Ðîçâ’ÿæiòü çàäà÷i òà âèêîíàéòå âïðàâè
1.1 . (Óñíî). ßêі ç íàâåäåíèõ ôóíêöіé є ïîêàçíèêîâèìè?
1) ó = 3õ;        2) ó = õ3;     3) ó = 1õ;      4) ó = (–2)õ;

5) ;   6) ó = õ;   7) ó = (õ – 2)3;   8) ó = (π – 1)õ.
ßêі ç íàâåäåíèõ ôóíêöіé є çðîñòàþ÷èìè, à ÿêі – ñïàäíèìè (1.2–1.3):
1.2. 1) ó = 8õ;      2) ó = 0,4õ;    3) ó = 0,01õ;    4) ó = (2π)õ?

1.3. 1) ó = 0,15õ;    2) ó = 7õ;      3) ;    4) ?

1.4. Ïîðіâíÿéòå õ і ó, ÿêùî:
1) 0,2õ > 0,2ó;    2) 1,3õ > 1,3ó.

1.5. Ïîðіâíÿéòå ò і n, ÿêùî:
1) 5ò < 5n;       2) 0,7ò < 0,7n.

Çíàéäіòü çíà÷åííÿ ïîêàçíèêîâîї ôóíêöії  äëÿ äàíîãî çíà-
÷åííÿ àðãóìåíòó x (1.6–1.7):
1.6.  1) ; ; ; ; ; 

2) ; ; ; ; .

1.7.  1) ; ; ; ; ; 

2) ; ; ; ; .

Ïîðіâíÿéòå ÷èñëà (1.8–1.9):

1.8. 1) 40,2 і 40,5;      2) ;    3)  і .

1.9. 1) ;     2) 8–2 і 8–1,9;     3)  і .

Óïåðøå ïèòàííÿ óçàãàëüíåííÿ ïîíÿòòÿ ñòåïåíÿ ïіäíÿâ 
Ëåîíàðä Åéëåð ó ñâîїé ïðàöі «Óâåäåííÿ â àíàëіç», äâà ðîçäіëè 
ÿêîї ïðèñâÿ÷åíî «ïîêàçíèêîâèì і ëîãàðèôìі÷íèì êіëüêîñòÿì». 
Ïіä ïîíÿòòÿì «ïîêàçíèêîâîї êіëüêîñòі» Åéëåð ðîçóìіâ âè-
ðàçè âèãëÿäó àz і \z, äå à – ÷èñëî, ó і ] – çìіííі.

Поясніть, як задають степінь al, де a ! �, l – ірраціональне 
число.  Яку функцію називають показниковою?  Сформулюйте 
властивості показникової функції y = ax для � � a � � і для a ! �. 

 Запам’ятайте властивості степеня з дійсним показником.

число. 
властивості показникової функції 
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Ïîáóäóéòå ñõåìàòè÷íî ãðàôіê ôóíêöії òà çàïèøіòü її âëàñòèâîñòі 
(1.1�–1.11):
1.1�. 1) ó = 1,4õ;           2) ó = 0,7õ;  

 3) ;        4) . 
1.11. 1) ó = 0,6õ;           2) ó = 2,3õ;   

 3) ;        4) .
1.12. Ïîðіâíÿéòå ÷èñëà à і b, ÿêùî:

1) ;    2) .

1.13. Ïîðіâíÿéòå ÷èñëà ð і q, ÿêùî:

1) ;    2) .

Ïîðіâíÿéòå à ç îäèíèöåþ (à > 0), ÿêùî (1.14–1.15):
1.14. 1) à12 > à10;  2) à–7 < à–8.  1.15. 1) à–8 < à–3;  2) à15 > à16.

1.16. Ïåðіîä íàïіâðîçïàäó äåÿêîãî іçîòîïà ïëóòîíіÿ ñêëàäàє 
140 äіá. Âèçíà÷òå ìàñó ïëóòîíіÿ, ùî çàëèøèòüñÿ ÷åðåç 
8 ðîêіâ, ÿêùî éîãî ïî÷àòêîâà ìàñà ñòàíîâèëà 6 ã.

1.17. Ïåðіîä íàïіâðîçïàäó äåÿêîãî іçîòîïà òîðіÿ ñêëàäàє 24 äîáè. 
Âèçíà÷òå ìàñó òîðіÿ, ùî çàëèøèòüñÿ ÷åðåç 4 ðîêè, ÿêùî 
éîãî ïî÷àòêîâà ìàñà ñòàíîâèëà 20 ã.

1.18. Àëüïіíіñòêà, ïåðåáóâàþ÷è íà âèñîòі h1 = 800 ì, âèìіðÿëà 
òèñê ïîâіòðÿ, çíà÷åííÿ ÿêîãî ñòàíîâèëî p1 = 748 ìì ðò. ñò. 
ßêèì áóäå òèñê ïîâіòðÿ, êîëè âîíà ïіäíіìåòüñÿ íà âèñîòó 
h2 = 1200 ì çà òієї ñàìîї òåìïåðàòóðè ïîâіòðÿ?

1.19. Òóðèñòè÷íà ãðóïà âñòàíîâèëà íàìåòè â ãîðàõ íà âèñîòі 
h1 = 700 ì òà âèçíà÷èëà, ùî òèñê ïîâіòðÿ íà öіé âèñîòі ñêëàäàє 
p1 = 749 ìì ðò. ñò. ßêèì áóâ òèñê ïîâіòðÿ íà âèñîòі h2 = 1600 ì, 
êîëè òóäè ïіäíÿëàñÿ ãðóïà, ùîá óñòàíîâèòè ïðàïîð Óêðàїíè, 
ÿêùî òåìïåðàòóðà ïîâіòðÿ çà öåé ÷àñ íå çìіíèëàñÿ?

Çíàéäіòü îáëàñòü çíà÷åíü ôóíêöії (1.2�–1.21):

1.2�. 1) ó = –5õ;     2) ;    3) ó = 7õ – 3;    4) .

1.21. 1) ;    2) ó = 2 õ – 5;    3) ;    4) ó = 2 – 4õ.

Îá÷èñëіòü (1.22–1.23):

1.22. 1)       2)     

 3) ;     4) 
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1.23. 1) ;          2) ;

 3) ;     4) 
Ïðè ÿêîìó çíà÷åííі à (a > 0, a ≠ 1) ãðàôіê ôóíêöії ó = àõ ïðîõî-
äèòü ÷åðåç òî÷êó (1.24–1.25):

1.24. 1) À(1; 7);    2) ;    3) Ñ(2; 9);    4) D(2; 0,16)?

1.25. 1) Ì(1; 5);   2) ;    3) Ð(2; 16);   4) Q(2; 0,09)?

1.26. Òî÷êà Ì(sin30°; y) íàëåæèòü ãðàôіêó ôóíêöії ó = 4õ. Çíàé-
äіòü ó.

1.27. Òî÷êà N(tg45°; y) íàëåæèòü ãðàôіêó ôóíêöії ó = 1,7õ. Çíàé-
äіòü ó.

Çðîñòàþ÷îþ ÷è ñïàäíîþ є ôóíêöіÿ (1.28–1.29):

1.28. 1) ;         2) 

1.29. 1) ;        2) 

Îá÷èñëіòü (1.3�–1.31):

1.3�. 1) ;      2) .

1.31. 1) ;      2) .

Ïîðіâíÿéòå ÷èñëà (1.32–1.33):

1.32. 1)  і 1;     2) 1 і 0,3–2;     3) 1 і 2,4–5;     4) 0,70,5 і 1.

1.33. 1) 1 і ;     2) 0,21,7 і 1;    3) 2,5–2 і 1;     4) 1 і 0,3–1,8.

Ðîçòàøóéòå ÷èñëà â ïîðÿäêó çðîñòàííÿ (1.34–1.35):

1.34.  1) ; ; ; 1; ;

 2) ; 1; ; ; .

1.35.  1) ; ; 1; ; ;

 2) ; 1; ; ; .

Ïîáóäóéòå ãðàôіê ôóíêöії (1.36–1.37):
1.36. 1) ó = 2õ + 1;    2) ó = 2õ+1;    3) ó = –2õ;    4) ó = 3 – 2õ.

1.37. 1) ó = 3õ – 2;    2) ó = 3õ–2;    3) ó = –3õ;    4) ó = 5 – 3õ.
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1.38. Çíàéäіòü ìíîæèíó çíà÷åíü ôóíêöії:

1) ó = 3|õ|;    2) ó = 4–|õ|;     3) ;    4) .

1.39. Çíàéäіòü íàéìåíøå і íàéáіëüøå çíà÷åííÿ ôóíêöії , 

ÿêùî x ∈ [–2; 3].

1.4�. Çíàéäіòü íàéìåíøå і íàéáіëüøå çíà÷åííÿ ôóíêöії , 

ÿêùî x ∈ [–1; 4].

Çíàéäіòü íàéìåíøå і íàéáіëüøå çíà÷åííÿ äàíîї ôóíêöії íà çàäà-
íîìó ïðîìіæêó (1.41–1.42):

1.41. 1) ; x ∈ [–2; 3];     2) ; x ∈ [2; 3].

1.42. 1) ; x ∈ [–1; 2];     2) ; x ∈ [–1; 4].

Íà ÿêîìó іíòåðâàëі (1.43–1.44):
1.43. 1) Ôóíêöіÿ  íàáóâàє íàéìåíøîãî і íàéáіëüøîãî çíà-

÷åíü, ùî äîðіâíþþòü  і 1 âіäïîâіäíî;

2) ôóíêöіÿ  íàáóâàє íàéìåíøîãî і íàéáіëüøîãî çíà-

÷åíü, ùî äîðіâíþþòü  і 81 âіäïîâіäíî?

1.44. 1) Ôóíêöіÿ  íàáóâàє íàéìåíøîãî і íàéáіëüøîãî çíà-

÷åíü, ùî äîðіâíþþòü  і 4 âіäïîâіäíî;

2) ôóíêöіÿ  íàáóâàє íàéìåíøîãî і íàéáіëüøîãî çíà-

÷åíü, ùî äîðіâíþþòü 1 і 64 âіäïîâіäíî?
Ïîáóäóéòå ãðàôіê ôóíêöії òà çà ãðàôіêîì âèçíà÷òå ìíîæèíó її 
çíà÷åíü (1.45–1.46):

1.45.  1)   2) 

 3) 

1.46.  1)    2) 
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Äîñëіäіòü ôóíêöіþ íà ïàðíіñòü (1.47–1.48):

1.47.  1) ;       2) ;

 3) ;         4) .

1.48.  1) ;      2) .

Çíàéäіòü íàéìåíøå і íàéáіëüøå çíà÷åííÿ ôóíêöії íà ìíîæèíі 
äіéñíèõ ÷èñåë (1.4�–1.5�):

1.49. 1) ó = 5sinx;           2)    

 3) ó = 1 + 2|sinx|;       4) .

1.5�. 1) ;        2) ó = 5|cosx|.

Ïîðіâíÿéòå ÷èñëà (1.51–1.52):

1.51. 1)  і 52,5;     2)  і .

1.52. 1)  і 21,48;     2)  і .

Ïîáóäóéòå ñõåìàòè÷íî ãðàôіê ôóíêöії (1.53–1.54):

1.53. .        1.54. ó = 22–õ.

Ðîçâ’ÿæіòü ãðàôі÷íî ðіâíÿííÿ (1.55–1.56):

1.55. 1) ;       2) 2–õ = õ + 6.

1.56. 1) ;     2) .

Çíàéäіòü íàéìåíøå і íàéáіëüøå çíà÷åííÿ äàíîї ôóíêöії íà äàíî-
ìó ïðîìіæêó (1.57–1.58):

1.57. 1) , õ ∈ [2; 5];    2) , õ ∈ [1; 5].

1.58. 1) , õ ∈ [1; 4];    2) , õ ∈ [0; 3].

Çíàéäіòü ìíîæèíó çíà÷åíü ôóíêöії (1.5�–1.6�):

1.59. 1) ;      2) .
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1.6�. 1) ;      2) .

Äîñëіäіòü íà ïàðíіñòü ôóíêöіþ (1.61–1.62):

1.61.  1) ;

 2) .

1.62.  1) ;

 2) .

1.63. Ó ñåðåäíüîìó ïðè ïðîáіãó 15 òèñ. êì íà ðіê êîæåí 
àâòîìîáіëü ñïàëþє áëèçüêî 4,5 ò êèñíþ, ùî â 50 ðàçіâ ïå-

ðåâèùóє ðі÷íó ïîòðåáó ëþäèíè â êèñíі. Ïðè öüîìó àâòîìîáіëü 
ùå é âèêèäàє â àòìîñôåðó 700 êã ÷àäíîãî ãàçó. Ëіêàðêà Îëåíà 
Âàñèëіâíà, ùî ìàє â ñåðåäíüîìó 300 ðîáî÷èõ äíіâ íà ðіê і їçäèòü 
íà ðîáîòó âëàñíîþ àâòіâêîþ, âèðіøèëà ïåðåñóâàòèñÿ íà âåëîñè-
ïåäі. Ïðè øâèäêîñòі âåëîñèïåäà ó 15 êì/ãîä øëÿõ â îäèí êіíåöü 
ó ëіêàðêè çàéìàòèìå áëèçüêî 20 õâèëèí. Ïðèïóñòіòü, ùî ëіêàð-
êà âòіëèëà ñâîє ðіøåííÿ â æèòòÿ òà ç’ÿñóéòå:

1) íà ñêіëüêè ïðè öüîìó ùîðі÷íî çìåíøàòüñÿ âèêèäè ÷àäíî-
ãî ãàçó â ïîâіòðÿ;
2) íà ñêіëüêè ïðè öüîìó çáіëüøèòüñÿ çàïàñ êèñíþ â àòìî ñôåðі 
òà ñêіëüêîì ëþäÿì âèñòà÷èòü öієї êіëüêîñòі íà òèæäåíü;
3) ÿê âïëèíå íà åêîëîãіþ òàêå ñàìå ðіøåííÿ âàøèõ áàòüêіâ 
àáî çíàéîìèõ, ÿêùî âîíè ïðîæèâàþòü íåäàëåêî âіä ìіñöÿ 
ðîáîòè, çà îäèí äåíü; íà îäèí ìіñÿöü; íà îäèí ðіê? 

1.64. (Êèїâñüêà ìàòåìàòè÷íà îëіìïіàäà, 1991 ð.) Äîâåäіòü, 

ùî , äå , õ ∈ [–π; π].

Ïiäãîòóéòåñÿ äî âèâ÷åííÿ íîâîãî ìàòåðiàëó

Ðîçâ’ÿæіòü ðіâíÿííÿ (1.65–1.66):
1.65.  1) ;           2) ;          

 3) ;     4) ;  
 5) ;     6) .

1.66.  1) ;     2) ;

 3) ;       4) .

1.67. Ïîäàéòå ÷èñëà 8; ; 64; ; 2; 128; 1 ó âèãëÿäі ñòåïåíÿ 

ç îñíîâîþ 2.
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1. Ñêіëüêè ÷îòèðèöèôðîâèõ ÷èñåë, ùî äіëÿòüñÿ íà 5, 
ìîæíà óòâîðèòè іç öèôð 1; 3; 5; 7, ÿêùî öèôðè â êîæíî-
ìó ÷èñëі íå ïîâòîðþâàòèìóòüñÿ?

À Á Â Ã Ä

6 12 18 20 24

2. Ó çâ’ÿçêó ç òèì, ùî ðîäèíà áіëüøó ÷àñòèíó ëèïíÿ ïðî-
âåëà ó âіäïóñòöі, òî õîëîäíîї âîäè â öåé ìіñÿöü íåþ áóëî 
ñïîæèòî íà 80 % ìåíøå, íіæ ó ÷åðâíі. Ó ñêіëüêè ðàçіâ ìåí-
øå ñïîæèëà ðîäèíà õîëîäíîї âîäè â ëèïíі, íіæ ó ÷åðâíі?

À Á Â Ã Ä

ó 2 ðàçè ó 4 ðàçè ó 5 ðàçіâ ó 8 ðàçіâ íåìîæëèâî 
âèçíà÷èòè

3. Äàíî äåñÿòü ÷èñåë. Ñåðåä íèõ ÷èñëà 5 і 6 òðàïëÿþòü-
ñÿ ïî 3 ðàçè, à ÷èñëî 7 – 4 ðàçè. Çíàéäіòü ñåðåäíє àðèôìå-
òè÷íå öèõ äåñÿòè ÷èñåë.

À Á Â Ã Ä

5,9 6 6,1 6,2 6,3

4. Óêàæіòü êіëüêіñòü öіëèõ ðîçâ’ÿçêіâ íåðіâíîñòі 
.

À Á Â Ã Ä

áåçëі÷ øіñòü ï’ÿòü ÷îòèðè òðè

5. Çíàéäіòü ïîõіäíó ôóíêöії ó = õ5 – 2cosõ.

À Á Â

y′ = 5x4 – 2sinx y′ = 5x4 + sinx y′ = x4 + 2sinx

Ã Ä

y′ = 5x4 – 2cosx y′ = 5x4 + 2sinx

6. Ñêîðîòіòü äðіá .

À Á Â Ã Ä

cos2D +
+ sin2D

cos2D –
– sin2D

1. Ñêіëüêè ÷îòèðèöèôðîâèõ ÷èñåë, ùî äіëÿòüñÿ íà 5, 
ìîæíà óòâîðèòè іç öèôð 1; 3; 5; 7, ÿêùî öèôðè â êîæíî-
ìó ÷èñëі íå ïîâòîðþâàòèìóòüñÿ?

À Á Â Ã Ä

6 12 18 20 24

2. Ó çâ’ÿçêó ç òèì, ùî ðîäèíà áіëüøó ÷àñòèíó ëèïíÿ ïðî-
âåëà ó âіäïóñòöі, òî õîëîäíîї âîäè â öåé ìіñÿöü íåþ áóëî 
ñïîæèòî íà 80 % ìåíøå, íіæ ó ÷åðâíі. Ó ñêіëüêè ðàçіâ ìåí-
øå ñïîæèëà ðîäèíà õîëîäíîї âîäè â ëèïíі, íіæ ó ÷åðâíі?

À Á Â Ã Ä

ó 2 ðàçè ó 4 ðàçè ó 5 ðàçіâ ó 8 ðàçіâ íåìîæëèâî 
âèçíà÷èòè

3. Äàíî äåñÿòü ÷èñåë. Ñåðåä íèõ ÷èñëà 5 і 6 òðàïëÿþòü-
ñÿ ïî 3 ðàçè, à ÷èñëî 7 – 4 ðàçè. Çíàéäіòü ñåðåäíє àðèôìå-
òè÷íå öèõ äåñÿòè ÷èñåë.

À Á Â Ã Ä

5,9 6 6,1 6,2 6,3

4. Óêàæіòü êіëüêіñòü öіëèõ ðîçâ’ÿçêіâ íåðіâíîñòі 
.

À Á Â Ã Ä

áåçëі÷ øіñòü ï’ÿòü ÷îòèðè òðè

5. Çíàéäіòü ïîõіäíó ôóíêöії ó = õ5 – 2cosõ.

À Á Â

y′ = 5x4 – 2sinx y′ = 5x4 + sinx y′ = x4 + 2sinx

Ã Ä

y′ = 5x4 – 2cosx y′ = 5x4 + 2sinx

6. Ñêîðîòіòü äðіá .

À Á Â Ã Ä

cos2D +
+ sin2D

cos2D –
– sin2D

ПППЕРЕВІРТЕ СВОЮ КОМПЕТЕНТНІСТЬЕРЕВІРТЕ СВОЮ КОМПЕТЕНТНІСТЬ



19

Показникова та логарифмічна функції

7. Óñòàíîâіòü âіäïîâіäíіñòü ìіæ ðіâíÿííÿì (1–4) òà 
éîãî êîðåíåì (À–Ä).

Ðіâíÿííÿ Êîðіíü ðіâíÿííÿ

1 À
Á
Â
Ã
Ä

6
7
8
9
10

2

3

4

�. Âіäîìî, ùî sin D + cos D = 0,2. ×îìó äîðіâíþє sin2D?

9. Çíàéäіòü óñі çíà÷åííÿ ïàðàìåòðà à, ïðè ÿêèõ ñèñòå-

ìà ðіâíÿíü  ìàє áåçëі÷ ðîçâ’ÿçêіâ.

ПОКАЗНИКОВІ 
РІВНЯННЯ

Ðіâíÿííÿ íàçèâàþòü ïîêàçíèêîâèì, ÿêùî âîíî ìіñòèòü çìіííі 
ëèøå â ïîêàçíèêàõ ñòåïåíіâ. Íàïðèêëàä, ïîêàçíèêîâèìè є ðіâ-

íÿííÿ: 2õ = 8;  3õ + 9õ = 2;   òîùî.

Ðîçãëÿíåìî äåÿêі âèäè ïîêàçíèêîâèõ ðіâíÿíü òà ìåòîäè їõ 
ðîçâ’ÿçóâàííÿ.

Ðіâíÿííÿ âèãëÿäó àõ = b ââàæàþòü 
íàéïðîñòіøèì.

Îñêіëüêè àõ > 0 äëÿ õ ∈ 5, òî êîëè 
b J 0, ðіâíÿííÿ êîðåíіâ íå ìàє. 

ßêùî b > 0, âèçíà÷èìî êіëüêіñòü êîðåíіâ ðіâíÿííÿ àõ = b ãðà-
ôі÷íî. Ó âèïàäêó à > 1 ôóíêöіÿ ó = àõ ìîíîòîííî çðîñòàє íà 5, 
à ó âèïàäêó 0 < à < 1 – ìîíîòîííî ñïàäàє íà 5 (ìàë. 2.1 і 2.2).

      

             Ìàë. 2.1                   Ìàë. 2.2

7. Óñòàíîâіòü âіäïîâіäíіñòü ìіæ ðіâíÿííÿì (1–4) òà 
éîãî êîðåíåì (À–Ä).

Ðіâíÿííÿ Êîðіíü ðіâíÿííÿ

1 À
Á
Â
Ã
Ä

6
7
8
9
10

2

3

4

�. Âіäîìî, ùî sin D + cos D = 0,2. ×îìó äîðіâíþє sin2D?

9. Çíàéäіòü óñі çíà÷åííÿ ïàðàìåòðà à, ïðè ÿêèõ ñèñòå-

ìà ðіâíÿíü  ìàє áåçëі÷ ðîçâ’ÿçêіâ.

ПОКАЗНИКОВІ 
РІВНЯННЯ§ 2. § 2. 

1. Íàéïðîñòіøі 
ïîêàçíèêîâі ðіâíÿííÿ
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Â îáîõ âèïàäêàõ ôóíêöіÿ ó = àõ êîæíîãî ñâîãî äîäàòíîãî çíà-
÷åííÿ íàáóâàє òіëüêè îäèí ðàç. Òîìó ãðàôіêè ôóíêöіé ó = àõ òà 
ó = b, äå b > 0, ïåðåòèíàþòüñÿ ëèøå â îäíіé òî÷öі. Öå îçíà÷àє, 
ùî ðіâíÿííÿ àõ = b ïðè b > 0 ìàє ëèøå îäèí êîðіíü.

Äëÿ òîãî ùîá çíàéòè öåé êîðіíü, òðåáà ÷èñëî b çàïèñàòè ó âè-
ãëÿäі ñòåïåíÿ ÷èñëà a, òîáòî b = àñ. Ìàòèìåìî ðіâíÿííÿ àõ = àñ, 
çâіäêè îòðèìàєìî, ùî õ = ñ.

Ðîçâ’ÿçàòè ðіâíÿííÿ: 

1) 2õ = 32;         2) 3õ–1 = ;            3) .
Ð î ç â ’ ÿ ç à í í ÿ.

1) 2õ = 32;
  2õ = 25;
  õ = 5.

Â і ä ï î â і ä ü. 5.

2) 3õ–1 = ;  

  

  3õ–1 = 30,4; 
  x – 1 = 0,4; 
  x = 1,4.

Â і ä ï î â і ä ü. 1,4.

3) ; 

  ;
  õ2 – 2õ = 0;
  õ(õ – 2) = 0;

    

Â і ä ï î â і ä ü. 0; 2.

ßê ðîçâ’ÿçàòè íàéïðîñòіøå ðіâíÿííÿ àõ = b ó âèïàäêó, êîëè 
÷èñëî b íå є ñòåïåíåì ÷èñëà a, íàïðèêëàä 3õ = 7, ðîçãëÿíåìî â 
îäíîìó ç íàñòóïíèõ ïàðàãðàôіâ.

Ìåòîä ðîçâ’ÿçóâàííÿ ðіâíÿííÿ âèãëÿäó ax = àñ  ìîæíà ïîøèðè-
òè і íà ðіâíÿííÿ âèãëÿäó af(x) = ag(x).

ßêùî a ! �, a ≠ 1, òî ðіâíÿííÿ af(x) = ag(x) ðіâíîñèëüíå 
ðіâíÿííþ f(x) = g(x).

Ðîçâ’ÿçàòè ðіâíÿííÿ: 

1) 4x = 8x–1;     2) 

Ð î ç â ’ ÿ ç à í í ÿ. 1) Çâåäåìî îáèäâі ÷àñòèíè ðіâíÿííÿ äî ñòåïå-
íÿ ç îäíієþ і òієþ ñàìîþ îñíîâîþ. Öієþ îñíîâîþ áóäå ÷èñëî 2. 
Ìàєìî: (22)õ = (23)õ–1; òîáòî 22õ = 23õ–3. Çâіäñè 2õ = 3õ – 3, îòæå, 
õ = 3.

2) Îñêіëüêè 2õ · 3õ = 6õ, à , òî ïî÷àòêî-

âå ðіâíÿííÿ ðіâíîñèëüíå ðіâíÿííþ 6õ = 62õ–5, ÿêå, ó ñâîþ ÷åðãó, 
ðіâíîñèëüíå ðіâíÿííþ õ = 2õ – 5, çâіäêè õ = 5.
Â і ä ï î â і ä ü. 1) 3;  2) 5.

Äàëі ðîçãëÿíåìî ðіâíÿííÿ, çàãàëüíèé âèãëÿä ÿêèõ ðіçíèòüñÿ 
âіä íàéïðîñòіøîãî, òà ñïîñîáè їõ ðîçâ’ÿçóâàííÿ.

Приклад 1.

ßêùî a ! �, a ≠≠ 1, òî ðіâíÿííÿ af(f(f x) == ag(x) ðіâíîñèëüíå 
ðіâíÿííþ f(f(f x) == g(x).

òè і íà ðіâíÿííÿ âèãëÿäó 

ßêùî 
ðіâíÿííþ 

Приклад 2.
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Öåé ñïîñіá âèêîðèñòîâóþòü ó âèïàäêó, 
êîëè ðіâíÿííÿ ìіñòèòü êіëüêà ñòåïå-
íіâ âèãëÿäó àf(x)+ò, äå m – ðіçíі ÷èñëà. 
Òîäі çà âëàñòèâіñòþ ìíîæåííÿ ñòåïå-
íіâ ç îäíàêîâèìè îñíîâàìè ìîæíà çà-
ïèñàòè, ùî àf(x)+ò = àf(x) · àò, òà âèíå-

ñòè çà äóæêè ñïіëüíèé ìíîæíèê. Ïіñëÿ ñïðîùåíü îòðèìàєìî 
ðіâíÿííÿ âèãëÿäó àf(x) = b, òîáòî íàéïðîñòіøå.

Ðîçâ’ÿçàòè ðіâíÿííÿ 12 · 5õ–1 + 3 · 5õ – 5õ+1 = 10.
Ð î ç â ’ ÿ ç à í í ÿ.  12 · 5õ · 5–1 + 3 · 5õ – 5õ · 51 = 10;

                

                5õ · 0,4 = 10;
                5õ = 25; 
                5õ = 52; 
                õ = 2.
Â і ä ï î â і ä ü. 2.

Ïîäіëèìî ëіâó і ïðàâó ÷àñòèíè ðіâ-
íÿííÿ àf(õ) = bf(õ) íà bf(õ) ≠ 0, îòðèìàєìî: 

, òîáòî , à îòæå, 

f(õ) = 0.

Ðîçâ’ÿçàòè ðіâíÿííÿ 2õ–1 = 5õ–1.
Ð î ç â ’ ÿ ç à í í ÿ. Ïîäіëèìî îáèäâі ÷àñòèíè ðіâíÿííÿ íà 5õ–1 ≠ 0: 

, òîáòî , çâіäêè õ – 1 = 0, îòæå, õ = 1.

Â і ä ï î â і ä ü. 1.

Äîñèòü ÷àñòî ïîêàçíèêîâå ðіâíÿííÿ 
ìîæíà çâåñòè äî àëãåáðàї ÷ íîãî çà äî-
ïîìîãîþ çàìіíè çìіííîї: t = àf(õ). Çðî-
çóìіëî, ùî t > 0.

Ðîçâ’ÿçàòè ðіâíÿííÿ 3 · 25õ – 2 · 5õ = 1.

Ð î ç â ’ ÿ ç à í í ÿ. Íåõàé 5õ = t > 0, òîäі 25õ = 52õ = (5õ)2 = t2. 

Ìàєìî ðіâíÿííÿ: 3t2 – 2t – 1 = 0, êîðåíі ÿêîãî t1 = 1; t2 = . 

Îñêіëüêè t2 < 0, òî ïîâåðòàєìîñÿ äî çàìіíè ëèøå äëÿ t1 = 1.
Ìàєìî: 5õ = 1. Òîäі 5õ = 50, çâіäêè õ = 0.
Â і ä ï î â і ä ü. 0.

Ðîçâ’ÿçàòè ðіâíÿííÿ .

2. Çâåäåííÿ 
ïîêàçíèêîâîãî ðіâíÿííÿ 
äî íàéïðîñòіøîãî 
âèíåñåííÿì ñïіëüíîãî 
ìíîæíèêà çà äóæêè

Приклад 3.

3. Ðіâíÿííÿ âèãëÿäó 
àf(õ) = Ef(õ), äå à ! �, à ≠ 1, 
E ! �, E ≠ 1

Приклад 4.

4. Óâåäåííÿ íîâîї 
çìіííîї ó ïîêàçíèêîâèõ 
ðіâíÿííÿõ

Приклад 5.

Приклад 6.
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Ð î ç â ’ ÿ ç à í í ÿ. Íåõàé , t > 0. Ìàєìî ðіâíÿííÿ: 

, ðîçâ’ÿçàâøè ÿêå, îòðèìàєìî êîðåíі t1 = 4 

і t2 = –2,5. Îñêіëüêè –2,5 < 0, äî çàìіíè ïîâåðòàєìîñÿ ëèøå 

äëÿ t1 = 4. Ìàєìî ðіâíÿííÿ: . Òîäі , òîáòî , 
îòæå, õ = 4.
Â і ä ï î â і ä ü. 4.

 Ðіâíÿííÿ âèãëÿäó 
Àà2f(õ) + Âàf(õ)bf(õ) + Ñb2f(õ) = 0 

íàçèâàþòü îäíîðіäíèì ïîêàçíèêîâèì 
ðіâíÿííÿì äðóãîãî ñòåïåíÿ.

Ùîá ðîçâ’ÿçàòè öå ðіâíÿííÿ, òðåáà éîãî ëіâó і ïðàâó ÷àñòèíè 
ïîäіëèòè íà b2f(õ) ≠ 0 (àáî íà à2f(õ) ≠ 0). Òîäі îòðèìàєìî ðіâíÿííÿ 

âèãëÿäó: , à äàëі ââåäåìî íîâó çìіííó 

, t > 0.

Ðîçâ’ÿçàòè ðіâíÿííÿ 22õ + 6õ – 2 · 9õ = 0.

Ð î ç â ’ ÿ ç à í í ÿ. Îñêіëüêè 6õ = 2õ · 3õ, à 9õ = (32)õ = 32õ, òî ðіâ-
íÿííÿ çâîäèòüñÿ äî îäíîðіäíîãî:

22õ + 2õ · 3õ – 2 · 32õ = 0.
Ïîäіëèìî ëіâó і ïðàâó éîãî ÷àñòèíè íà 32õ ≠ 0, ìàòèìåìî:

, òîáòî 

Íåõàé , t > 0, òîäі 

Ìàєìî ðіâíÿííÿ: t2 + t – 2 = 0, çâіäêè t1 = 1, t2 = –2.
Îñêіëüêè t1 = 1 > 0, ïîâåðòàєìîñÿ äî çàìіíè ëèøå äëÿ t1 = 1.

Òîäі , òîáòî , îòæå, õ = 0.

Â і ä ï î â і ä ü. 0.

Âèêîðèñòàєìî ìîíîòîííіñòü ïîêàçíè-
êîâîї ôóíêöії.

Ðîçâ’ÿçàòè ðіâíÿííÿ 
.

5. �äíîðіäíі 
ïîêàçíèêîâі ðіâíÿííÿ

Приклад 7.

6. Ðîçâ’ÿçóâàííÿ ðіâíÿíü 
çà äîïîìîãîþ 
âëàñòèâîñòåé 
ïîêàçíèêîâîї ôóíêöії

Приклад 8.
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Ð î ç â ’ ÿ ç à í í ÿ. Î÷åâèäíî, ùî ÷èñëî 2 є êîðåíåì ðіâíÿííÿ 
(ñïðàâäі, 32 + 42 = 52). Çàëèøèëîñÿ ç’ÿñóâàòè, ÷è ìàє ðіâíÿííÿ 
ùå é іíøі êîðåíі.
Îñêіëüêè 5x > 0, ïîäіëèìî îáèäâі ÷àñòèíè ðіâíÿííÿ íà 5x. Îò-

ðèìàєìî: , òîáòî ìàєìî ðіâíÿííÿ: .

Ôóíêöіÿ  є ñïàäíîþ íà ìíîæèíі äіéñíèõ ÷èñåë, 

ÿê ñóìà äâîõ ñïàäíèõ ôóíêöіé  і , à òîìó 

êîæíîãî ñâîãî çíà÷åííÿ íàáóâàє ëèøå îäèí ðàç.

Òîìó ðіâíÿííÿ  ìàє íå áіëüøå íіæ îäèí êîðіíü, 

à îòæå, é ïî÷àòêîâå ðіâíÿííÿ, ìàє íå áіëüøå íіæ îäèí êîðіíü. 
Îñêіëüêè îäèí êîðіíü, ÷èñëî 2, ìè âæå çíàéøëè, òî âіí і є єäè-
íèì êîðåíåì ðіâíÿííÿ.

Â і ä ï î â і ä ü. 2.

Яке рівняння називають показниковим? Як розв’язати рів-
няння ax = b?  Як можна зводити показникові рівняння до 
найпростіɲих винесенням спільного множника за дужки?  Як 
розв’язати рівняння вигляду af( x) = bf( x) ?  Яку заміну змінних ви-
користовують у показникових рівняннях?  Що таке однорідне 
показникове рівняння і як його розв’язати?  ɇа прикладі 8 пояс-
ніть, як можна використовувати властивості показникової функ-
ції для розв’язування рівнянь.

Ðîçâ’ÿæiòü çàäà÷i òà âèêîíàéòå âïðàâè
Ðîçâ’ÿæіòü ðіâíÿííÿ (2.1–2.14):

2.1. 1) 3õ = 9;       2) 4õ = 1;       3) 2õ = 32;     4) 7õ = –7.

2.2. 1) 5õ = 5;       2) 7õ = 49;      3) 9õ = –9;     4) 4õ = 64.

2.3. 1)    2)      3) 2õ+1 = 16;   4) 6õ–1 = 6.

2.4. 1)       2) 3õ–1 = 27;      3)      4) 12õ+1 = 12.

2.5. 1) 4õ+1 = 42õ;    2) 52õ–3 = 5õ.

2.6. 1) 7õ+3 = 72õ;    2) 8õ = 82õ–5.

2.7. 1)       2)       3)     4) 

Яке рівняння називають показниковим? Як розв’язати рів-
няння ax = b?  Як можна зводити показникові рівняння до 
найпростіɲих винесенням спільного множника за дужки?  Як 
розв’язати рівняння вигляду af( x) = bf( x) ?  Яку заміну змінних ви-
користовують у показникових рівняннях?  Що таке однорідне 
показникове рівняння і як його розв’язати?  ɇа прикладі 8 пояс-
ніть, як можна використовувати властивості показникової функ-
ції для розв’язування рівнянь.

няння 
найпростіɲих винесенням спільного множника за дужки? 

2.1. 1) 32.1.
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2.8. 1)       2)     3)      4) 

2.9. 1) 2õ = 5õ;             2) 3õ–1 = 7õ–1.

2.1�. 1) 3õ = 8õ;                2) 2õ+1 = 5õ+1.

2.11. 1)              2) 

 3)        4) 

2.12. 1)              2) 

 3)           4) 

2.13. 1)              2) 

 3)          4) 

2.14. 1)              2) 

 3)          4) 

Çíàéäіòü òî÷êó ïåðåòèíó ãðàôіêіâ ôóíêöіé (2.15–2.16):

2.15.  і ó = 7.          2.16. ó = 3õ і 

Ðîçâ’ÿæіòü ðіâíÿííÿ (2.17–2.28):
2.17. 1) 16–õ = 32;              2) (5õ–2)õ–5 = 1;

 3)            4) ;

5) ;      6) .

2.18. 1) 9–õ = 81;               2) (4õ+3)õ–2 = 1;

 3)            4) ;

 5) ;       6) .

2.1�2.1�
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2.19. 1) 3õ–1 + 3õ = 12;           2) 4õ–1 + 4õ+1 = 17.

2.2�. 1) 2õ+2 + 2õ = 10;           2) 5õ–1 + 5õ+1 = 130.

2.21. 1) 22õ – 3 · 2õ + 2 = 0;       2) 9õ + 2 · 3õ – 99 = 0.

2.22. 1) 32õ – 4 · 3õ + 3 = 0;       2) 4õ – 5 · 2õ – 24 = 0.

2.23. 1) 3õ · 2õ+3 = 288;           2) 5õ–1 · 2õ+2 = 800.

2.24. 1) 5õ · 2õ+2 = 400;           2) 3õ+1 · 4õ–2 = 324.

2.25. 1)            2) 72–õ = 4õ–2.

2.26. 1)            2) 5õ–1 = 121–õ.

2.27. 1)           2)    

 3)           4) 

2.28. 1)            2)    

 3)          4) 

Ðîçâ’ÿæіòü ðіâíÿííÿ (2.29–2.38):

2.29.  1) ;      2) ;

 3) ;             4) .

2.3�.  1) ;       2) ;

 3) ;        4) .

2.31.  1) ;            2) ;

 3) ;           4) .

2.32.  1) ;             2) ;

 3) ;           4) .

2.33.  1) ;

 2) .
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2.34.  1) ;

 2) .
2.35. 1) 2 · 32õ – 5 · 32õ–3 + 4 · 32õ–4 = 151;

 2) 0,23–2õ + 5 · 0,041–õ = 130.
2.36. 1) 5 · 23õ – 3 · 23õ–2 + 4 · 23õ–4 = 36; 

 2) 0,55–2õ + 4 · 0,251–õ = 66.
2.37. 1) 2õ – 6 · 2–õ = –1;      2) 22õ–2 + 5 · 2õ–1 + 4 = 0;

 3)       4) 

2.38. 1) 3õ – 6 · 3–õ = 1;        2) 32õ+2 – 4· 3õ+1 + 3 = 0;

 3)        4) 

Ðîçâ’ÿæіòü îäíîðіäíå ðіâíÿííÿ (2.3�–2.4�):

2.39. 2 · 52õ – 7 · 5õ · 2õ + 5 · 22õ = 0.

2.4�. 2 · 32õ – 5 · 3õ · 2õ + 3 · 22õ = 0.

Ðîçâ’ÿæіòü ðіâíÿííÿ (2.41–2.62):
2.41.  1) ;            2) ;

 3) ;    4) .
2.42.  1) ;            2) ;

 3) ;    4) .

2.43.  1) ;           2) ;

 3) ;      4) . 

2.44.  1) ;          2) ;

 3) ;           4) . 

2.45. 1) 2õ–1 + 2õ + 2õ+1 = 6õ–1 + 6õ;  
     2) 

2.46. 1) 3õ + 3õ+1 + 3õ+2 = 12õ + 12õ+1;  
 2) 

2.47.  1) ;            2) .

2.48.  1) ;       2) .

2.49.  1) ;            2) .

2.5�.  1) ;             2) .

2.51.  1) ;
 2) .
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2.52.  1) ;      2) .

2.53.  1) ;               2) .

2.54.  1) ;               2) .

2.55.  1) ;    2) ;

 3) .

2.56.  1) ;

 2) ;   3) .

2.57.  1) ;

     2) .

2.58.  1) ; 

 2) .

2.59.  1) ; 
 2) .

2.6�.  1) ;

 2) .

2.61. .          2.62. .

2.63. Àâòіâêà іíòåðíåò-ìàãàçèíó, ùî çäіéñíþє àäðåñíó äî-
ñòàâêó òîâàðó, ñïîæèâàє 8,8 ë áåíçèíó íà 100 êì. Ç ìåòîþ 

çìåíøåííÿ âèòðàò íà äîñòàâêó òîâàðó âëàñíèêè ìàãàçèíó âèðі-
øèëè çàìіíèòè äâèãóí àâòіâêè íà òàêèé, ùî ñïîæèâàòèìå âñüî-
ãî 3,8 ë áåíçèíó íà 100 êì. Ç’ÿñóéòå, ÷åðåç ÿêèé íàéìåíøèé ÷àñ 
âèòðàòè íà çàìіíó äâèãóíà ïîâíіñòþ îêóïëÿòüñÿ, ÿêùî âàðòіñòü 
çàìіíè äâèãóíà ñêëàäàє 12 000 ãðí, öіíà áåíçèíó – 30 ãðí/ë, 
à ïðîáіã àâòіâêè ùîäåííî ñêëàäàє 60 êì.

2.64. (Ìіæíàðîäíà ìàòåìàòè÷íà îëіìïіàäà, 1965 ð.) Çíàé-
äіòü ÷îòèðè äіéñíèõ ÷èñëà x1, x2, x3, x4 òàêèõ, ùî êîæíå 

ç íèõ ó ñóìі ç äîáóòêîì òðüîõ іíøèõ ÷èñåë äîðіâíþâàòèìå 2.

Ïiäãîòóéòåñÿ äî âèâ÷åííÿ íîâîãî ìàòåðiàëó
Ðîçâ’ÿæіòü íåðіâíіñòü (2.65–2.66):
2.65.  1) 3x I 9;      2) –2x < 8;        3) 4x > 0;

 4) –5x J 0;     5) x2 – 2x > 0;     6) x2 – 2x – 3 J 0.
2.66.  1) 1 + 2x > 9;              2) 6 – 2x J 5;

 3) 2(3 + x) + (4 – x) J 0;    4) 5(x + 8) + 4(1 – x) > 0; 
 5) 2x2 – 3x I 2(x – 1);      6) 4x(x + 2) < 5.
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1. Óêàæіòü, ÿêèé ç íàâåäåíèõ ãðàôіêіâ є ÷àñòèíîþ ãðà-
ôіêà ôóíêöії ó = cos(x – 2π).

À Á Â Ã Ä

2. Óêàæіòü ôóíêöіþ, ùî ñïàäàє íà 5.

À Á Â Ã Ä

y = 2x – 7 y = ctgx y = sinx y = 7x

3. Çíàéäіòü f′(1), ÿêùî .

À Á Â Ã Ä

6 –6 12 –12 іíøà âіäïîâіäü

4. Ðîáіòíèê îòðèìàâ àâàíñ ó ðîçìіðі 2880 ãðí, ùî ñòà-
íîâèòü 40 % âіä éîãî çàðîáіòíîї ïëàòè. ßêèé ðîçìіð çàðî-
áіòíîї ïëàòè â ðîáіò íèêà?

À Á Â Ã Ä

6400 ãðí 6800 ãðí 7200 ãðí 7600 ãðí 8400 ãðí

5. Óêàæіòü ðіâíÿííÿ, ùî ìàє áåçëі÷ êîðåíіâ.

À Á Â Ã Ä

2x – 7 = 9 sinx = 1 x2 – 7 = 0 2x – 1 = 2x

6. Óêàæіòü ôóíêöіþ, ùî є ïàðíîþ.

À Á Â Ã Ä

y = xsinx y = x + sinx y = x – sinx

1. Óêàæіòü, ÿêèé ç íàâåäåíèõ ãðàôіêіâ є ÷àñòèíîþ ãðà-
ôіêà ôóíêöії ó = cos(x – 2π).

À Á Â Ã Ä

2. Óêàæіòü ôóíêöіþ, ùî ñïàäàє íà 5.

À Á Â Ã Ä

y = 2x – 7 y = ctgx y = sinx y = 7x

3. Çíàéäіòü f′(1), ÿêùî .

À Á Â Ã Ä

6 –6 12 –12 іíøà âіäïîâіäü

4. Ðîáіòíèê îòðèìàâ àâàíñ ó ðîçìіðі 2880 ãðí, ùî ñòà-
íîâèòü 40 % âіä éîãî çàðîáіòíîї ïëàòè. ßêèé ðîçìіð çàðî-
áіòíîї ïëàòè â ðîáіò íèêà?

À Á Â Ã Ä

6400 ãðí 6800 ãðí 7200 ãðí 7600 ãðí 8400 ãðí

5. Óêàæіòü ðіâíÿííÿ, ùî ìàє áåçëі÷ êîðåíіâ.

À Á Â Ã Ä

2x – 7 = 9 sinx = 1 x2 – 7 = 0 2x – 1 = 2x

6. Óêàæіòü ôóíêöіþ, ùî є ïàðíîþ.

À Á Â Ã Ä

y = xsinx y = x + sinx y = x – sinx

ПППЕРЕВІРТЕ СВОЮ КОМПЕТЕНТНІСТЬЕРЕВІРТЕ СВОЮ КОМПЕТЕНТНІСТЬ
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7. Óñòàíîâіòü âіäïîâіäíіñòü ìіæ ôîðìóëàìè çâåäåííÿ 
(1–4) і âèðàçàìè, ùî їì òîòîæíî ðіâíі (À–Ä).

Ôîðìóëà çâåäåííÿ Òîòîæíî ðіâíèé їé âèðàç

1 À

Á

Â

Ã

Ä

12

3

4

�. Äîõіä äåÿêîãî ïіäïðèєìñòâà ïðÿìî ïðîïîðöіéíèé 
êіëüêîñòі âèðîáëåíîї ïðîäóêöії. Ðîáî÷èé äåíü íà ïіäïðèєì-
ñòâі çìåíøèâñÿ ç 8 ãîä äî 7 ãîä. Íà ñêіëüêè âіäñîòêіâ òðå-
áà ïіäâèùèòè ïðîäóêòèâíіñòü ïðàöі, ùîá äîõіä ïіäïðèєì-
ñòâà çðіñ íà 5 %?

9. Çíàéäіòü íàéáіëüøå çíà÷åííÿ ôóíêöії f(õ) = õ3 – 3õ2 – 2 
íà ïðîìіæêó [–1; 1]?

ПОКАЗНИКОВІ 
НЕРІВНОСТІ

ßê і ðіâíÿííÿ, íåðіâíіñòü íàçèâàþòü ïîêàçíèêîâîþ, ÿêùî 
âîíà ìіñòèòü çìіííó ëèøå â ïîêàçíèêó ñòåïåíÿ. Íàïðèêëàä, ïî-
êàçíèêîâèìè є íåðіâíîñòі: 3õ I 9; 2õ + 2õ–1 < 6 òîùî.

Íàéïðîñòіøèìè ïîêàçíèêîâèìè 
íå ðіâ íîñòÿìè íàçèâàþòü íåðіâíîñòі 
âèãëÿäó: àf(õ) > b; àf(õ) < b; àf(õ) I b; 

àf(õ) J b, äå à > 0, à ≠ 1, b ∈ 5.
Ðîçãëÿíåìî, íàïðèêëàä, íåðіâíіñòü àõ > b, äå à > 0, à ≠ 1 

і b > 0. Íåõàé b = àñ, òîäі íåðіâíіñòü íàáóâàє âèãëÿäó àõ > àc. 
ßêùî à > 1, òî ôóíêöіÿ ó = àõ çðî-

ñòàє (ìàë. 3.1) і áіëüøîìó çíà÷åííþ 
àðãóìåíòó âіäïîâіäàє áіëüøå çíà-
÷åííÿ ôóíêöії. Îòæå, ç íåðіâíîñòі 
àõ > àñ âèïëèâàє, ùî x > ñ.

ßêùî 0 < à < 1, òî ôóíêöіÿ 
ó = àõ – ñïàäàє (ìàë. 3.2) і áіëüøîìó 
çíà÷åííþ àðãóìåíòó âіäïîâіäàє ìåí-
øå çíà÷åííÿ ôóíêöії. Îòæå, ç íåðіâ-
íîñòі àõ > àñ âèïëèâàє, ùî [ < ñ.

Àíàëîãі÷íî ðîçâ’ÿçóþòü і íåðіâíîñòі âèãëÿäó àõ < b; àõ I b; 
àõ J b, äå b > 0. ßêùî b J 0, òî äåÿêі ç íèõ íå áóäóòü ìàòè 
ðîçâ’ÿçêіâ, à ðîçâ’ÿçêàìè äåÿêèõ áóäå áóäü-ÿêå ÷èñëî.

7. Óñòàíîâіòü âіäïîâіäíіñòü ìіæ ôîðìóëàìè çâåäåííÿ 
(1–4) і âèðàçàìè, ùî їì òîòîæíî ðіâíі (À–Ä).

Ôîðìóëà çâåäåííÿ Òîòîæíî ðіâíèé їé âèðàç

1 À

Á

Â

Ã

Ä

12

3

4

�. Äîõіä äåÿêîãî ïіäïðèєìñòâà ïðÿìî ïðîïîðöіéíèé 
êіëüêîñòі âèðîáëåíîї ïðîäóêöії. Ðîáî÷èé äåíü íà ïіäïðèєì-
ñòâі çìåíøèâñÿ ç 8 ãîä äî 7 ãîä. Íà ñêіëüêè âіäñîòêіâ òðå-
áà ïіäâèùèòè ïðîäóêòèâíіñòü ïðàöі, ùîá äîõіä ïіäïðèєì-
ñòâà çðіñ íà 5 %?

9. Çíàéäіòü íàéáіëüøå çíà÷åííÿ ôóíêöії f(f(f õ) = õ3 – 3õ2 – 2 
íà ïðîìіæêó [–1; 1]?

ПОКАЗНИКОВІ 
НЕРІВНОСТІ§ 3. § 3. 

1. Íàéïðîñòіøі 
ïîêàçíèêîâі íåðіâíîñòі

   Ìàë. 3.1     Ìàë. 3.2
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Ðîçâ’ÿçàòè íåðіâíіñòü: 

1) 2õ I 4;      2) ;      3) 3õ > –9;     4) 

Ð î ç â ’ ÿ ç à í í ÿ. 1) Ìàєìî: 2õ I 22. Îñêіëüêè ó = 2õ – ôóíêöіÿ 
çðîñòàþ÷à, òî õ I 2.

2) Ìàєìî:  Îñêіëüêè  – ôóíêöіÿ ñïàäíà, 

òî õ > –3.
3) Îñêіëüêè 3õ > 0 äëÿ áóäü-ÿêîãî õ, òî ðîçâ’ÿçêîì íåðіâíîñòі 
3õ > –9 є áóäü-ÿêå ÷èñëî.

4) Îñêіëüêè  äëÿ áóäü-ÿêîãî õ, òî íåðіâíіñòü íå ìàє 

ðîçâ’ÿçêіâ.
Â і ä ï î â і ä ü. 1) õ I 2;  2) õ > 3;  3) 5;  4) ∅.

Ìåòîä ðîçâ’ÿçóâàííÿ íåðіâíîñòі àõ > b, äå b = àñ, ìîæíà 
óçàãàëü íèòè äëÿ íåðіâíîñòі âèãëÿäó àf(õ) > àg(õ). Ïîäàìî ìåòîä 
ðîç â’ÿçóâàííÿ òàêîї íåðіâíîñòі â òàáëèöі.

Íåðіâíіñòü âèãëÿäó àf(õ) ! àg(õ)

� � à � 1 à ! 1

Ðіâíîñèëüíà íåðіâíîñòі 
f(x) � g(x)

(çíàê íåðіâíîñòі çìіíþєòüñÿ 
íà ïðîòèëåæíèé)

Ðіâíîñèëüíà íåðіâíîñòі 
f(x) ! g(x)

(çíàê íåðіâíîñòі íå çìіíþєòüñÿ)

Òàê ñàìî ðîçâ’ÿçóþòü íåðіâíîñòі âèãëÿäó àf(õ) I àg(õ).

Ðîçâ’ÿçàòè íåðіâíіñòü: 

1) 22õ–3 > 45–õ;             2) 

Ð î ç â ’ ÿ ç à í í ÿ.

1) 22õ–3 ! 45–õ;
  22õ–3 > (22)5–õ;   
  22õ–3 > 210–2õ.   
  Îñêіëüêè 2 > 1, òî  
  2õ – 3 ! 10 – 2õ;   
  4x > 13;

  õ > .

Â і ä ï î â і ä ü. (3,25; +u).

2) .

Îñêіëüêè , òî 

õ2 – 2õ I õ + 4; 
õ2 – 3õ – 4 I 0; 

Â і ä ï î â і ä ü. (–u; –1] ∪ [4; +u).

Приклад 1.Приклад 1.Приклад 1.

Приклад 2.



31

Показникова та логарифмічна функції

Ïіä ÷àñ ðîçâ’ÿçóâàííÿ áіëüø ñêëàä-
íèõ ïîêàçíèêîâèõ íåðіâíîñòåé âèêî-
ðèñòîâóþòü òі ñàìі ïðèéîìè, ùî é 
äëÿ ðîçâ’ÿçóâàííÿ ðіâíÿíü: ñïîñіá âè-

íåñåííÿ ñïіëüíîãî ìíîæíèêà çà äóæêè, çàìіíó çìіííîї òîùî, à öå 
äàє çìîãó çâîäèòè íåðіâíіñòü äî íàéïðîñòіøîї.

Ðîçâ’ÿçàòè íåðіâíіñòü 3õ+2 – 3õ > 24.
Ð î ç â ’ ÿ ç à í í ÿ. Ìàєìî: 3õ · 32 – 3õ > 24. Âèíåñåìî â ëіâіé 
÷àñòèíі ñïіëüíèé ìíîæíèê 3õ çà äóæêè: 3õ(9 – 1) > 24, òîäі 
3õ · 8 > 24, òîáòî 3õ > 31, îòæå, õ > 1.
Â і ä ï î â і ä ü. õ > 1.

Ðîçâ’ÿçàòè íåðіâíіñòü 

Ð î ç â ’ ÿ ç à í í ÿ. Íåõàé , òîäі t > 0. Ìàєìî íåðіâíіñòü: 

t2 + 2t – 3 > 0. Ðîçâ’ÿçàâøè її, îòðèìàєìî, ùî t < –3 àáî t > 1. 
Îñêіëüêè t > 0, òî ïîâåðòàєìîñÿ äî çàìіíè òіëüêè äëÿ t > 1. 
Îòðèìàєìî:

;

;

x < 0.
Â і ä ï î â і ä ü. õ < 0.

Ðîçâ’ÿçàòè íåðіâíіñòü .
Ð î ç â ’ ÿ ç à í í ÿ. Îñêіëüêè , ïåðåïèøåìî íåðіâíіñòü 
ó âèãëÿäі: . 
Îñêіëüêè , ïîäіëèìî îáèäâі ÷àñòèíè íåðіâíîñòі íà : 

.

Ïіñëÿ ñïðîùåííÿ ìàєìî: . 

Íåõàé , t > 0. Ìàєìî: , òîäі .

Ïîâåðòàþ÷èñü äî çàìіíè, îòðèìàєìî, ùî .

Îñêіëüêè  äëÿ [ ∈ 5, òî âіäïîâіäíî äëÿ [ ∈ 5 ñïðàâ-

2. Ðîçâ’ÿçóâàííÿ іíøèõ
âèäіâ ïîêàçíèêîâèõ 
íåðіâíîñòåé

Приклад 3.

Приклад 4.

Приклад 5.
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äæóєòüñÿ íåðіâíіñòü .

Îòæå, , òîáòî .      

Â і ä ï î â і ä ü. .

Îñêіëüêè ìåòîä іíòåðâàëіâ є óíіâåð-
ñàëüíèì ìåòîäîì äëÿ ðîçâ’ÿçóâàííÿ 
íåðіâíîñòåé, çàñòîñóєìî éîãî äî ïî-

êàçíèêîâèõ íåðіâíîñòåé.

Ðîçâ’ÿçàòè íåðіâíіñòü .
Ð î ç â ’ ÿ ç à í í ÿ. Îáëàñòþ äîïóñòèìèõ çíà÷åíü çìіííîї â íåðіâ-
íîñòі є ìíîæèíà âñіõ äіéñíèõ ÷èñåë. 
Çíàéäåìî íóëі ôóíêöії f(x) = .

Äëÿ öüîãî ðîçâ’ÿæåìî ñóêóïíіñòü ðіâíÿíü 

ç ÿêîї îòðèìàєìî íóëі ôóíêöії: 
x1 = 2; x2 = 1; x3 = –3.
Ïîçíà÷èìî їõ íà ÷èñëîâіé îñі 
(ìàë. 3.3) òà çíàéäåìî çíàê ôóíêöії 

 íà êîæíîìó 
ç îòðèìàíèõ іíòåðâàëіâ.
Îòæå, .
Â і ä ï î â і ä ü. . 

 Яку нерівність називають показниковою?  Як розв’язати не-
рівність ax ! b, де b = ac, якщо a ! �, і як, якщо � � a � �?  До якої 
нерівності зводять нерівність af( x)  ! ag( x) , якщо a ! �, і до якої, 
якщо � � a � �?

Ðîçâ’ÿæiòü çàäà÷i òà âèêîíàéòå âïðàâè
Ðîçâ’ÿæіòü íåðіâíіñòü (3.1–3.8):

3.1. 1) 2õ > 25;    2) 3õ J 3–7;    3)     4) 

3.2. 1) 3õ < 38;    2) 5õ I 5–3;    3)     4) 

3.3. 1) 3õ I 27;   2) (1,2)õ < 1,44;     3)     4) 

3. Çàñòîñóâàííÿ ìåòîäó 
іíòåðâàëіâ

Приклад 6.

Ìàë. 3.3

 Яку нерівність називають показниковою?  Як розв’язати не-
рівність ax ! b, де b = ac, якщо a ! �, і як, якщо � � a � �?  До якої 
нерівності зводять нерівність af( x)  ! ag( x) , якщо a ! �, і до якої, 
якщо � � a � �?

рівність 
нерівності зводять нерівність 
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3.4. 1) 2õ J 32;   2) 1,3õ > 1,69;     3)    4) 

3.5. 1)    2)    3) 0,2õ J 25;   4) 

3.6. 1)     2)      3) 0,5õ > 4;    4) 

3.7. 1) 42õ–7 > 1;   2) 53õ+1 I 25;   3)     4) 

3.8. 1) 53õ–4 < 1;    2) 42õ+1 J 64;    3)    4) .

Çíàéäіòü îáëàñòü âèçíà÷åííÿ ôóíêöії (3.�–3.1�):

3.�. 1)            2) 

3.1�. 1)            2) 

Ðîçâ’ÿæіòü íåðіâíіñòü (3.11–3.12): 

3.11. 1) ;           2) .

3.12. 1) ;           2) .

Ñêіëüêè íàòóðàëüíèõ ÷èñåë є ðîçâ’ÿçêàìè íåðіâíîñòі (3.13–3.14):

3.13. 1) ;          2) ?

3.14. 1) ;            2) ?

Çíàéäіòü íàéáіëüøèé öіëèé ðîçâ’ÿçîê íåðіâíîñòі (3.15–3.16):

3.15. 1) ;          2) .

3.16. 1) ;         2) .

Ðîçâ’ÿæіòü íåðіâíіñòü (3.17–3.18):

3.17. 1)      2) 

 3)          4) 
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3.18. 1)      2) ;

 3) ;        4) 

Çíàéäіòü îáëàñòü âèçíà÷åííÿ ôóíêöії (3.1�–3.2�):

3.19. 1)       2) 

3.2�. 1)       2) 

Ðîçâ’ÿæіòü íåðіâíіñòü (3.21–3.3�): 

3.21.  1) ;            2) .

3.22.  1) ;            2) .

3.23.  1) ;              2) ;

 3) ;            4) ;

 5) ;

 6) ;

 7) ;     
 8) .

3.24.  1) ;              2) ;

 3) ;             4) ;
 5) ;
 6) ;
 7) ;
 8) .

3.25.  1) ;           2) ;

 3) ;            4) ;

 5) ;        6) .
3.26.  1) ;           2) ;
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 3) ;           4) ;

 5) ;       6) .
3.27.  1) ;           2) .

3.28.  1) ;           2) .

3.29.  1) ;               2) ;

 3) ;         4) .

3.3�.  1) ;               2) ;

 3) ;         4) .

Çíàéäіòü ìíîæèíó ðîçâ’ÿçêіâ íåðіâíîñòі (3.31–3.32): 

3.31. 1) ;        2) .

3.32. 1) ;         2) . 

Ðîçâ’ÿæіòü íåðіâíіñòü (3.33–3.38): 

3.33.  1) ;
 2) .

3.34.  1) ;
 2) .

3.35.  1) ;         2) .

3.36.  1) ;        2) .

3.37.  1) ;      2) .

3.38.  1) ;      2) .

Ðîçâ’ÿæіòü ãðàôі÷íî íåðіâíіñòü (3.3�–3.4�): 

3.39. 1) ;        2) .

3.4�. 1) ;         2) .

Çíàéäіòü îáëàñòü âèçíà÷åííÿ ôóíêöії (3.41–3.42):

3.41. 1) ;    2) .

3.42. 1) ;       2) .

3.33.3.33.
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Çíàéäіòü ìíîæèíó ðîçâ’ÿçêіâ íåðіâíîñòі (3.43–3.46): 

3.43.  1) ;             2) ;

 3) ;    

 4) .

3.44. 1) ;           2) ; 

 3) ;        

 4) .

3.45. 1) ;         2) .

3.46. 1) ;         2) .

Ðîçâ’ÿæіòü íåðіâíіñòü (3.4�–3.5�): 

3.47. 1) ;      2) .

3.48. 1) ;       2) .

3.49. . 

3.5�. . 

3.51. Âіéñüêîâèé çáіð ó 2018 ðîöі ñêëàäàâ 1,5 % âіä çàðî-
áіòíîї ïëàòè. Çàðîáіòíà ïëàòà äèðåêòîðêè êàâ’ÿðíі «Ïàò-

ðіîò» ïðîòÿãîì ðîêó ñòàíîâèëà 12 000 ãðí íà ìіñÿöü, êîæíîãî 
ç òðüîõ її áàðèñòіâ – ïî 9000 ãðí íà ìіñÿöü, à îôіöіàíòêè – 
8000 ãðí íà ìіñÿöü. Êðіì âіéñüêîâîãî çáîðó, ùîìіñÿöÿ äèðåêòîð-
êà ïіäïðèєìñòâà ïåðåðàõîâóâàëà 800 ãðí, êîæíèé ç її áàðèñòіâ – 
ïî 600 ãðí, à îôіöіàíòêà – 400 ãðí ó áëàãîäіéíèé ôîíä íà 
ïіäòðèìêó óêðàїíñüêîї àðìії. ßêó çàãàëüíó ñóìó êîøòіâ ñïëàòè-
ëè ðîáіòíèêè é ðîáіòíèöі êàâ’ÿðíі ó 2018 ðîöі íà ïîòðåáè óêðà-
їíñüêîї àðìії?

3.52. (Ìіæíàðîäíèé ìàòåìàòè÷íèé êîíêóðñ «Êåíãóðó»). 
Ðіâíÿííÿ  і  ìàþòü äіéñíі êî-

ðåíі. Âіäîìî, ùî ñóìà êâàäðàòіâ êîðåíіâ ïåðøîãî ðіâíÿííÿ äî-
ðіâíþє ñóìі êâàäðàòіâ êîðåíіâ äðóãîãî ðіâíÿííÿ. ×îìó äîðіâíþє 
ñóìà a + b, ÿêùî a ≠ b?

3.47.
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1. Óêàæіòü ïðîìіæîê ñïàäàííÿ ôóíêöії ó = 2õ  – 3õ .

À Á Â Ã Ä

(–u; 0] [0; 1] [1; +u) (–u; 1] [0; +u)

2. Óêàæіòü öèôðó, ÿêîþ ìîæíà çàìіíèòè çіðî÷êó â çà-
ïèñó ÷èñëà , ùîá âîíî äіëèëîñÿ íà 3 áåç îñòà÷і.

À Á Â Ã Ä

1 3 5 7 9

3. Ñêîðîòіòü äðіá 

À Á Â Ã Ä

1 äðіá є 
íåñêîðîòíèì

4. Ïðè ÿêèõ çíà÷åííÿõ à і b ñïðàâäæóєòüñÿ ðіâíіñòü 

À Á Â Ã Ä

a > 0, 
b > 0

a > 0, 
b < 0

a < 0, 
b > 0

a < 0, 
b < 0

òàêèõ 
çíà÷åíü 
íå іñíóє

5. Îá÷èñëіòü 

À Á Â Ã Ä

0 1 2 3 4

6. Óêàæіòü êіëüêіñòü êîðåíіâ ðіâíÿííÿ 2 · 7õ + 14 = 0.

À Á Â Ã Ä

æîäíîãî îäèí äâà òðè áіëüøå òðüîõ

1. Óêàæіòü ïðîìіæîê ñïàäàííÿ ôóíêöії ó = 2õ  – 3õ .

À Á Â Ã Ä

(–u; 0] [0; 1] [1; +u) (–u; 1] [0; +u)

2. Óêàæіòü öèôðó, ÿêîþ ìîæíà çàìіíèòè çіðî÷êó â çà-
ïèñó ÷èñëà , ùîá âîíî äіëèëîñÿ íà 3 áåç îñòà÷і.

À Á Â Ã Ä

1 3 5 7 9

3. Ñêîðîòіòü äðіá 

À Á Â Ã Ä

1 äðіá є 
íåñêîðîòíèì

4. Ïðè ÿêèõ çíà÷åííÿõ à і b ñïðàâäæóєòüñÿ ðіâíіñòü 

À Á Â Ã Ä

a > 0, 
b > 0

a > 0, 
b < 0

a < 0, 
b > 0

a < 0, 
b < 0

òàêèõ 
çíà÷åíü 
íå іñíóє

5. Îá÷èñëіòü 

À Á Â Ã Ä

0 1 2 3 4

6. Óêàæіòü êіëüêіñòü êîðåíіâ ðіâíÿííÿ 2 · 7õ + 14 = 0.

À Á Â Ã Ä

æîäíîãî îäèí äâà òðè áіëüøå òðüîõ

ПППЕРЕВІРТЕ СВОЮ КОМПЕТЕНТНІСТЬЕРЕВІРТЕ СВОЮ КОМПЕТЕНТНІСТЬ
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7. Êîæíіé òî÷öі (1–4) ïîñòàâòå ó âіäïîâіäíіñòü ôóíê-
öіþ (À–Ä), ãðàôіêó ÿêîї âîíà íàëåæèòü.

Òî÷êà Ôóíêöіÿ

1

2

3

4

(0; 0)

(0; 2)

(0; –2)

(–2; 0)

À

Á

Â

Ã
Ä

�. Çíàéäіòü íàéáіëüøå öіëå ÷èñëî, ùî íàëåæèòü îáëàñòі 

âèçíà÷åííÿ ôóíêöії 

�. Îá÷èñëіòü ñóìó äåñÿòè ïåðøèõ ÷ëåíіâ àðèôìåòè÷íîї 
ïðîãðåñії (àn), ó ÿêîї à2 = 9, à4 = 15.

ДОМАШНЯ САМОСТІЙНА РОБОТА № 1
Êîæíå çàâäàííÿ ìàє ïî ÷îòèðè âàðіàíòè âіäïîâіäі (À–Ã), ñå-

ðåä ÿêèõ ëèøå îäèí є ïðàâèëüíèì. Îáåðіòü ïðàâèëüíèé âàðіàíò 
âіäïîâіäі.

1. Ïîðіâíÿéòå a і b, ÿêùî .
À.      Á. a > b     Â. a < b     Ã. a = b
2. Ðîçâ’ÿæіòü ðіâíÿííÿ .
À. 3        Á. 1        Â. –1       Ã. 5

3. Óêàæіòü ìíîæèíó ðîçâ’ÿçêіâ íåðіâíîñòі .

À. [3; +u)     Á. (3; +u)     Â. (–u; 3]      Ã. (–u; 3)

4. Óêàæіòü ôóíêöіþ, ùî çðîñòàє íà 5.

À.       Á.     Â.      Ã.

5. Ðîçâ’ÿæіòü ðіâíÿííÿ .
À. 2           Á. 8          Â. 3           Ã. 0 

6. Ðîçâ’ÿæіòü íåðіâíіñòü .

À. (–u; ]    Á. [ ; +u)    Â. (–u; ]    Ã. [ ; +u)

7. Çíàéäіòü çíà÷åííÿ âèðàçó . 

À. 16          Á. 5          Â. 0,25          Ã. 1.

7. Êîæíіé òî÷öі (1–4) ïîñòàâòå ó âіäïîâіäíіñòü ôóíê-
öіþ (À–Ä), ãðàôіêó ÿêîї âîíà íàëåæèòü.

Òî÷êà Ôóíêöіÿ

1

2

3

4

(0; 0)

(0; 2)

(0; –2)

(–2; 0)

À

Á

Â

Ã
Ä

�. Çíàéäіòü íàéáіëüøå öіëå ÷èñëî, ùî íàëåæèòü îáëàñòі 

âèçíà÷åííÿ ôóíêöії 

�. Îá÷èñëіòü ñóìó äåñÿòè ïåðøèõ ÷ëåíіâ àðèôìåòè÷íîї 
ïðîãðåñії (àn), ó ÿêîї à2 = 9, à4 = 15.

âіäïîâіäі

À.À.

À.

À.À.
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8. Çíàéäіòü îáëàñòü âèçíà÷åííÿ ôóíêöії .
À. [–1; +u)    Á. (–1; +u)     Â. [1; +u)     Ã. (–u; +u) 
9. Óêàæіòü ìíîæèíó êîðåíіâ ðіâíÿííÿ .
À. ∅          Á. –1; 0        Â. 1; 0        Ã. 0

1�. Ñêіëüêè ðîçâ’ÿçêіâ ìàє ðіâíÿííÿ ?

À. æîäíîãî     Á. îäèí        Â. äâà         Ã. áåçëі÷

11. Çíàéäіòü óñі êîðåíі ðіâíÿííÿ .
À. 3           Á. –6; 6        Â. –3; 3       Ã. –1; 1
12. Ðîçâ’ÿæіòü íåðіâíіñòü .
À. [0; +u)     Á. [1; +u)      Â. (–u; 1]     Ã. [–1; +u)

ЗАВДАННЯ ДЛЯ ПЕРЕВІРКИ ЗНАНЬ ДО §§ 1–3
1. Ïîðіâíÿéòå õ і ó, ÿêùî: 1) 0,9õ < 0,9ó;    2) 1,5õ < 1,5ó.

2. Ðîçâ’ÿæіòü ðіâíÿííÿ: 1) 2õ = 16;      2) 

3. Ðîçâ’ÿæіòü íåðіâíіñòü: 1) 3õ > 35;     2) 

4. Ïîáóäóéòå ñõåìàòè÷íî ãðàôіê ôóíêöії ó = 0,8õ òà çàïè-
øіòü її âëàñòèâîñòі.

5. Ðîçâ’ÿæіòü ðіâíÿííÿ: 

1) ;      2) 3õ+1 – 3õ = 18.

6. Ðîçâ’ÿæіòü íåðіâíіñòü: 1) 42õ–1 > 64;    2) 

7. Îá÷èñëіòü: 1) 

8. Ðîçâ’ÿæіòü ðіâíÿííÿ: 

1) 22õ+2 + 2 · 2õ+1 – 8 = 0;      2) .

9. Ðîçâ’ÿæіòü íåðіâíіñòü 5õ+1 – 3õ+2 I 43 · 5õ–1 – 19 · 3õ.

Äîäàòêîâі çàâäàííÿ

1�. Çíàéäіòü îáëàñòü âèçíà÷åííÿ ôóíêöії 

11. Ðîçâ’ÿæіòü ðіâíÿííÿ .

8.

Äîäàòêîâі çàâäàííÿ
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ПОНЯТТЯ ɅОȽАРИɎМА. 
ВɅАСТИВОСТІ ɅОȽАРИɎМІВ

Â îäíîìó ç ïîïåðåäíіõ ïàðàãðàôіâ ìè íàâ÷èëèñÿ ðîçâ’ÿçóâàòè 
ðіâíÿííÿ àõ = b ó âèïàäêó, êîëè ÷èñëî b ìîæíà ïîäàòè ó âèãëÿ-
äі ñòåïåíÿ ç îñíîâîþ a, òîáòî b = àñ, äå ñ – ðàöіîíàëüíå ÷èñëî. 
Ó öüîìó ïàðàãðàôі ðîçãëÿíåìî, ÿê ðîçâ’ÿçàòè ðіâíÿííÿ àõ = b
â іíøèõ âèïàäêàõ. Äëÿ öüîãî íàì òðåáà ïîçíàéîìèòèñÿ ç íîâèì 
ïîíÿòòÿì – ïîíÿòòÿì ëîãàðèôìà.

Ïîâåðíåìîñÿ äî ðіâíÿííÿ àõ = b, äå 
à > 0, à ≠ 1, ÿêå, ÿê ìè âæå çíàєìî, 

ïðè b > 0 ìàє êîðіíü. Öåé êîðіíü – çíà÷åííÿ õ – íàçèâàþòü ëî-
ãàðèôìîì ÷èñëà b çà îñíîâîþ à òà ïîçíà÷àþòü òàê: logab.

�îãàðèôìîì ÷èñëà b çà îñíîâîþ à íàçèâàþòü ïîêàçíèê 
ñòåïåíÿ, äî ÿêîãî òðåáà ïіäíåñòè à, ùîá îòðèìàòè b.

Íàïðèêëàä, log232 = 5, áî 25 = 32; , áî ; 

, áî ; , áî .

Îñêіëüêè ðіâíÿííÿ àõ = b ðîçãëÿäàþòü äëÿ à > 0, à ≠ 1, òî 
÷èñëî à, ÿêå íàçèâàþòü îñíîâîþ ëîãàðèôìà, є ÷èñëîì äîäàòíèì 
і âіäìіííèì âіä 1. ×èñëî b, ÿê áóëî çàçíà÷åíî âèùå, – äîäàòíå. 
Îòæå,

âèðàç ORJab ìàє çìіñò, ÿêùî a ! �, a ≠ 1 і b ! �.

Òåïåð, âèêîðèñòîâóþ÷è ïîíÿòòÿ ëîãàðèôìà, ìîæåìî ðîç â’ÿ-
çàòè áóäü-ÿêå ïîêàçíèêîâå ðіâíÿííÿ âèãëÿäó àõ = b, äå à > 0, 
à ≠ 1, b > 0.

Ðîçâ’ÿçàòè ðіâíÿííÿ: 1) 3õ = 5;      2) 7õ–1 = 19.

Ð î ç â ’ ÿ ç à í í ÿ.

1)  3õ = 5. 
Çà îçíà÷åííÿì ëîãàðèôìà:
   õ = log35. 
Â і ä ï î â і ä ü. log35.

2)  7õ–1 = 19; 
   õ – 1 = log719; 
   õ = 1 + log719.
Â і ä ï î â і ä ü. 1 + log719.

Îñêіëüêè logàb – êîðіíü ðіâíÿííÿ àõ = b, äå à > 0, à ≠ 1 і b > 0,
òîáòî õ = log àb, òî:

aORJab = b.

Öþ ôîðìóëó íàçèâàþòü îñíîâíîþ ëîãàðèôìі÷íîþ òîòîæíіñ-
òþ. Її âèêîðèñòîâóþòü äëÿ îá÷èñëåííÿ âèðàçіâ, ùî ìіñòÿòü ëîãà-
ðèôìè, äëÿ äîâåäåííÿ âëàñòèâîñòåé ëîãàðèôìіâ òîùî.

ПОНЯТТЯ ɅОȽАРИɎМА. 
ВɅАСТИВОСТІ ɅОȽАРИɎМІВ§ 4. § 4. 

1. �îãàðèôì

�îãàðèôìîì ÷èñëà b çà îñíîâîþ à íàçèâàþòü ïîêàçíèê 
ñòåïåíÿ, äî ÿêîãî òðåáà ïіäíåñòè à, ùîá îòðèìàòè b.

ãàðèôìîì ÷èñëà b çà îñíîâîþ à

�îãàðèôìîì
ñòåïåíÿ, äî ÿêîãî òðåáà ïіäíåñòè 

âèðàç ORJab ìàє çìіñò, ÿêùî a ! �, a ≠ 1 і b ! �.

Îòæå,

Òåïåð, âèêîðèñòîâóþ÷è ïîíÿòòÿ ëîãàðèôìà, ìîæåìî ðîç â’ÿ-

âèðàç ORJ

Приклад 1.Приклад 1.

aORJab == b.

òîáòî õ

Öþ ôîðìóëó íàçèâàþòü 
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Îá÷èñëèòè: 1) 3log37;    2) 52log53;   3) .

Ð î ç â ’ ÿ ç à í í ÿ. 1) 3log37 = 7;   2) 52log53 = (5log53)2 = 32 = 9; 

3) .
Â і ä ï î â і ä ü. 1) 7; 2) 9; 3) 0,375.

Êðіì îñíîâíîї ëîãàðèôìі÷íîї òîòîæ-
íîñòі, òðåáà çíàòè é іíøі âàæëèâі ðіâ-
íîñòі – âëàñòèâîñòі ëîãàðèôìіâ. Ðîç-

ãëÿíåìî їõ.

Ò å î ð å ì à  (îñíîâíі âëàñòèâîñòі ëîãàðèôìіâ). Äëÿ áóäü- 
ÿêîãî a ! �, a ≠ 1, x ! �, y ! � ìàєìî:

1) ORJa1 = �.    4) ORJa = ORJax – ORJay.

2) ORJaa = 1.    5) ORJax
p = pORJax, p ∈ R.

3) ORJaxy = ORJax � ORJay.

Ä î â å ä å í í ÿ. 1) loga1 = 0, îñêіëüêè a0 = 1.
2) logàà = 1, îñêіëüêè à1 = à.
3) Çà îñíîâíîþ ëîãàðèôìі÷íîþ òîòîæíіñòþ õ = àlogàõ, ó = àlogàó. 

Ïåðåìíîæèìî öі ðіâíîñòі ïî÷ëåííî: õó = àlogàõ · àlogàó = àlogàõ+logàó. 
Çà îçíà÷åííÿì ëîãàðèôìà ìàєìî:

logàõó = logàõ + logàó.

4) Ïîäіëèâøè ïî÷ëåííî ðіâíіñòü õ = àlogàõ íà ðіâíіñòü ó = àlogàó, 

îòðèìàєìî:  Òîäі çà îçíà÷åííÿì ëîãàðèôìà:

logà = logàõ – logàó.

5) Îñêіëüêè õ = àlogàõ, òî õð = (àlogàõ)ð = àðlogàõ. Çà îçíà÷åííÿì 
ëîãàðèôìà:

logàõ
ð = ðlogàõ. 

Âëàñòèâîñòі 3 і 4 êîðîòêî ôîðìóëþþòü òàê:

ëîãàðèôì äîáóòêó äîðіâíþє ñóìі ëîãàðèôìіâ ìíîæíèêіâ; 
ëîãàðèôì ÷àñòêè äîðіâíþє ðіçíèöі ëîãàðèôìіâ äіëåíîãî 
і äіëüíèêà.

Çàóâàæèìî, ùî âëàñòèâіñòü logàõ
ð = ðlogàõ ó âèïàäêó, êîëè 

ð – ïàðíå öіëå ÷èñëî, òîáòî ð = 2ò, ò ∈ Z, ìîæíà ðîçãëÿäàòè і 
äëÿ âіä’єìíèõ çíà÷åíü õ. Òîäі

ORJax
2m = 2mORJa|x|, äå x ≠ �, m ∈ Z.

Приклад 2.

2. �ñíîâíі âëàñòèâîñòі 
ëîãàðèôìіâ

Ò å î ð å ì à  (îñíîâíі âëàñòèâîñòі ëîãàðèôìіâ). Äëÿ áóäü- 
ÿêîãî a ! �, a ≠≠ 1, x ! �, y ! � ìàєìî:

1) ORJa1 == �.    4) ORJa == ORJax – ORJay.

2) ORJaa == 1.    5) ORJax
pxpx == pORJax, p ∈∈ R.

3) ORJaxy == ORJax � ORJay.

ëîãàðèôì äîáóòêó äîðіâíþє ñóìі ëîãàðèôìіâ ìíîæíèêіâ; 
ëîãàðèôì ÷àñòêè äîðіâíþє ðіçíèöі ëîãàðèôìіâ äіëåíîãî 
і äіëüíèêà.

Âëàñòèâîñòі 3 і 4 êîðîòêî ôîðìóëþþòü òàê:

ëîãàðèôì äîáóòêó äîðіâíþє ñóìі ëîãàðèôìіâ ìíîæíèêіâ; 
ëîãàðèôì ÷àñòêè äîðіâíþє ðіçíèöі ëîãàðèôìіâ äіëåíîãî 
і äіëüíèêà.

ORJax
2m = 2mORJa|x|, äå x ≠ �, m ∈∈ Z.

äëÿ âіä’єìíèõ çíà÷åíü 
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Ðîçãëÿíåìî ïðèêëàäè âèêîðèñòàííÿ âëàñòèâîñòåé ëîãàðèôìіâ.
Çà âëàñòèâîñòÿìè 1 і 2, íàïðèêëàä, ìàєìî: log71 = 0; log88 = 1.
Ïðîëîãàðèôìóâàòè âèðàç îçíà÷àє âèðàçèòè éîãî ëîãàðèôì 

÷åðåç ëîãàðèôìè äîäàòíèõ ÷èñåë òà çìіííèõ, ùî âõîäÿòü äî íüî-
ãî. Çà äîïîìîãîþ âëàñòèâîñòåé ëîãàðèôìіâ ìîæíà ëîãàðèôìóâà-
òè âèðàçè, ùî є äîáóòêàìè, ÷àñòêàìè àáî ñòåïåíÿìè.

Ïðîëîãàðèôìóâàòè âèðàç çà îñíîâîþ 2, äå 

à > 0, b > 0, ñ > 0.
Ð î ç â ’ ÿ ç à í í ÿ. Çà âëàñòèâîñòÿìè ëîãàðèôìіâ ìàєìî:

Â і ä ï î â і ä ü.

Âèêîðèñòàєìî ôîðìóëè ëîãàðèôìіâ äîáóòêó і ÷àñòêè äëÿ îá-
÷èñëåííÿ òà ñïðîùåííÿ âèðàçіâ.

Îá÷èñëèòè: 1) log362 + log3618;      2) log318 – log32.

Ð î ç â ’ ÿ ç à í í ÿ. 1) log362 + log3618 = log36(2 · 18) = log3636 = 1;

2) log318 – log32 =

Â і ä ï î â і ä ü. 1) 1;  2) 2.

Іíîäі òðåáà çíàéòè âèðàç çà çíà÷åííÿì éîãî ëîãàðèôìà. Òàêó 
äіþ íàçèâàþòü ïîòåíöіþâàííÿì.

Çíàéòè õ, ÿêùî log5õ = log564 + 2log57 – 3log58.
Ð î ç â ’ ÿ ç à í í ÿ. Ñïî÷àòêó ïåðåòâîðèìî ïðàâó ÷àñòèíó ðіâíîñòі:
log564 + 2log57 – 3log58 = log564 + log57

2 – log58
3 =

Îòæå, log5õ = log56,125, à òîìó õ = 6,125.

Â і ä ï î â і ä ü. 6,125.

Äàíî: log52 = a; log53 = b. Çíàéòè: 
1) log56;    2) log510;     3) log545;     4) log560.

Ð î ç â ’ ÿ ç à í í ÿ. 1) log56 = log5(2 ∙ 3) = log52 + log53 = a + b;
2) log510 = log5(2 ∙ 5) = log52 + log55 = a + 1;
3) log545 = log5(5 ∙ 9) = log55 + log53

2 = 1 + 2log53 = 1 + 2b;

Приклад 3.

Приклад 4.

Приклад 5.

Приклад 6.
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4) log560 = log5(5 ∙ 22 ∙ 3) = log55 + log52
2 + log53 = 1 + 2log52 +

+ log53 = 1 + 2a + b. 
Â і ä ï î â і ä ü. 1) a + b;  2) a + 1;  3) 1 + 2b;  4) 1 + 2a + b. 

Ïðîëîãàðèôìóєìî çà îñíîâîþ ñ, äå 
ñ > 0, ñ ≠ 1, îáèäâі ÷àñòèíè îñíîâíîї 
ëîãàðèôìі÷íîї òîòîæíîñòі àlogàb = b.

Ìàєìî: logñà
logàb = logñb, óðàõîâóþ÷è âëàñòèâіñòü 5, îòðèìàєìî:

logàb · logñà = logñb.
Çâіäñè

Îòðèìàëè ôîðìóëó ïåðåõîäó âіä ëîãàðèôìà ç îñíîâîþ a äî ëî-
ãàðèôìà ç îñíîâîþ c (êîðîòêî êàæóòü, ùî öå ôîðìóëà ïåðåõîäó 
äî іíøîї îñíîâè).

Îá÷èñëèòè log3264.
Ð î ç â ’ ÿ ç à í í ÿ. Ïåðåéäåìî äî îñíîâè 2:

        Â і ä ï î â і ä ü. 1,2.

Ðîçãëÿíåìî âàæëèâі íàñëіäêè ôîðìóëè ïåðåõîäó äî іíøîї îñ-
íîâè. Íåõàé ó öіé ôîðìóëі ñ = b, òîäі:

.

Îòæå, logab і logba – âçàєìíî îáåðíåíі ÷èñëà, à òîìó 
ORJab × ORJba = 1.

Îá÷èñëèòè log813.

Ð î ç â ’ ÿ ç à í í ÿ. 

Â і ä ï î â і ä ü. 0,25.

ßêùî ó ôîðìóëі ïåðåõîäó äî іíøîї îñíîâè çàìіñòü à çàïèñàòè 
âèðàç àq, òî ìàòèìåìî:

Îòæå,

3.  îðìóëà ïåðåõîäó 
äî іíøîї îñíîâè

Çâіäñè

Приклад 7.

.

íîâè. Íåõàé ó öіé ôîðìóëі 

Приклад 8.

Îòæå,
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Îá’єäíóþ÷è öþ âëàñòèâіñòü і âëàñòèâіñòü 5 ç äîâåäåíèõ âèùå 
âëàñòèâîñòåé ëîãàðèôìіâ, ìàòèìåìî:

 äå à ! �, à ≠ 1, õ ! �.

Îá÷èñëèòè log24381.

Ð î ç â ’ ÿ ç à í í ÿ. 

Â і ä ï î â і ä ü. 0,8.

Çàóâàæèìî, ùî çíà÷åííÿ öüîãî âèðàçó ìîæíà áóëî îá÷èñëè-
òè і çà äîïîìîãîþ ôîðìóëè ïåðåõîäó äî îñíîâè 3.

�îãàðèôì ÷èñëà b çà îñíîâîþ 1� 
íàçèâàþòü äåñÿòêîâèì ëîãàðèôìîì
і ïîçíà÷àþòü òàê: OJ b.

Íà áіëüøîñòі êàëüêóëÿòîðіâ òà ó êîìï’þòåðíèõ ïðîãðàìàõ 
äå ñÿòêîâèé ëîãàðèôì ïîçíà÷àþòü ÷åðåç log (òîáòî ëîãàðèôì áåç 
çàçíà÷åííÿ îñíîâè). Îòæå, ùîá îá÷èñëèòè íàáëèæåíå çíà÷åí-
íÿ log27 çà äîïîìîãîþ êàëüêóëÿòîðà, âèêîðèñòîâóєìî ôîðìóëó 

, à äàëі âèêîíóєìî îá÷èñëåííÿ: 

 (ç òî÷íіñòþ äî äåñÿòèòèñÿ÷íèõ).

Íåõàé lg3 = c, lg5 = d. Çíàéòè: 
1) log9125;    2) log100150.

Ð î ç â ’ ÿ ç à í í ÿ. 1) log9125 = ; 

2) log100150 =

.

Â і ä ï î â і ä ü. 1) ;   2) .

Ðîçãëÿäàþ÷è ãðàôіêè ïîêàçíèêîâîї 
ôóíêöії ó = àõ äëÿ ðіçíèõ çíà÷åíü a, äå 
a > 0, a ≠ 1, ìè âæå çâåðíóëè óâàãó íà òå, 
ùî âñі âîíè ïðîõîäÿòü ÷åðåç òî÷êó (0; 1). 
Ñåðåä öèõ ãðàôіêіâ іñíóє òàêà îñíîâà a – 
÷èñëî, ÿêå ïîçíà÷àþòü áóê âîþ å, ùî äîòè÷-
íà, ïðîâåäåíà äî ãðàôіêà ôóíêöії ó = åõ â 
òî÷öі (0; 1), óòâîðþє ç äîäàòíèì íàïðÿìîì 
îñі àáñöèñ êóò 45° (ìàë. 4.1).

 äå à ! �, à ≠≠ 1, õ ! �.

âëàñòèâîñòåé ëîãàðèôìіâ, ìàòèìåìî:

Приклад 9.

�îãàðèôì ÷èñëà b çà îñíîâîþ 1� 
íàçèâàþòü äåñÿòêîâèì ëîãàðèôìîì
і ïîçíà÷àþòü òàê: OJ b.

�îãàðèôì ÷èñëà 
íàçèâàþòü 
і ïîçíà

4. Äåñÿòêîâèé 
і íàòóðàëüíèé 
ëîãàðèôìè

Приклад 10.

Ìàë. 4.1
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Êóòîâèé êîåôіöієíò N öієї äîòè÷íîї, ÿê âіäîìî, äîðіâíþє òàí-
ãåíñó öüîãî êóòà, òîáòî k = tg45° = 1.

×èñëî å âіäіãðàє âàæëèâó ðîëü ó ìàòåìàòè÷íîìó àíàëіçі, à 
ôóíêöіþ ó = åõ ùå íàçèâàþòü åêñïîíåíòîþ.

×èñëî å – іððàöіîíàëüíå, å | 2,7182818284...

�îãàðèôì ÷èñëà b çà îñíîâîþ e íàçèâàþòü íàòóðàëüíèì 
ëîãàðèôìîì і ïîçíà÷àþòü òàê: OQ b.

Òàêå ñàìå ïîçíà÷åííÿ íàòóðàëü íîãî ëîãàðèôìà âèêîðèñòîâó-
þòü ó áіëüøîñòі êàëüêóëÿòîðіâ òà êîìï’þ òåðíèõ ïðîãðàì.

Çà äîïîìîãîþ ëîãàðèôìіâ îïèñóþòü 
ðåàëüíі ïðîöåñè ó ôіçèöі, õіìії, àñ-
òðîíîìії. Òàê, íàïðèêëàä, âіäîìèé 
ó÷åíèé, çàñíîâíèê òåîðåòè÷íîї êîñìî-
íàâòèêè, ïðèáі÷íèê îñâîєííÿ êîñìі÷-

íîãî ïðîñòîðó, Êîñòÿíòèí Öіîëêîâñüêèé (1857–1935) âèâіâ ôîð-
ìóëó äëÿ ðîçðàõóíêó àáñîëþòíîї øâèäêîñòі, ÿêîї äîñÿãàє ðàêåòà 
íà ìîìåíò, êîëè ç íåї âèòå÷å âñå ïàëèâî. Öÿ ôîðìóëà ìіñòèòü 
ëîãàðèôì. 

Ïіä ÷àñ áóäіâíèöòâà øòó÷íèõ âîäîéì, íàïðèêëàä, òðåáà âðà-
õîâóâàòè êіëüêіñòü âîäè, ùî áóäå ïðèáóâàòè òóäè â ïåðіîä ïîâå-
íі, ðîçðàõóíêè ïðîâîäÿòü çà äîïîìîãîþ ëîãàðèôìіâ.

Äâіéêîâèé ëîãàðèôì ÷èñëà (òîáòî ëîãàðèôì çà îñíîâîþ 2) 
øèðîêî âèêîðèñòîâóþòü ó òåîðії іíôîðìàöії. Òàê, íàïðèêëàä, 
çà éîãî äîïîìîãîþ âèçíà÷àþòü êіëüêіñòü öèôð ó âíóòðіøíüîìó 
êîìï’þòåðíîìó çàïèñі ÷èñëà. Íà äâіéêîâèõ ëîãàðèôìàõ ґðóíòó-
єòüñÿ іíôîðìàöіéíà åíòðîïіÿ (ìіðà êіëüêîñòі іíôîðìàöії) òîùî. 

Ó òåîðії ìóçèêè äëÿ âèðіøåííÿ ïèòàííÿ ïðî òå, íà ñêіëüêè 
÷àñòèí äіëèòè îêòàâó, ïîòðіáíî âіäøóêàòè ðàöіîíàëüíå íàáëè-
æåííÿ äëÿ ÷èñëà log21,5 | 0,585, ùî äàє çìîãó ïіñëÿ äîäàò-
êîâèõ îá÷èñëåíü îáґðóíòóâàòè êëàñè÷íèé ðîçïîäіë îêòàâ íà 
12 ïіâòîíіâ. 

Äåñÿòêîâі ëîãàðèôìè òà âіäïîâіäíà ëîãàðèôìі÷íà øêàëà âè-
êîðèñòîâóþòüñÿ â áàãàòüîõ îáëàñòÿõ íàóêè, íàïðèêëàä: ó ôіçèöі 
(äëÿ âèìіðþâàííÿ іíòåíñèâíîñòі çâóêó â äåöèáåëàõ), àñòðîíîìії 

Ìàë. 4.2 Ìàë. 4.3

�îãàðèôì ÷èñëà b çà îñíîâîþ e íàçèâàþòü íàòóðàëüíèì 
ëîãàðèôìîì і ïîçíà÷àþòü òàê: OQ b.

×èñëî 

Òàêå ñàìå ïîçíà÷åííÿ íàòóðàëü íîãî ëîãàðèôìà âèêîðèñòîâó-

�îãàðèôì ÷èñëà 
ëîãàðèôìîì

5. �èêîðèñòàííÿ 
ëîãàðèôìіâ äëÿ 
îïèñóâàííÿ ðåàëüíèõ 
ïðîöåñіâ
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(øêàëà ÿñêðàâîñòі çіðîê), õіìії (àêòèâíîñòі âîäíåâèõ іîíіâ), 
ñåéñìîëîãії (øêàëà Ðіõòåðà), òåîðії ìóçèêè (íîòíà øêàëà, ïî âіä-
íîøåííþ äî ÷àñòîòè íîòíèõ çâóêіâ), іñòîðії (ëîãàðèôìі÷íà øêà-
ëà ÷àñó) òîùî.

Ó ïðèðîäі ÷àñòî òðàïëÿєòüñÿ îñîáëèâèé âèä ñïіðàëі – ëîãà-
ðèôìі÷íà ñïіðàëü (ìàë. 4.2). Ëîãàðèôìі÷íà ñïіðàëü áóëà âïåðøå 
îïèñàíà Äåêàðòîì і ïіçíіøå ґðóíòîâíî äîñëіäæåíà ß. Áåðíóëëі. 
Ðîçìіð âèòêіâ ëîãàðèôìі÷íîї ñïіðàëі ïîñòóïîâî çáіëüøóєòüñÿ, 
àëå їõ ôîðìà çàëèøàєòüñÿ íåçìіííîþ. Ìîæëèâî, óíàñëіäîê öієї 
âëàñòèâîñòі, ëîãàðèôìі÷íà ñïіðàëü є âіäáèòêîì áàãàòüîõ ôîðì, 
ïîäіáíèõ äî ìóøëі ìàëþñêà (ìàë. 4.3), êâіòêè ñîíÿøíèêà òîùî. 

ßê çàçíà÷åíî âèùå, ôóíêöіþ 
íàçèâàþòü åêñïîíåíòîþ. Ôóíêöії âè-
ãëÿäó y = Aekx+l, äå A, k і l – äåÿêі 

÷èñëà, k ≠ 0, íàçèâàþòü åêñïîíåíöіàëüíèìè. Öі ôóíêöії âіäіãðàþòü 
âàæëèâó ðîëü ó ïîáóòі òà íàóöі. Ðîçãëÿíåìî êіëüêà ïðèêëàäіâ.

Ìàáóòü, âè ÷àñòî ïîìі÷àëè, ùî êîëè çíÿòè ÷àéíèê, ùî çàêè-
ïіâ, ç âîãíþ, òî ñïî÷àòêó âіí øâèäêî îñòèãàє, à ïîòіì îñòèãàí-
íÿ çíà÷íî ñïîâіëüíþєòüñÿ. Öå âіäáóâàєòüñÿ òîìó, ùî øâèäêіñòü 
îõîëîäæåííÿ ïðîïîðöіéíà ðіçíèöі ìіæ òåìïåðàòóðîþ ÷àéíèêà і 
òåìïåðàòóðîþ íàâêîëèøíüîãî ñåðåäîâèùà. ßêùî ñïî÷àòêó òåì-
ïåðàòóðà ÷àéíèêà äîðіâíþâàëà T0, à òåìïåðàòóðà ïîâіòðÿ – T1, 
òî ÷åðåç t ñåêóíä òåìïåðàòóðó T ÷àéíèêà ìîæíà çíàéòè çà ôîð-
ìóëîþ , äå k – ÷èñëî, ùî çàëåæèòü âіä ôîðìè 
÷àéíèêà, éîãî ìàòåðіàëó òîùî. 

Çìіíè â êіëüêîñòі íàñåëåííÿ â íàñåëåíîìó ïóíêòі ïðîòÿãîì 
íåâåëèêîãî ïðîìіæêó ÷àñó ìîæíà çíàéòè çà ôîðìóëîþ N = N0e

kt, 
äå N0 – êіëüêіñòü îñіá ïðè t = 0, N – êіëüêіñòü îñіá íà ìîìåíò 
÷àñó t, k – äåÿêà ñòàëà. 

Ïðîòÿãîì  VІ ñò. çíà÷íî çðîñëà êіëü-
êіñòü íàáëèæåíèõ îá÷èñëåíü, ùî áóëî çó-
ìîâëåíî ðîçâ’ÿçóâàííÿì ïðèêëàäíèõ çàäà÷ 

(îñîá ëèâî â àñòðîíîìії). Íàéáіëüøå òðóäíîùіâ âèíèêàëî ïіä 
÷àñ äіëåííÿ і ìíîæåííÿ áàãàòîöèôðîâèõ ÷èñåë.

Ñàìå â öåé ÷àñ і ç’ÿâèëèñÿ ëîãàðèôìè, àäæå äàâàëè çìîãó çâî-
äèòè ìíîæåííÿ і äіëåííÿ ÷èñåë äî, âіäïîâіäíî, äîäàâàííÿ і âіä-
íіìàííÿ ëîãàðèôìіâ. Øèðîêîãî çàñòîñóâàííÿ ëîãàðèôìè 
íàáóëè ïіñëÿ òîãî, ÿê, íåçàëåæíî îäíèì âіä îäíîãî, ìàòåìàòè-
êàìè Äæîíîì Íåïåðîì (1550–161�) і �îñòîì Áþðãі (1552–
1632) áóëî ñêëàäåíî ëîãàðèôìі÷íі òàáëèöі.

Øîòëàíäñüêèé ìàòåìàòèê Äæîí Íåïåð ó ïðàöÿõ, âèäàíèõ 
ó 1614 і 1619 ð., ñêëàâ òàáëèöі ëîãàðèôìіâ ñèíóñіâ, êîñèíóñіâ 
і òàíãåíñіâ êóòіâ âіä 0° äî 90° ç êðîêîì â îäíó ìіíóòó, ùî 
áóëî äóæå öіííèì äëÿ àñòðîíîìіâ. Øâåéöàðñüêèé ìàòåìàòèê 
�îñò Áþðãі ñâîї òàáëèöі ãîòóâàâ, ñêîðіøå çà âñå, ùå äî 
1610 ðîêó, àëå âèéøëè âîíè äðóêîì ëèøå â 1620 ð., à òîìó íå 
íàáóëè ïîïóëÿðíîñòі.

6. �êñïîíåíòà 
â ðåàëüíèõ ïðîöåñàõ

Ïðîòÿãîì  VІ ñò. çíà÷íî çðîñëà êіëü-
êіñòü íàáëèæåíèõ îá÷èñëåíü, ùî áóëî çó-
ìîâëåíî ðîçâ’ÿçóâàííÿì ïðèêëàäíèõ çàäà÷ 

(îñîá ëèâî â àñòðîíîìії). Íàéáіëüøå òðóäíîùіâ âèíèêàëî ïіä 
÷àñ äіëåííÿ і ìíîæåííÿ áàãàòîöèôðîâèõ ÷èñåë.

Ñàìå â öåé ÷àñ і ç’ÿâèëèñÿ ëîãàðèôìè, àäæå äàâàëè çìîãó çâî-
äèòè ìíîæåííÿ і äіëåííÿ ÷èñåë äî, âіäïîâіäíî, äîäàâàííÿ і âіä-
íіìàííÿ ëîãàðèôìіâ. Øèðîêîãî çàñòîñóâàííÿ ëîãàðèôìè 
íàáóëè ïіñëÿ òîãî, ÿê, íåçàëåæíî îäíèì âіä îäíîãî, ìàòåìàòè-
êàìè Äæîíîì Íåïåðîì (1550–161�) і �îñòîì Áþðãі (1552–
íàáóëè ïіñëÿ òîãî, ÿê, íåçàëåæíî îäíèì âіä îäíîãî, ìàòåìàòè-
êàìè Äæîíîì Íåïåðîì (1550–161�) і �îñòîì Áþðãі (1552–
íàáóëè ïіñëÿ òîãî, ÿê, íåçàëåæíî îäíèì âіä îäíîãî, ìàòåìàòè-

1632) áóëî ñêëàäåíî ëîãàðèôìі÷íі òàáëèöі.
Øîòëàíäñüêèé ìàòåìàòèê Äæîí Íåïåð ó ïðàöÿõ, âèäàíèõ 

ó 1614 і 1619 ð., ñêëàâ òàáëèöі ëîãàðèôìіâ ñèíóñіâ, êîñèíóñіâ 
і òàíãåíñіâ êóòіâ âіä 0° äî 90° ç êðîêîì â îäíó ìіíóòó, ùî 
áóëî äóæå öіííèì äëÿ àñòðîíîìіâ. Øâåéöàðñüêèé ìàòåìàòèê 
�îñò Áþðãі ñâîї òàáëèöі ãîòóâàâ, ñêîðіøå çà âñå, ùå äî 
áóëî äóæå öіííèì äëÿ àñòðîíîìіâ. Øâåéöàðñüêèé ìàòåìàòèê 
�îñò Áþðãі ñâîї òàáëèöі ãîòóâàâ, ñêîðіøå çà âñå, ùå äî 
áóëî äóæå öіííèì äëÿ àñòðîíîìіâ. Øâåéöàðñüêèé ìàòåìàòèê 

1610 ðîêó, àëå âèéøëè âîíè äðóêîì ëèøå â 1620 ð., à òîìó íå 
íàáóëè ïîïóëÿðíîñòі.

íіìàííÿ ëîãàðèôìіâ. Øèðîêîãî çàñòîñóâàííÿ ëîãàðèôìè 

�îñò Áþðãі ñâîї òàáëèöі ãîòóâàâ, ñêîðіøå çà âñå, ùå äî 
1610 ðîêó, àëå âèéøëè âîíè äðóêîì ëèøå â 1620 ð., à òîìó íå 

áóëî äóæå öіííèì äëÿ àñòðîíîìіâ. Øâåéöàðñüêèé ìàòåìàòèê 

Ñàìå â öåé ÷àñ і ç’ÿâèëèñÿ ëîãàðèôìè, àäæå äàâàëè çìîãó çâî-
äèòè ìíîæåííÿ і äіëåííÿ ÷èñåë äî, âіäïîâіäíî, äîäàâàííÿ і âіä-äèòè ìíîæåííÿ і äіëåííÿ ÷èñåë äî, âіäïîâіäíî, äîäàâàííÿ і âіä-äèòè ìíîæåííÿ і äіëåííÿ ÷èñåë äî, âіäïîâіäíî, äîäàâàííÿ і âіä-
íіìàííÿ ëîãàðèôìіâ. Øèðîêîãî çàñòîñóâàííÿ ëîãàðèôìè 
äèòè ìíîæåííÿ і äіëåííÿ ÷èñåë äî, âіäïîâіäíî, äîäàâàííÿ і âіä-äèòè ìíîæåííÿ і äіëåííÿ ÷èñåë äî, âіäïîâіäíî, äîäàâàííÿ і âіä-
íіìàííÿ ëîãàðèôìіâ. Øèðîêîãî çàñòîñóâàííÿ ëîãàðèôìè 
íàáóëè ïіñëÿ òîãî, ÿê, íåçàëåæíî îäíèì âіä îäíîãî, ìàòåìàòè-
êàìè Äæîíîì Íåïåðîì (1550–161�) і �îñòîì Áþðãі (1552–
íàáóëè ïіñëÿ òîãî, ÿê, íåçàëåæíî îäíèì âіä îäíîãî, ìàòåìàòè-
êàìè Äæîíîì Íåïåðîì (1550–161�) і �îñòîì Áþðãі (1552–
íàáóëè ïіñëÿ òîãî, ÿê, íåçàëåæíî îäíèì âіä îäíîãî, ìàòåìàòè-
íіìàííÿ ëîãàðèôìіâ. Øèðîêîãî çàñòîñóâàííÿ ëîãàðèôìè íіìàííÿ ëîãàðèôìіâ. Øèðîêîãî çàñòîñóâàííÿ ëîãàðèôìè 
íàáóëè ïіñëÿ òîãî, ÿê, íåçàëåæíî îäíèì âіä îäíîãî, ìàòåìàòè-íàáóëè ïіñëÿ òîãî, ÿê, íåçàëåæíî îäíèì âіä îäíîãî, ìàòåìàòè-
êàìè Äæîíîì Íåïåðîì (1550–161�) і �îñòîì Áþðãі (1552–
íàáóëè ïіñëÿ òîãî, ÿê, íåçàëåæíî îäíèì âіä îäíîãî, ìàòåìàòè-
êàìè Äæîíîì Íåïåðîì (1550–161�) і �îñòîì Áþðãі (1552–
íàáóëè ïіñëÿ òîãî, ÿê, íåçàëåæíî îäíèì âіä îäíîãî, ìàòåìàòè-
êàìè Äæîíîì Íåïåðîì (1550–161�) і �îñòîì Áþðãі (1552–êàìè Äæîíîì Íåïåðîì (1550–161�) і �îñòîì Áþðãі (1552–êàìè Äæîíîì Íåïåðîì (1550–161�) і �îñòîì Áþðãі (1552–êàìè Äæîíîì Íåïåðîì (1550–161�) і �îñòîì Áþðãі (1552–êàìè Äæîíîì Íåïåðîì (1550–161�) і �îñòîì Áþðãі (1552–
1632) áóëî ñêëàäåíî ëîãàðèôìі÷íі òàáëèöі.1632) áóëî ñêëàäåíî ëîãàðèôìі÷íі òàáëèöі.1632) áóëî ñêëàäåíî ëîãàðèôìі÷íі òàáëèöі.

і òàíãåíñіâ êóòіâ âіä 0
ó 1614 і 1619 ð., ñêëàâ òàáëèöі ëîãàðèôìіâ ñèíóñіâ, êîñèíóñіâ ó 1614 і 1619 ð., ñêëàâ òàáëèöі ëîãàðèôìіâ ñèíóñіâ, êîñèíóñіâ ó 1614 і 1619 ð., ñêëàâ òàáëèöі ëîãàðèôìіâ ñèíóñіâ, êîñèíóñіâ ó 1614 і 1619 ð., ñêëàâ òàáëèöі ëîãàðèôìіâ ñèíóñіâ, êîñèíóñіâ 

Øîòëàíäñüêèé ìàòåìàòèê Äæîí Íåïåð ó ïðàöÿõ, âèäàíèõ Øîòëàíäñüêèé ìàòåìàòèê Äæîí Íåïåð ó ïðàöÿõ, âèäàíèõ Øîòëàíäñüêèé ìàòåìàòèê Äæîí Íåïåð ó ïðàöÿõ, âèäàíèõ Øîòëàíäñüêèé ìàòåìàòèê Äæîí Íåïåð ó ïðàöÿõ, âèäàíèõ 
1632) áóëî ñêëàäåíî ëîãàðèôìі÷íі òàáëèöі.1632) áóëî ñêëàäåíî ëîãàðèôìі÷íі òàáëèöі.1632) áóëî ñêëàäåíî ëîãàðèôìі÷íі òàáëèöі.1632) áóëî ñêëàäåíî ëîãàðèôìі÷íі òàáëèöі.1632) áóëî ñêëàäåíî ëîãàðèôìі÷íі òàáëèöі.
êàìè Äæîíîì Íåïåðîì (1550–161�) і �îñòîì Áþðãі (1552–êàìè Äæîíîì Íåïåðîì (1550–161�) і �îñòîì Áþðãі (1552–êàìè Äæîíîì Íåïåðîì (1550–161�) і �îñòîì Áþðãі (1552–êàìè Äæîíîì Íåïåðîì (1550–161�) і �îñòîì Áþðãі (1552–êàìè Äæîíîì Íåïåðîì (1550–161�) і �îñòîì Áþðãі (1552–êàìè Äæîíîì Íåïåðîì (1550–161�) і �îñòîì Áþðãі (1552–
íàáóëè ïіñëÿ òîãî, ÿê, íåçàëåæíî îäíèì âіä îäíîãî, ìàòåìàòè-íàáóëè ïіñëÿ òîãî, ÿê, íåçàëåæíî îäíèì âіä îäíîãî, ìàòåìàòè-íàáóëè ïіñëÿ òîãî, ÿê, íåçàëåæíî îäíèì âіä îäíîãî, ìàòåìàòè-íàáóëè ïіñëÿ òîãî, ÿê, íåçàëåæíî îäíèì âіä îäíîãî, ìàòåìàòè-íàáóëè ïіñëÿ òîãî, ÿê, íåçàëåæíî îäíèì âіä îäíîãî, ìàòåìàòè-
íіìàííÿ ëîãàðèôìіâ. Øèðîêîãî çàñòîñóâàííÿ ëîãàðèôìè 

÷àñ äіëåííÿ і ìíîæåííÿ áàãàòîöèôðîâèõ ÷èñåë.

äèòè ìíîæåííÿ і äіëåííÿ ÷èñåë äî, âіäïîâіäíî, äîäàâàííÿ і âіä-
íіìàííÿ ëîãàðèôìіâ. Øèðîêîãî çàñòîñóâàííÿ ëîãàðèôìè 
äèòè ìíîæåííÿ і äіëåííÿ ÷èñåë äî, âіäïîâіäíî, äîäàâàííÿ і âіä-
íіìàííÿ ëîãàðèôìіâ. Øèðîêîãî çàñòîñóâàííÿ ëîãàðèôìè 
íàáóëè ïіñëÿ òîãî, ÿê, íåçàëåæíî îäíèì âіä îäíîãî, ìàòåìàòè-íàáóëè ïіñëÿ òîãî, ÿê, íåçàëåæíî îäíèì âіä îäíîãî, ìàòåìàòè-
íіìàííÿ ëîãàðèôìіâ. Øèðîêîãî çàñòîñóâàííÿ ëîãàðèôìè íіìàííÿ ëîãàðèôìіâ. Øèðîêîãî çàñòîñóâàííÿ ëîãàðèôìè íіìàííÿ ëîãàðèôìіâ. Øèðîêîãî çàñòîñóâàííÿ ëîãàðèôìè 

1632) áóëî ñêëàäåíî ëîãàðèôìі÷íі òàáëèöі.

ó 1614 і 1619 ð., ñêëàâ òàáëèöі ëîãàðèôìіâ ñèíóñіâ, êîñèíóñіâ ó 1614 і 1619 ð., ñêëàâ òàáëèöі ëîãàðèôìіâ ñèíóñіâ, êîñèíóñіâ ó 1614 і 1619 ð., ñêëàâ òàáëèöі ëîãàðèôìіâ ñèíóñіâ, êîñèíóñіâ ó 1614 і 1619 ð., ñêëàâ òàáëèöі ëîãàðèôìіâ ñèíóñіâ, êîñèíóñіâ 
і òàíãåíñіâ êóòіâ âіä 0
ó 1614 і 1619 ð., ñêëàâ òàáëèöі ëîãàðèôìіâ ñèíóñіâ, êîñèíóñіâ 
і òàíãåíñіâ êóòіâ âіä 0
ó 1614 і 1619 ð., ñêëàâ òàáëèöі ëîãàðèôìіâ ñèíóñіâ, êîñèíóñіâ 
і òàíãåíñіâ êóòіâ âіä 0і òàíãåíñіâ êóòіâ âіä 0

íàáóëè ïіñëÿ òîãî, ÿê, íåçàëåæíî îäíèì âіä îäíîãî, ìàòåìàòè-íàáóëè ïіñëÿ òîãî, ÿê, íåçàëåæíî îäíèì âіä îäíîãî, ìàòåìàòè-
êàìè Äæîíîì Íåïåðîì (1550–161�) і �îñòîì Áþðãі (1552–
íàáóëè ïіñëÿ òîãî, ÿê, íåçàëåæíî îäíèì âіä îäíîãî, ìàòåìàòè-íàáóëè ïіñëÿ òîãî, ÿê, íåçàëåæíî îäíèì âіä îäíîãî, ìàòåìàòè-íàáóëè ïіñëÿ òîãî, ÿê, íåçàëåæíî îäíèì âіä îäíîãî, ìàòåìàòè-íàáóëè ïіñëÿ òîãî, ÿê, íåçàëåæíî îäíèì âіä îäíîãî, ìàòåìàòè-

і òàíãåíñіâ êóòіâ âіä 0
áóëî äóæå öіííèì äëÿ àñòðîíîìіâ. Øâåéöàðñüêèé ìàòåìàòèê 
і òàíãåíñіâ êóòіâ âіä 0
áóëî äóæå öіííèì äëÿ àñòðîíîìіâ. Øâåéöàðñüêèé ìàòåìàòèê 
і òàíãåíñіâ êóòіâ âіä 0
áóëî äóæå öіííèì äëÿ àñòðîíîìіâ. Øâåéöàðñüêèé ìàòåìàòèê 
і òàíãåíñіâ êóòіâ âіä 0
áóëî äóæå öіííèì äëÿ àñòðîíîìіâ. Øâåéöàðñüêèé ìàòåìàòèê 
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Показникова та логарифмічна функції

Ïåðøі òàáëèöі äåñÿòêîâèõ ëîãàðèôìіâ ó 161� ð. âèäàâ 
àíãëіéñüêèé ìàòåìàòèê Ãåíðі Áðіãñ (1561–1630), à íàòóðàëü-
íèõ ëîãàðèôìіâ ó 1619 ð. – іíøèé àíãëіéñüêèé ìàòåìàòèê 
Äæîí Ñïåéäåëü (160�–164�).

Ñó÷àñíå îçíà÷åííÿ ëîãàðèôìà ñôîðìóëþâàâ âèäàòíèé ìàòå-
ìàòèê, ôіçèê, ìåõàíіê і àñòðîíîì Ëåîíàðä Åéëåð (1�0�–1�83). 
Âіí òàêîæ óâіâ ïîíÿòòÿ îñíîâè ëîãàðèôìà, ïîçíà÷åííÿ log і 
÷èñëà å.

Ó 1623 ð. àíãëіéñüêèé ìàòåìàòèê Åíòîíі Ãàíòåð (1581–
1626) âèíàéøîâ ëîãàðèôìі÷íó ëіíіéêó, ÿêà ïîòіì íåîäíîðà-
çîâî óäîñêîíàëþâàëàñÿ і äî �0-õ ðîêіâ    ñò. áóëà ÷è íå 
єäèíèì îá÷èñëþâàëüíèì çàñîáîì äëÿ іíæåíåðіâ і ñòàðøîêëàñ-
íèêіâ. Òіëüêè ïіñëÿ ïîøèðåííÿ ìіêðîêàëüêóëÿòîðіâ òà іíøèõ 
ñó÷àñíèõ çàñîáіâ îá÷èñëåííÿ ëîãàðèôìі÷íі ëіíіéêè òà òàáëèöі 
ïåðåñòàëè áóòè çàñîáàìè îá÷èñëåííÿ òà ïîñіëè ñâîє çàêîííå 
ìіñöå â ìóçåÿõ ìàòåìàòèêè.

 Що називають логарифмом числа b за основою a?  При яких 
a і b має зміст вираз logab?  Запам’ятайте основну логариф-
мічну тотожність.  Сформулюйте і доведіть основні власти-
вості логарифмів.  Запам’ятайте формулу переходу до інɲої 
основи логарифма та наслідки з неї.  Що називають десятко-
вим логарифмом і що – натуральним логарифмом?  Знайдіть, 
використовуючи різні джерела інформації, цікаві приклади за-
стосування логарифмів та експоненти в повсякденному житті.

Ðîçâ’ÿæiòü çàäà÷i òà âèêîíàéòå âïðàâè
4.1. (Óñíî). ßêі ç âèðàçіâ ìàþòü çìіñò:
1) log2(–1);    2) lg8;        3) log70;       4) ln1,5?

Ïåðåâіðòå ïðàâèëüíіñòü ðіâíîñòі (4.2–4.3):
4.2. 1) log71 = 0;        2) log24 = 2;   

3) log28 = 3;       4) 

5) log50,2 = –1;      6) lg0,01 = –2;  

7)         8) 

4.3. 1) log88 = 1;       2) log39 = 2;   

3) log232 = 5;      4) 

5)        6)    

7) lg0,1 = –1;        8) 

Ïåðøі òàáëèöі äåñÿòêîâèõ ëîãàðèôìіâ ó 161� ð. âèäàâ 
àíãëіéñüêèé ìàòåìàòèê Ãåíðі Áðіãñ (1561–1630), à íàòóðàëü-
íèõ ëîãàðèôìіâ ó 1619 ð. – іíøèé àíãëіéñüêèé ìàòåìàòèê 
Äæîí Ñïåéäåëü (160�–164�).

Ñó÷àñíå îçíà÷åííÿ ëîãàðèôìà ñôîðìóëþâàâ âèäàòíèé ìàòå-
ìàòèê, ôіçèê, ìåõàíіê і àñòðîíîì Ëåîíàðä Åéëåð (1�0�–1�83). 
Âіí òàêîæ óâіâ ïîíÿòòÿ îñíîâè ëîãàðèôìà, ïîçíà÷åííÿ log і 
÷èñëà å.

Ó 1623 ð. àíãëіéñüêèé ìàòåìàòèê Åíòîíі Ãàíòåð (1581–
1626) âèíàéøîâ ëîãàðèôìі÷íó ëіíіéêó, ÿêà ïîòіì íåîäíîðà-
çîâî óäîñêîíàëþâàëàñÿ і äî �0-õ ðîêіâ    ñò. áóëà ÷è íå 
єäèíèì îá÷èñëþâàëüíèì çàñîáîì äëÿ іíæåíåðіâ і ñòàðøîêëàñ-
íèêіâ. Òіëüêè ïіñëÿ ïîøèðåííÿ ìіêðîêàëüêóëÿòîðіâ òà іíøèõ 
ñó÷àñíèõ çàñîáіâ îá÷èñëåííÿ ëîãàðèôìі÷íі ëіíіéêè òà òàáëèöі 
ïåðåñòàëè áóòè çàñîáàìè îá÷èñëåííÿ òà ïîñіëè ñâîє çàêîííå 
ìіñöå â ìóçåÿõ ìàòåìàòèêè.

 Що називають логарифмом числа b за основою a?  При яких 
a і b має зміст вираз logab?  Запам’ятайте основну логариф-
мічну тотожність.  Сформулюйте і доведіть основні власти-
вості логарифмів.  Запам’ятайте формулу переходу до інɲої 
основи логарифма та наслідки з неї.  Що називають десятко-
вим логарифмом і що – натуральним логарифмом?  Знайдіть, 
використовуючи різні джерела інформації, цікаві приклади за-
стосування логарифмів та експоненти в повсякденному житті.

a
мічну тотожність. 
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Îá÷èñëіòü (4.4–4.9):
4.4. 1) log99;     2) log216;     3) log171;     4) log749.

4.5. 1) log51;     2) log327;     3) log77;     4) log525.

4.6. 1) 3log37;      2) 0,8log0,83.    4.7. 1) 0,9log0,90,5;     2) 5log58.

4.8. 1)       2)     3)      4) lg0,001;

    5)    6)      7)     8) 

4.9. 1)       2) ;     3) ;      4) lg0,0001;

5)      6)      7)     8) 

Çíàéäіòü çíà÷åííÿ âèðàçó, ÿêùî à > 0, à ≠ 1 (4.1�–4.11):

4.1�. 1) logàà
8;     2)      3)        4) 

4.11. 1) logàà
5;     2)      3)      4) 

Çíàéäіòü ëîãàðèôìè çà îñíîâîþ à ÷èñåë (4.12–4.13):

4.12. 1) ÿêùî à = 2;   

 2)  ÿêùî à = 5.

4.13. 1) ÿêùî à = 3;   

 2)  ÿêùî à = 4.

Ðîçâ’ÿæіòü ðіâíÿííÿ (4.14–4.15):

4.14. 1) 2õ = 7;    2) 7õ+1 = 9;      3) ;    4) .

4.15. 1) 3õ = 5;    2) 11õ–1 = 8;     3) ;    4) .

Ïðè ÿêèõ çíà÷åííÿ x ìàє çìіñò âèðàç (4.16–4.17):
4.16.  1) lg(x + 2);         2) log2(9 – x); 

 3) log5(4x – x2);     4) log0,3(x
2 + x – 2)?

4.17.  1) log0,4(x + 1);      2) log7(1 – x); 

 3) lg(x2 + x);        4) log9(6 + x – x2)?
Îá÷èñëіòü (4.18–4.19):

4.18. 1)      2) 
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4.19. 1)      2) 

Çíàéäіòü çíà÷åííÿ âèðàçó (4.2�–4.21):

4.2�. 1) 23log25;      2) ;     3) 51+log57;    4) 7log73–1.

4.21. 1) 172log173;     2) ;     3) 91+log92;    4) 15log152–1.

Îá÷èñëіòü (4.22–4.23):
4.22. 1) log63 + log62;        2)    

 3)      4) lg4 + lg25.
4.23. 1) log213 + log217;       2)    

 3)         4) log64 + log69.
Çíàéäіòü çíà÷åííÿ âèðàçó (4.24–4.25):

4.24. 1)     2)      3)        4) 

4.25. 1)      2)      3)       4) 

Ïðîëîãàðèôìóéòå âèðàç (à > 0; b > 0; ñ > 0) (4.26–4.27):

4.26. 1)  çà îñíîâîþ 2;      2)  çà îñíîâîþ 7.

4.27. 1)  çà îñíîâîþ 3;       2)  çà îñíîâîþ 5.

Çíàéäіòü õ, ÿêùî (4.28–4.29):
4.28. 1) lgx = lg4 – lg2 + lg3;       2) log424 + log45 – log46 = log4x.

4.29. 1) log5x = log534 – log52 + log54;     2) lg8 – lg4 + lg5 = lgx.

4.3�. Íåõàé lgx = a; lgy = b. Âèðàçіòü ÷åðåç à і b äåñÿòêîâèé ëî-
ãàðèôì ÷èñëà:

1) õó;      2)        3) ó3;      4)        5) õ3ó2;      6) 

4.31. Âіäîìî, ùî lg2  0,301. Çíàéäіòü:
1) lg20;     2) lg2000;     3) lg0,2;    4) lg0,02.

4.32. Âіäîìî, ùî lg5  0,699. Çíàéäіòü:
1) lg50;     2) lg500;      3) lg0,5;     4) lg0,005.

Îá÷èñëіòü (4.33–4.38):

4.33. 1) log2(4log636);      2) ;   

 3) log1,5log48;        4) lg(5log749)2.

4.33.4.33.
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4.34. 1) log3(3log5125);     2)    

 3) log0,75log816;      4) lg(2lg105)3.

4.35. 1)         2) 

 3)        4) 

4.36. 1)          2) 

 3)       4) 

4.37.  1) ;          2) ;  

 3) ;        4) .

4.38.  1) ;    2) ;    3) ;    4) .

4.39. Âіäîìî, ùî logab = 2. Çíàéäіòü:

1) ;         2) .

4.4�. Âіäîìî, ùî logyx = 3. Çíàéäіòü:

1) ;         2) .

4.41. Ïðîëîãàðèôìóéòå âèðàç çà îñíîâîþ 2, ÿêùî à > 0; b > 0; 
ñ > 0:

1)           2) 

4.42. Ïðîëîãàðèôìóéòå âèðàç çà îñíîâîþ 3, ÿêùî à > 0; b > 0; 
ñ > 0:

1)           2) 

Îá÷èñëіòü (4.43–4.46):

4.43. 1)        2) 

 3) .

4.44. 1)      2) 

 3) .
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4.45. 1)      2) 91–log35;     3) 2log425+log16625;     4) 

4.46. 1)       2) 42–log26;      3) 3log916–log278;      4) 1000lg2–lg4.

Çíàéäіòü õ, ÿêùî (4.47–4.48):

4.4�. 1) log0,6õ = 5log0,63 – log0,627 – 3log0,66;    

 2) log2õ = log48 + 2log45 – log42.

4.48. 1) log18õ = 2log186 – 2log184 + 3log18    

 2) lgõ = log10032 + 2log1003 – log1002.

4.49. Âіäîìî, ùî log32 = ò, log37 = n. Âèðàçіòü ÷åðåç ò і n:

1) log314;    2) log36;     3) log328;    4) log27.

4.5�. Âіäîìî, ùî log23 = õ, log25 = ó. Âèðàçіòü ÷åðåç õ і ó:

1) log215;    2) log26;     3) log275;    4) log35.
Ðîçâ’ÿæіòü ðіâíÿííÿ (4.51–4.52):
4.51. 1) 4õ – 4 · 2õ – 5 = 0;    

 2) 25õ – 5õ+1 + 4 = 0; 
 3) .

4.52.  1) 9õ – 3õ – 2 = 0;      2) 4õ – 2õ+2 + 3 = 0; 

 3) .
Ïðè ÿêèõ çíà÷åííÿõ çìіííîї ìàє çìіñò âèðàç (4.53–4.54):
4.53.  1) ;         2) ;

 3) ;       4) ?

4.54.  1) ;        2) ;

 3) ;        4) ?

Ïîáóäóéòå ãðàôіê ôóíêöії (4.55–4.56):

4.55. 1) ;   2) ;    3) ;    4) .

4.56. 1) ;   2) ;   3) ;    4) .

Çàïèøіòü âèðàç ó âèãëÿäі ñóìè àáî ðіçíèöі ëîãàðèôìіâ (4.57–4.58):
4.57. 1) , ÿêùî x < 0, y < 0; 

 2) , ÿêùî x > 0, y < 0;
 3) , ÿêùî x < 0, y < 0;

 4) , ÿêùî x < 0, y < 0.
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4.58. 1) , ÿêùî a < 0, b < 0; 

 2) , ÿêùî a > 0, b < 0; 
 3) , ÿêùî a < 0, b < 0; 

 4) , ÿêùî a < 0, b < 0. 

Ïîðіâíÿéòå ÷èñëà (4.5�–4.6�):

4.59. 1)  і ;         2)  і ;

 3)  і ;      4)  і .

4.6�. 1)  і ;        2)  і ;

 3)  і ;      4)  і .

4.61. Äîâåäіòü, ùî àlogñb = blogñà.

Ïîðіâíÿéòå âèðàçè (4.62–4.65):
4.62. 1) 7log89 і 9log87;      2) 2lg3 i 3lg2 + 0,1.

4.63. 1) 5lg2 i 2lg5;        2) 4log37 – 0,1 і 7log34.

4.64. 1)  і ; 

 2)  і .

4.65. 1)  і ; 

 2)  і .
Îá÷èñëіòü (4.66–4.67):

4.66. 1) 25–8log163;     2) log43 · lg4 · log2710.

4.67. 1) 34–6log272;     2) log625 · lg6 · log510.

Çíàéäіòü çíà÷åííÿ âèðàçó (4.68–4.69):

4.68. 1) ln tg16° + ln tg74°;      2) 

4.69. 1) lg tg89° + lg tg1°;     2) 

Îá÷èñëіòü (4.��–4.�1):

4.��.

4.71.

Ïîðіâíÿéòå âèðàçè (Ïîðіâíÿéòå âèðàçè (
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Ðîçâ’ÿæіòü ðіâíÿííÿ (4.72–4.73):

4.72. õ2 + 3log3õ = 6.         4.73. õ2 – 5log5õ – 12 = 0.

4.74. Çíàéäіòü çíà÷åííÿ âèðàçó lg22 + lg5 · lg20.

4.75. Äîâåäіòü, ùî ÷èñëî  є öіëèì.

4.76. Äîâåäіòü, ùî ÷èñëî  є öіëèì.

Çíàéäіòü (4.77–4.78):
4.77.  1) , ÿêùî ; ;

 2) , ÿêùî ;
 3) , ÿêùî ; ;
 4) , ÿêùî ; 

 5) , ÿêùî ; 

 6) , ÿêùî .

4.78.  1) , ÿêùî ; ;

 2) , ÿêùî ;

 3) , ÿêùî ; ;

 4) , ÿêùî ; 

 5) , ÿêùî ; 

 6) , ÿêùî .

Çíàéäіòü çíà÷åííÿ âèðàçó (4.��–4.��):

4.79. 1) ;      2) .

4.��. 1) ;     2) .

4.81. Îá÷èñëіòü , ÿêùî ; .

4.82. Îá÷èñëіòü , ÿêùî ; .

Ñïðîñòіòü âèðàç (4.83–4.84):

4.83. 1) , ÿêùî a > 1;

 2) , ÿêùî 1 < a < b.

4.84. 1) ;

 2) .
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4.85. Ìàñà ùîäåííîї ïîòðåáè äîðîñëîї ëþäèíè ó âіòàìіíі Ñ 
âіäíîñèòüñÿ äî ìàñè ùîäåííîї ïîòðåáè ó âіòàìіíі Å ÿê 

4 : 1. Ñêіëüêè âіòàìіíó Ñ íà äîáó ìàє âæèâàòè äîðîñëà ëþäèíà, 
ÿêùî âіòàìіíó Å âîíà ìàє âæèâàòè 15 ìã íà äîáó. 

4.86. Âèäàòíі óêðàїíêè. Âèêîðèñòîâóþ÷è áóäü-ÿêі äæåðåëà 
іíôîðìàöії, çàïèøіòü ïî ãîðèçîíòàëÿõ ïðіçâèùà âèäàòíèõ 

óêðàїíîê і ó âèäіëåíîìó ñòîâï÷èêó îòðèìàєòå ïðіçâèùå âèäàòíî-
ãî óêðàїíñüêîãî ïåäàãîãà, ìàòåìàòèêà, äîêòîðà ôіçèêî-ìàòåìà-
òè÷íèõ íàóê, ïðîôåñîðà, àêàäåìіêà Àêàäåìії ïåäíàóê Óêðàїíè, 
àâòîðà øêіëüíèõ ïіäðó÷íèêіâ ç àëãåáðè òà ïî÷àòêіâ àíàëіçó.

1. Óêðàїíñüêà îïåðíà ñïіâà÷êà.
2.  Äіâî÷å ïðіçâèùå âèäàòíîї óêðàїíñüêîї ïîåòåñè Ëåñі Óêðà-

їíêè.
3.  Ïîåòåñà, ãðîìàäñüêà äіÿ÷êà, ïðіçâèùåì ÿêîї íàçâàíî âóëè-

öþ â Êèєâі.
4. Âèäàòíà óêðàїíñüêà õóäîæíèöÿ ÕÕ ñòîëіòòÿ.
5.  Îäíà ç íàéêðàùèõ àêòðèñ â іñòîðії Óêðàїíè òà âñієї Ñõіäíîї 

Єâðîïè êіíöÿ ÕІÕ – ïî÷àòêó ÕÕ ñòîëіòòÿ. 

1

2

3

4

5

1. Çíàéäіòü îáëàñòü çíà÷åíü ôóíêöії ó = 3–|õ|.

À Á Â Ã Ä

(–u; +u) (0; 1) (0; 1] (0; +u) [1; +u)

2. Óêàæіòü ïðîìіæîê, ÿêîìó íàëåæèòü êîðіíü ðіâíÿííÿ 

À Á Â Ã Ä

(–5; –4) [4; +u) [–3; 3] [–4; 0] (–u; –5]

1. Çíàéäіòü îáëàñòü çíà÷åíü ôóíêöії ó = 3–|õ|.

À Á Â Ã Ä

(–u; +u) (0; 1) (0; 1] (0; +u) [1; +u)

2. Óêàæіòü ïðîìіæîê, ÿêîìó íàëåæèòü êîðіíü ðіâíÿííÿ 

À Á Â Ã Ä

(–5; –4) [4; +u) [–3; 3] [–4; 0] (–u; –5]

ПППЕРЕВІРТЕ СВОЮ КОМПЕТЕНТНІСТЬЕРЕВІРТЕ СВОЮ КОМПЕТЕНТНІСТЬ



55

Показникова та логарифмічна функції

3. Ñêîðîòіòü äðіá 

À Á Â Ã Ä

sin2a cos2a sina

4. Çíàéäіòü íàéìåíøèé êîðіíü ðіâíÿííÿ õ|õ| – 3õ = 0.

À Á Â Ã Ä

3 0 –3 –1,5 іíøà âіäïîâіäü

5. Óêàæіòü, ñêіëüêè ðіçíèõ äâîöèôðîâèõ ÷èñåë ìîæíà 
ñêëàñòè іç öèôð 1; 2; 3; 4; 5; 6, íå ïîâòîðþþ÷è öèôð ó 
÷èñëі.

À Á Â Ã Ä

24 25 26 28 30

6. Óêàæіòü òî÷êó ìіíіìóìó ôóíêöії ó = 3õ2 – õ3.

À Á Â Ã Ä

–1 0 1 2 4

7. Óñòàíîâіòü âіäïîâіäíіñòü ìіæ ÷èñëîâèì âèðàçîì (1–4) 
òà çíà÷åííÿì öüîãî âèðàçó (À–Ä).

×èñëîâèé âèðàç Çíà÷åííÿ âèðàçó

1 log279 À

2 log927 Á

3 log273 Â

4 log3
Ã

Ä 2

�. Îäèí ç ðîáіòíèêіâ, ïðàöþþ÷è ñàìîñòіéíî, ìîæå 
âèêîíàòè ðîáîòó çà 20 ãîä, à іíøèé òó ñàìó ðîáîòó – çà 
30 ãîä. Çà ñêіëüêè ãîäèí âîíè âèêîíàþòü öþ ðîáîòó, ÿêùî 
ïðàöþâàòèìóòü ðàçîì?

9. Çíàéäіòü ïåðøèé ÷ëåí ãåîìåòðè÷íîї ïðîãðåñії (bn), 
ÿêùî b2 = 8, b5 = –64.

3. Ñêîðîòіòü äðіá 

À Á Â Ã Ä

sin2a cos2a sina

4. Çíàéäіòü íàéìåíøèé êîðіíü ðіâíÿííÿ õ|õ| – 3õ = 0.

À Á Â Ã Ä

3 0 –3 –1,5 іíøà âіäïîâіäü

5. Óêàæіòü, ñêіëüêè ðіçíèõ äâîöèôðîâèõ ÷èñåë ìîæíà 
ñêëàñòè іç öèôð 1; 2; 3; 4; 5; 6, íå ïîâòîðþþ÷è öèôð ó 
÷èñëі.

À Á Â Ã Ä

24 25 26 28 30

6. Óêàæіòü òî÷êó ìіíіìóìó ôóíêöії ó = 3õ2 – õ3.

À Á Â Ã Ä

–1 0 1 2 4

7. Óñòàíîâіòü âіäïîâіäíіñòü ìіæ ÷èñëîâèì âèðàçîì (1–4) 
òà çíà÷åííÿì öüîãî âèðàçó (À–Ä).

×èñëîâèé âèðàç Çíà÷åííÿ âèðàçó

1 log279 À

2 log927 Á

3 log273 Â

4 log3
Ã

Ä 2

�. Îäèí ç ðîáіòíèêіâ, ïðàöþþ÷è ñàìîñòіéíî, ìîæå 
âèêîíàòè ðîáîòó çà 20 ãîä, à іíøèé òó ñàìó ðîáîòó – çà 
30 ãîä. Çà ñêіëüêè ãîäèí âîíè âèêîíàþòü öþ ðîáîòó, ÿêùî 
ïðàöþâàòèìóòü ðàçîì?

9. Çíàéäіòü ïåðøèé ÷ëåí ãåîìåòðè÷íîї ïðîãðåñії (bn), 
ÿêùî b2 = 8, b5 = –64.
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ɅОȽАРИɎМІЧНА ɎУНКɐІЯ� 
Ї Ї ВɅАСТИВОСТІ ТА ȽРАɎІК

Ôóíêöіþ âèãëÿäó y = ORJax, äå a ! �, 
a ≠ 1, íàçèâàþòü ëîãàðèôìі÷íîþ 
ôóíêöіèþ.

Íàïðèêëàä, ëîãàðèôìі÷íèìè є ôóíêöії: ó = log5õ; 

ó = logπõ; òîùî.

Ïðè à > 0, à ≠ 1 âèðàç logàõ ìàє çìіñò ëèøå äëÿ äîäàòíèõ çíà-
÷åíü õ. Òîìó

îáëàñòþ âèçíà÷åííÿ ôóíêöії y = ORJax є ïðîìіæîê (�; �u).

Ðîçãëÿíåìî ãðàôіêè ëîãàðèôìі÷íîї ôóíêöії, ïîáóäóâàâøè їõ, 
ÿê і äëÿ ïîêàçíèêîâîї ôóíêöії, ïî òî÷êàõ.

Ðîçãëÿíåìî ôóíêöіþ ó = log2õ. Ñêëàäåìî òàáëèöþ її 
çíà÷åíü äëÿ êіëüêîõ çíà÷åíü àðãóìåíòó õ, õ > 0.

x 1 2 4 8

y –3 –2 –1 0 1 2 3

Ïîçíà÷èìî îòðèìàíі â òàáëèöі òî÷êè 
íà êîîðäèíàòíіé ïëîùèíі і ñïîëó÷èìî 
їõ ïëàâíîþ ëіíієþ (ìàë. 5.1). Îñêіëüêè 
õ > 0, òî ãðàôіê íå ïåðåòèíàє âіñü îð-
äèíàò, àëå êîëè õ 0, òî íàáëèæàєòü-
ñÿ äî íåї, òîáòî âіñü ó – àñèìïòîòà öüî-
ãî ãðàôіêà.

Ðîçãëÿíåìî ôóíêöіþ  Ñêëàäåìî òàá ëèöþ 

її çíà÷åíü.

x 1 2 4 8

y 3 2 1 0 –1 –2 –3

Ãðàôіê ôóíêöії  çîáðàæåíî 

íà ìàëþíêó 5.2.

ßêùî çîáðàçèòè ãðàôіêè ôóíê öіé 
ó = 2õ і ó = log2õ íà îäíîìó ìàëþíêó, òî 

ɅОȽАРИɎМІЧНА ɎУНКɐІЯ� 
Ї Ї ВɅАСТИВОСТІ ТА ȽРАɎІК§ 5. § 5. 

Ôóíêöіþ âèãëÿäó y == ORJax, äå a ! �, 
≠≠ 1, íàçèâàþòü ëîãàðèôìі÷íîþ 

ôóíêöіèþ.

Ôóíêöіþ âèãëÿäó 
a
ôóíêöіèþ

1. �îãàðèôìі÷íà 
ôóíêöіÿ òà її 
ãðàôіê

Ìàë. 5.1

îáëàñòþ âèçíà÷åííÿ ôóíêöії y == ORJax є ïðîìіæîê (�; �uu).

÷åíü õ. Òîìó

Ðîçãëÿíåìî ãðàôіêè ëîãàðèôìі÷íîї

îáëàñòþ âèçíà÷åííÿ ôóíêöії 

Приклад 1.

Ìàë. 5.2

Приклад 2.
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ìîæíà ïîìіòèòè, ùî âîíè ñèìåòðè÷íі âіä-
íîñíî ïðÿìîї ó = õ (ìàë. 5.3).

Öå ïîÿñíþєòüñÿ òèì, ùî ôóíêöії ó = 2õ

і õ = log2ó є âçàєìíî îáåðíåíèìè.

Îòæå, 

ïîêàçíèêîâà ôóíêöіÿ y = ax і ëîãà-
ðèôìі÷íà ôóíêöіÿ y = ORJax, ùî ìà-
þòü îäíàêîâі îñíîâè a, є âçàєìíî 
îáåðíåíèìè, à їõ ãðàôіêè âіäïîâіäíî 
ñèìåòðè÷íèìè âіäíîñíî ïðÿìîї y = x.

Âèêîðèñòîâóþ÷è âèñíîâîê ïðî ñèìåò-
ðіþ ãðàôіêіâ ôóíêöіé ó = àõ òà 
ó = logàõ âіäíîñíî ïðÿìîї ó = õ òà 

íàøі çíàííÿ ïðî ãðàôіê ïîêàçíèêîâîї ôóíêöії, ìîæíà äіéòè âèñ-
íîâêó, ùî ãðàôіêè âñіõ ôóíêöіé âèãëÿäó ó = logàõ, äå à > 1, ñõå-
ìàòè÷íî âèãëÿäàþòü òàê ñàìî, ÿê ãðàôіê ôóíêöії ó = log2õ, 
à ó âèïàäêó 0 < à < 1 – ÿê ãðàôіê ôóíêöії .

Ñèñòåìàòèçóєìî âëàñòèâîñòі ëîãàðèôìі÷íîї ôóíêöії ó = logàõ
ïðè 0 < à < 1 òà ïðè à > 1 ó òàáëèöþ.

Ôóíêöіÿ y = ORJax, a ! �, a ≠ 1

Âëàñòèâîñòі � � a � 1 a ! 1

Îáëàñòü âèçíà÷åííÿ (0; +u) (0; +u)

Ìíîæèíà çíà÷åíü 5 5

Ïàðíіñòü, íåïàðíіñòü Íі ïàðíà, 
íі íåïàðíà

Íі ïàðíà, 
íі íåïàðíà

Ïåðіîäè÷íіñòü Íåïåðіîäè÷íà Íåïåðіîäè÷íà

Íóëі ôóíêöії x = 1 x = 1

Ïðîìіæêè çíàêîñòàëîñòі, 
y > 0 x ∈ (0; 1) x ∈ (1; +u)

Ïðîìіæêè çíàêîñòàëîñòі, 
y < 0 x ∈ (1; +u) x ∈ (0; 1)

Ïðîìіæêè ñïàäàííÿ x ∈ (0; +u) –

Ïðîìіæêè çðîñòàííÿ – x ∈ (0; +u)

Åêñòðåìóìè Íåìàє Íåìàє

Àñèìïòîòà x = 0 x = 0

Îñîáëèâîñòі ãðàôіêà 
ôóíêöії: 
ïðîõîäèòü ÷åðåç òî÷êó 
(1; 0)

Ìàë. 5.3

ïîêàçíèêîâà ôóíêöіÿ y == ax і ëîãà-
ðèôìі÷íà ôóíêöіÿ y == ORJ ORJax, ùî ìà-
þòü îäíàêîâі îñíîâè a, є âçàєìíî 
îáåðíåíèìè, à їõ ãðàôіêè âіäïîâіäíî 
ñèìåòðè÷íèìè âіäíîñíî ïðÿìîї y == x.

Îòæå, 

ïîêàçíèêîâà ôóíêöіÿ 
ðèôìі÷íà ôóíêöіÿ 
þòü îäíàêîâі îñíîâè 

2. �ëàñòèâîñòі 
ëîãàðèôìі÷íîї ôóíêöії
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Ðîçãëÿíåìî ïðèêëàäè âèêîðèñòàííÿ âëàñòèâîñòåé ëîãàðèô-
ìі÷íîї ôóíêöії.

Ïîðіâíÿòè çíà÷åííÿ âèðàçіâ: 

1) log32,7 і log32,9;        2) .

Ð î ç â ’ ÿ ç à í í ÿ. 1) Ôóíêöіÿ ó = log3õ çðîñòàє íà (0; +u), òîìó 
áіëüøîìó çíà÷åííþ àðãóìåíòó âіäïîâіäàє áіëüøå çíà÷åííÿ 
ôóíêöії. Îñêіëüêè 2,7 < 2,9, òî log32,7 < log32,9.
2) Ôóíêöіÿ ó = log0,3õ ñïàäàє íà (0; +u), òîìó áіëüøîìó çíà-
÷åííþ àðãóìåíòó âіäïîâіäàє ìåíøå çíà÷åííÿ ôóíêöії. Îñêіëü-

êè 

Â і ä ï î â і ä ü. 1) log32,7 < log32,9;   2) 

Ïîðіâíÿòè ÷èñëî à (à > 0, à ≠ 1) ç îäèíèöåþ, ÿêùî:
1) logà5 < logà4,5;          2) logà3,8 > logà3.
Ð î ç â ’ ÿ ç à í í ÿ. 1) Îñêіëüêè logà5 < logà4,5, à 5 > 4,5, òî ìåí-
øîìó çíà÷åííþ àðãóìåíòó âіäïîâіäàє áіëüøå çíà÷åííÿ ôóíê-
öії, îòæå, ôóíêöіÿ ó = logàõ ñïàäíà, à òîìó 0 < à < 1.
2) logà3,8 > logà3, à 3,8 > 3, òîáòî áіëüøîìó çíà÷åííþ àðãó-
ìåíòó âіäïîâіäàє áіëüøå çíà÷åííÿ ôóíêöії. Îòæå, ôóíêöіÿ 
ó = logàõ çðîñòàє, òîìó à > 1.
Â і ä ï î â і ä ü. 1) 0 < à < 1;   2) à > 1.

Ïîðіâíÿòè ÷èñëà a і b, ÿêùî:

1) ; ;     2) ; .

Ð î ç â ’ ÿ ç à í í ÿ. 1) Îñêіëüêè ôóíêöіÿ  – çðîñòàþ÷à, 
òî . Îñêіëüêè ôóíêöіÿ  – ñïàä-

íà, òî . Îòæå, a > 2, b < 2, òîìó 

a > b.

2) Îñêіëüêè , òî a > 1,5. 
Îñêіëüêè , òî b < 1,5.
Îòæå, a > 1,5, à b < 1,5, òîìó a > b.
Â і ä ï î â і ä ü. 1) a > b;   2) a > b.

Çíàéòè îáëàñòü âèçíà÷åííÿ ôóíêöії:

1) ó = log3(2õ – õ2);     2) ó = logõ(4 – õ).
Ð î ç â ’ ÿ ç à í í ÿ. 1) Îáëàñòü âèçíà÷åííÿ áóäåìî øóêàòè ç óìîâè 
2õ – õ2 > 0. Ðîçâ’ÿçàâøè öþ íåðіâíіñòü, îòðèìàєìî: õ ∈ (0; 2).
2) Îáëàñòü âèçíà÷åííÿ äàíîї ôóíêöії çíàéäåìî іç ñèñòåìè:

Приклад 3.

Приклад 4.

Приклад 5.

Приклад 6.
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  Îòæå, .

Â і ä ï î â і ä ü. 1) (0; 2);   2) (0; 1)  (1; 4).

Àíàëіçóþ÷è ðîçòàøóâàííÿ ãðàôіêіâ ëîãàðèôìі÷íîї ôóíêöії äëÿ 
à > 1 і 0 < à < 1 â êîîðäèíàòíіé ïëîùèíі òà їõ âëàñòèâîñòі, ìîæ-
íà äіéòè âèñíîâêó, ùî

ORJab ! �, ÿêùî a і b ðîçòàøîâàíі ïî îäèí áіê âіä ÷èñëà 1, 
òîáòî a ! 1, b ! 1 àáî � � a � 1, � � b � 1; 
ORJab � �, ÿêùî a і b ðîçòà øîâàíі ïî ðіçíі áîêè âіä ÷èñëà 1, 
òîáòî � � a � 1, b ! 1 àáî a ! 1, � � b � 1.

Öå ïðàâèëî äàє çìîãó ïîðіâíþâàòè çíà÷åííÿ ëîãàðèôìіâ ç íó-
ëåì òà ìіæ ñîáîþ.

Íàïðèêëàä, , áî ; log23 > 0, áî 3 > 1, 2 > 1; 

, áî .

Íàïðèêëàä, ëîãàðèôìі÷íà ôóíêöіÿ 
ìîäåëþє òàêі ïðîöåñè, ÿê øâèäêå 
çðîñòàííÿ àáî çàòóõàííÿ, çàêîí çìіíè 
ðîáîòè ãàçó, çàêîí çìіíè ñèëè âіä-
÷óòòÿ âіä ñèëè çáóäæåííÿ (ïñèõîôі-

çè÷íèé çàêîí Âåáåðà), çàêîí çìіíè òèñêó âіä çìіíè âèñîòè, òðè-
âàëіñòü õіìі÷íîї ðåàêöії òîùî. 

Ëîãàðèôìè çàñòîñîâóþòü і ó áàíêіâñüêіé ñïðàâі. ßêùî, íà-
ïðèêëàä, âêëàäíèê âіäêðèâ ó áàíêó äåïîçèò íà ïåâíó ñóìó êî-
øòіâ ïіä 12 % ðі÷íèõ і õî÷å äіçíàòèñÿ ÷åðåç ñêіëüêè ðîêіâ öÿ 
ñóìà ïîäâîїòüñÿ, òî ç’ÿñóâàòè öå ìîæíà çà ôîðìóëîþ ñêëàäíèõ 
âіäñîòêіâ. Ìàòèìåìî: 

, 

òîáòî , îòæå, . 

Òàêèì ÷èíîì, ùîá âêëàäåíà ñóìà êîøòіâ ïîäâîїëàñÿ, âîíà 
ìàє ïåðåáóâàòè â áàíêó òðіøêè áіëüøå 6 ðîêіâ. 

 Яку функцію називають логарифмічною?  Якою є область 
визначення логарифмічної функції?  Яке взаємне розтаɲуван-
ня графіків функцій y = ax і y = logax у координатній площині? 

 Сформулюйте властивості логарифмічної функції, якщо 
� � a � � і якщо a ! �.  Як порівняти logab з нулем?  ȼикористо-
вуючи різні джерела інформації, знайдіть інɲі цікаві застосуван-
ня логарифмічної функції.

ORJab ! �, ÿêùî a і b ðîçòàøîâàíі ïî îäèí áіê âіä ÷èñëà 1, 
òîáòî a ! 1, b ! 1 àáî � � a � 1, � � b � 1; 
ORJab � �, ÿêùî a і b ðîçòà øîâàíі ïî ðіçíі áîêè âіä ÷èñëà 1, 
òîáòî � � a � 1, b ! 1 àáî a ! 1, � � b � 1.

íà äіéòè âèñíîâêó, ùî

ORJ
òîáòî 
ORJ

3. �îãàðèôìі÷íà ôóíêöіÿ 
ÿê ìàòåìàòè÷íà 
ìîäåëü ðåàëüíèõ 
ïðîöåñіâ

 Яку функцію називають логарифмічною?  Якою є область 
визначення логарифмічної функції?  Яке взаємне розтаɲуван-
ня графіків функцій y = ax і y = logax у координатній площині? 

 Сформулюйте властивості логарифмічної функції, якщо 
� � a � � і якщо a ! �.  Як порівняти logab з нулем?  ȼикористо-
вуючи різні джерела інформації, знайдіть інɲі цікаві застосуван-
ня логарифмічної функції.

визначення логарифмічної функції? 
ня графіків функцій 
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Ðîçâ’ÿæiòü çàäà÷i òà âèêîíàéòå âïðàâè
(Óñíî). ßêі ç ôóíêöіé є çðîñòàþ÷èìè, à ÿêі – ñïàäíèìè íà 
(0; +u) (5.1–5.2):

5.1. 1) ó = log0,7õ;    2) ó = log8,5õ;   3)    4) 

5.2. 1) ó = log6,2õ;    2)      3) ó = log0,01õ;   4) 

5.3. Ïîðіâíÿéòå õ і ó, ÿêùî:
1) log5õ > log5ó;       2) log0,17õ > log0,17ó.

5.4. Ïîðіâíÿéòå ò і n, ÿêùî:
1) log0,3ò < log0,3n;    2) log7ò < log7n.

Ïîðіâíÿéòå ÷èñëà (5.5–5.6):
5.5. 1) log0,23 і log0,24;     2) log1517 і log1518.

5.6. 1) log34 і log35;       2) log0,82 і log0,83.

5.7. Äàíî: . Çíàéäіòü: 

1) f(5);      2) f(57);       3) f(0,2);     4) f(1).
5.8. Äàíî: . Çíàéäіòü: 

1) f(9);      2) f(1);        3) ;     4) f(310).

5.9. Äàíî: . Çíàéäіòü: 

1) g(1);      2) ;      3) ;      4) g(81).

5.1�. Äàíî: . Çíàéäіòü: 

1) g(0,2);    2) g(0,008);    3) g(5);       4) g(1).

Ïîáóäóéòå ñõåìàòè÷íî ãðàôіê ôóíêöії òà âêàæіòü її âëàñòè-
âîñòі (5.11–5.12):

5.11. 1) ó = log3õ;           2) 

5.12. 1) ó = log0,6õ;          2) ó = log2,7õ.

Çðîñòàþ÷îþ ÷è ñïàäíîþ íà (0; +u) є ôóíêöіÿ (5.13–5.14):
5.13. 1) ó = logtg43°õ;         2) 

5.14. 1) ;        2) ?

Çíàéäіòü îáëàñòü âèçíà÷åííÿ ôóíêöії (5.15–5.16):
5.15. 1) ó = log7(2õ – 1);      2) ;

 3) ó = log0,1(3õ – õ2);    4) .
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5.16. 1) ó = log5(2 – 3õ);      2) ;

 3) ó = log0,2(õ
2 – 5õ);    4) .

Ïîðіâíÿéòå ç îäèíèöåþ îñíîâó ëîãàðèôìà à (à > 0), ÿêùî (5.17–5.18):
5.17. 1) logà5 < logà10;       2) logà2,3 > logà4.

5.18. 1) logà7 > logà8;        2) logà15 < logà20.

5.19. ßêі ç òî÷îê íàëåæàòü ãðàôіêó ôóíêöії 

      3) Ñ(4; –1);      4) '(16; 2)?

5.2�. ßêі ç òî÷îê íàëåæàòü ãðàôіêó ôóíêöії ó = log3x:

1) À(9; –2);     2) Â(1; 0);        

5.21. Ïîáóäóéòå ãðàôіê ôóíêöії  ßê çìіíþєòüñÿ ó, êîëè 

õ çðîñòàє âіä 1 äî 8?

5.22. Ïîáóäóéòå ãðàôіê ôóíêöії ó = log3õ. ßê çìіíþєòüñÿ ó, êîëè 
õ çðîñòàє âіä 1 äî 9?

Ïîðіâíÿéòå ç íóëåì ÷èñëî (5.23–5.24):

5.23. 1) log57;                 

5.24.                    4) log1918.

Äîñëіäіòü ôóíêöіþ íà ìîíîòîííіñòü (5.25–5.26):
5.25. 1) ;    2) .

5.26. 1) ;    2) .

Ïîðіâíÿéòå ç îäèíèöåþ ÷èñëî à, ÿêùî (5.27–5.28):

5.27. 1) logà7 = 2,19;     2) logà0,9 = –2,7;   

 3) logà5 = –3,1;    4) logà0,17 = 2,5.
5.28. 1) logà5 = –12;     2) logà0,8 = 7;

 3) logà13 = 2,7;     4) logà0,19 = –2,7.

5.29. Ïîáóäóéòå ãðàôіê ôóíêöії ó = log2(õ – 1) òà çàïèøіòü її 
âëàñòèâîñòі.

5.3�. Ïîáóäóéòå ãðàôіê ôóíêöії ó = log3(õ – 2) òà çàïèøіòü її 
âëàñòèâîñòі.

5.31. Ïîáóäóéòå ãðàôіê ôóíêöії  òà çàïèøіòü її 

âëàñòèâîñòі.

5.27.5.27.
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5.32. Ïîáóäóéòå ãðàôіê ôóíêöії  òà çàïèøіòü її 

âëàñòèâîñòі.

Çíàéäіòü íàéìåíøå і íàéáіëüøå çíà÷åííÿ äàíîї ôóíêöії íà äàíî-
ìó ïðîìіæêó (5.33–5.34):

5.33.       5.34.

Çíàéäіòü, íà ÿêîìó ïðîìіæêó ôóíêöіÿ (5.35–5.36):
5.35. 1)  íàáóâàє íàéáіëüøîãî і íàéìåíøîãî çíà÷åíü, 

ùî äîðіâíþþòü âіäïîâіäíî 3 і –2;
2)  íàáóâàє íàéáіëüøîãî і íàéìåíøîãî çíà÷åíü, 

ùî äîðіâíþþòü âіäïîâіäíî 0 і –1.
5.36. 1)  íàáóâàє íàéáіëüøîãî і íàéìåíøîãî çíà÷åíü, 

ùî äîðіâíþþòü âіäïîâіäíî 4 і –1;
2)  íàáóâàє íàéáіëüøîãî і íàéìåíøîãî çíà÷åíü, 

ùî äîðіâíþþòü âіäïîâіäíî 0 і –2.
Ìіæ ÿêèìè äâîìà ïîñëіäîâíèìè öіëèìè ÷èñëàìè ìіñòèòüñÿ ÷èñ-
ëî (5.37–5.38):
5.37. 1) ;     2) ;    3) ;       4) ?

5.38. 1) ;     2) ;     3) ;    4) ?

Ïîðіâíÿéòå ÷èñëà (5.3�–5.4�):

5.39. 1) log34 і 1;    2) logπ3 і 1;      3) 2 і log38,5;    4) 

5.4�. 1) log87 і 1;    2) logπ3,5 і 1;    3) 2 і log310;    4) 

Çíàéäіòü îáëàñòü âèçíà÷åííÿ ôóíêöії (5.41–5.44):

5.41. 1) ó = log2sinõ;               2) 

5.42. 1) ó = log0,5ñîVõ;              2) 

5.43.  1) ;  

 2) ;

 3) ;         4) ;

 5) ;           6) ;

 7) ;     8) .

5.44.  1) ; 

 2) ;

 3) ;           4) ;
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 5) ;             6) ;

 7) ;

 8) .

Ïîáóäóéòå ãðàôіê ôóíêöії (5.45–5.48):

5.45. 1)      2) 

5.46. 1)     2) 

5.47.        5.48.

Çíàéäіòü îáëàñòü âèçíà÷åííÿ ôóíêöії (5.4�–5.5�):
5.49. 1) ó = log0,2(1 – cos õ);    2) ó = logõ–1(9 – õ2).

5.5�. 1) ó = log5(1 + sin õ);     2) ó = logõ+1(4 – õ2).

Ðîçâ’ÿæіòü ãðàôі÷íî ðіâíÿííÿ (5.51–5.52):

5.51. 1) log3õ = 1 – õ;         2) 

5.52. 1) log4õ = 5 – õ;         2) 

Ïîáóäóéòå ãðàôіê ôóíêöії (5.53–5.54):
5.53. 1) ó = 3log3(õ+1);          2) ó = 5log5(õ2–4).

5.54. 1) ó = 4log4(õ–1);          2) ó = 7log7(1–õ2).

Äîñëіäіòü ôóíêöіþ íà ìîíîòîííіñòü (5.55–5.56):
5.55.  1) ;        2) ;

 3) ;       4) .

5.56.  1) ;        2) ;

 3) ;       4) .

Çíàéäіòü óñі çíà÷åííÿ ïàðàìåòðà a, ïðè ÿêèõ ôóíêöіÿ ñïàäàє íà 
âñіé ñâîїé îáëàñòі âèçíà÷åííÿ (5.57–5.58):
5.57. 1) ;        2) .

5.58. 1) ;        2) .

5.59. Ðîçòàøóéòå ÷èñëà ;  і  ó ïîðÿäêó ñïàäàííÿ.

5.6�. Ðîçòàøóéòå ÷èñëà ;  і  â ïîðÿäêó çðîñòàííÿ.

Äîñëіäіòü ôóíêöіþ íà ïàðíіñòü (5.61–5.62):

5.61. 1) ;    2) .
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5.62. 1) ;       2) .

Çíàéäіòü íàéáіëüøå çíà÷åííÿ ôóíêöії íà äàíîìó ïðîìіæêó 
(5.63–5.64):

5.63. 1) ; x ∈ [0; 7];    2) ; x ∈ [1; 3].

5.64. 1) ; x ∈ [3; 5];   2) ; x ∈ [1; 13].

Çíàéäіòü íàéìåíøå çíà÷åííÿ ôóíêöії (5.65–5.66):

5.65. 1) ;          2) .

5.66. 1) ;         2) .

5.67. Çíàéäіòü ìíîæèíó çíà÷åíü ôóíêöії , 

âèçíà÷åíîї íà ïðîìіæêó [–1; 29].

5.68. Çíàéäіòü ìíîæèíó çíà÷åíü ôóíêöії , 

âèçíà÷åíîї íà ïðîìіæêó [–96; 3].

Ïîáóäóéòå ãðàôіê ôóíêöії (5.6�–5.��):

5.69. 1) ;      2) ;

 3) ;      4) .

5.��. 1) ;      2) ;

 3) ;      4) .

Ðîçâ’ÿæіòü ãðàôі÷íî ðіâíÿííÿ (5.71–5.72):

5.71. 1) ;        2) .

5.72. 1) ;    2) .

Çíàéäіòü êіëüêіñòü êîðåíіâ ðіâíÿííÿ (5.73–5.74): 
5.73. .     5.74. .

5.75. Çíàéäіòü óñі çíà÷åííÿ ïàðàìåòðà D, ùî íàëåæàòü ïðî-
ìіæêó (2; 5), ïðè êîæíîìó ç ÿêèõ іñíóє õî÷à á îäíå çíà-
÷åííÿ x ç ïðîìіæêó [2; 3], ÿêå çàäîâîëüíÿє ðіâíÿííÿ 

.

5.76. Çíàéäіòü óñі çíà÷åííÿ ïàðàìåòðà D, ùî íàëåæàòü ïðî-
ìіæêó (2; 7), ïðè êîæíîìó ç ÿêèõ іñíóє õî÷à á îäíå çíà-
÷åííÿ x ç ïðîìіæêó [1; 2], ÿêå çàäîâîëüíÿє ðіâíÿííÿ 
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.

5.77. Âіäîìî, ùî îäíієþ öèãàðêîþ íà äåíü äîðîñëà ëþäèíà 
âêîðî÷óє ñâіé âіê íà 10 õâ, à ïіäëіòîê – íà 12 õâ. Íà ñêіëü-

êè âêîðîòèòü ñâіé âіê ñòàðøîêëàñíèê Ñåðãіé Áîâäóðåíêî çà ìі-
ñÿöü, ó ÿêîìó 22 íàâ÷àëüíèõ äíі, âèêóðþþ÷è ïî îäíіé öèãàðöі 
ïî äîðîçі äî øêîëè і íà çâîðîòíîìó øëÿõó?

5.78. (Îëіìïіàäà Íüþ-�îðêà, 19�3 ð.) Çíàéäіòü óñі çíà÷åííÿ õ, 

äå , ùî çàäîâîëüíÿþòü ðіâíÿííÿ .

1. Óêàæіòü ôóíêöіþ, ãðàôіê ÿêîї ïàðàëåëüíèé ãðàôіêó 
ôóíêöії ó = 7õ – 5.

À Á Â Ã Ä

y = –7x + 5 y = –5 y = 7x + 2 y = 7

2. Çíàéäіòü êîðіíü ðіâíÿííÿ 0,22õ–1 = 0,008.

À Á Â Ã Ä

0 0,5 1 1,5 2

3. Çíàéäіòü ó′(–2), ÿêùî 

À Á Â Ã Ä

–2 –4 –5 5 1

4. Ñïðîñòіòü âèðàç 

À Á Â Ã Ä

0 2cosD sinD 2sinD sinD + cosD

5. (àn) – àðèôìåòè÷íà ïðîãðåñіÿ, à1 = 1, à3 = 9. Çíàé-
äіòü à2.

À Á Â Ã Ä

5 3 3 àáî –3 5 àáî –5 –3

1. Óêàæіòü ôóíêöіþ, ãðàôіê ÿêîї ïàðàëåëüíèé ãðàôіêó 
ôóíêöії ó = 7õ – 5.

À Á Â Ã Ä

y = –7x + 5 y = –5 y = 7x + 2 y = 7

2. Çíàéäіòü êîðіíü ðіâíÿííÿ 0,22õ–1 = 0,008.

À Á Â Ã Ä

0 0,5 1 1,5 2

3. Çíàéäіòü ó′(–2), ÿêùî 

À Á Â Ã Ä

–2 –4 –5 5 1

4. Ñïðîñòіòü âèðàç 

À Á Â Ã Ä

0 2cosD sinD 2sinD sinD + cosD

5. (àn) – àðèôìåòè÷íà ïðîãðåñіÿ, à1 = 1, à3 = 9. Çíàé-
äіòü à2.

À Á Â Ã Ä

5 3 3 àáî –3 5 àáî –5 –3

ПППЕРЕВІРТЕ СВОЮ КОМПЕТЕНТНІСТЬЕРЕВІРТЕ СВОЮ КОМПЕТЕНТНІСТЬ
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6. Ó êîðîáöі 6 áіëèõ êóëüîê і êіëüêà ÷îðíèõ. Ñêіëüêè 
÷îðíèõ êóëüîê ó êîðîáöі, ÿêùî éìîâіðíіñòü òîãî, ùî âè-
áðàíà íàâìàííÿ êóëüêà є áіëîþ, äîðіâíþє 0,6?

À Á Â Ã Ä

1 2 3 4 5

7. Óñòàíîâіòü âіäïîâіäíіñòü ìіæ íåðіâíіñòþ (1–4) òà 
ìíîæèíîþ її ðîçâ’ÿçêіâ (À–Ä).

Íåðіâíіñòü Ìíîæèíà ðîçâ’ÿçêіâ

1 À

Á

Â

Ã

Ä

(–u; –3)

(–u; 3]

(–u; 3)

(–3; +u)

[3; +u)

2

3

4

�. Çíàéäіòü íàéáіëüøå çíà÷åííÿ ôóíêöії 

9. Îá÷èñëіòü .

ɅОȽАРИɎМІЧНІ 
РІВНЯННЯ

Ðіâíÿííÿ íàçèâàþòü ëîãàðèôìі÷íèì, ÿêùî çìіííà 
ìіñòèòüñÿ ïіä çíàêîì ëîãàðèôìà.

Ëîãàðèôìі÷íèìè, íàïðèêëàä, є ðіâíÿííÿ:
log5õ = –1;   log2õ + log4õ = 7;   lg(3 – õ) = lg(2 + õ2) òîùî.
Ðîçãëÿíåìî äåÿêі âèäè ëîãàðèôìі÷íèõ ðіâíÿíü òà ìåòîäè їõ 

ðîçâ’ÿçóâàííÿ.

Íàéïðîñòіøèì ââàæàþòü ëîãàðèô-
ìі÷íå ðіâíÿííÿ âèãëÿäó

logàõ = b.

Ôóíêöіÿ ó = logàõ çðîñòàє àáî ñïàäàє íà âñіé ñâîїé îáëàñòі 
âèçíà÷åííÿ, à òîìó êîæíîãî ñâîãî çíà÷åííÿ íàáóâàє ëèøå îäèí 
ðàç. Îñêіëüêè ìíîæèíîþ çíà÷åíü ôóíêöії ó = logàõ є ìíîæèíà 
âñіõ äіéñíèõ ÷èñåë, òî ðіâíÿííÿ logàõ = b ìàє єäèíèé êîðіíü ïðè 
áóäü-ÿêîìó b, ÿêèé ìîæíà çíàéòè, âèêîðèñòîâóþ÷è îçíà÷åííÿ 
ëîãàðèôìà: õ = àb.

6. Ó êîðîáöі 6 áіëèõ êóëüîê і êіëüêà ÷îðíèõ. Ñêіëüêè 
÷îðíèõ êóëüîê ó êîðîáöі, ÿêùî éìîâіðíіñòü òîãî, ùî âè-
áðàíà íàâìàííÿ êóëüêà є áіëîþ, äîðіâíþє 0,6?

À Á Â Ã Ä

1 2 3 4 5

7. Óñòàíîâіòü âіäïîâіäíіñòü ìіæ íåðіâíіñòþ (1–4) òà 
ìíîæèíîþ її ðîçâ’ÿçêіâ (À–Ä).

Íåðіâíіñòü Ìíîæèíà ðîçâ’ÿçêіâ

1 À

Á

Â

Ã

Ä

(–u; –3)

(–u; 3]

(–u; 3)

(–3; +u)

[3; +u)

2

3

4

�. Çíàéäіòü íàéáіëüøå çíà÷åííÿ ôóíêöії 

9. Îá÷èñëіòü .

ɅОȽАРИɎМІЧНІ 
РІВНЯННЯ§ 6. § 6. 

Ðіâíÿííÿ íàçèâàþòü ëîãàðèôìі÷íèì, ÿêùî çìіííà 
ìіñòèòüñÿ ïіä çíàêîì ëîãàðèôìà.

Ëîãàðèôìі÷íèìè, íàïðèêëàä, є ðіâíÿííÿ:

Ðіâíÿííÿ
ìіñòèòüñÿ ïіä çíàêîì ëîãàðèôìà.

1. Íàéïðîñòіøі 
ëîãàðèôìі÷íі ðіâíÿííÿ
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Ðîçâ’ÿçàòè ðіâíÿííÿ: 

1) log2õ = –3;        2) log5(õ –1) = 2;      3) 

Ð î ç â ’ ÿ ç à í í ÿ.

1) log2õ = –3; 

  õ = 2–3; 

  .

Â і ä ï î â і ä ü. .

2) log5(õ –1) = 2; 

  õ – 1 = 52; 

  õ – 1 = 25; 

  õ = 26.

Â і ä ï î â і ä ü. .
  

  

  

Â і ä ï î â і ä ü. .

Îáëàñòü äîïóñòèìèõ çíà÷åíü çìіííîї 
â ðіâíÿííі logàf(õ) = logàg(õ) çíàõî-

äèìî іç ñèñòåìè íåðіâíîñòåé 

Îñêіëüêè ôóíêöіÿ ó = logàõ – ìîíîòîííà ïðè õ > 0 (çðîñòàє 
ïðè à > 1 і ñïàäàє ïðè 0 < à < 1) і êîæíîãî ñâîãî çíà÷åííÿ íàáó-
âàє ëèøå îäèí ðàç, òî íà ñâîїé ÎÄÇ ðіâíÿííÿ logàf(õ) = logàg(õ) 
ðіâíîñèëüíå ðіâíÿííþ f(õ) = g(õ).

Òîäі ìîæíà äіéòè âèñíîâêó, ùî ðіâíÿííÿ logàf(õ) = logàg(õ) 
ðіâíîñèëüíå ñèñòåìі

Î÷åâèäíî, ùî ðіâíÿííÿ f(õ) = g(õ) äàє ìîæëèâіñòü âèëó÷èòè іç 
ñèñòåìè îäíó ç íåðіâíîñòåé, f(õ) > 0 àáî g(õ) > 0, àäæå ÿêùî çà 
íàÿâíîñòі öüîãî ðіâíÿííÿ ñïðàâäæóєòüñÿ îäíà ç íèõ, àâòîìàòè÷-
íî ñïðàâäæóâàòèìåòüñÿ é іíøà íåðіâíіñòü.

Îòæå, îñòàòî÷íî îòðèìàєìî:

ðіâíÿííÿ ORJaf(x) = ORJag(x) ðіâíîñèëüíå êîæíіé іç ñèñòåì

  àáî  

Çàóâàæèìî, ùî ç íåðіâíîñòåé f(õ) > 0 àáî g(õ) > 0 âèáèðàєìî 
òó, ÿêó áóäå ëåãøå ðîçâ’ÿçàòè. ßêùî æ îáèäâі íåðіâíîñòі є ñêëàä-
íèìè äëÿ ðîçâ’ÿçàííÿ, òî, ðîçâ’ÿçàâøè ðіâíÿííÿ f(õ) = g(õ), âè-
áèðàєìî ç îòðèìàíèõ êîðåíіâ òі, ùî çàäîâîëüíÿòèìóòü õî÷à á 
îäíó іç öèõ íåðіâíîñòåé.

Ðîçâ’ÿçàòè ðіâíÿííÿ log2(õ
2 + 2õ – 7) = log2(õ – 1).

Приклад 1.

2. Ðіâíÿííÿ âèãëÿäó 
ORJàf(õ) = ORJàg(õ)

ðіâíÿííÿ ORJaf(f(f x) = ORJagaga (x) ðіâíîñèëüíå êîæíіé іç ñèñòåì

  àáî  

Îòæå, îñòàòî÷íî îòðèìàєìî:

ðіâíÿííÿ ORJ

Приклад 2.
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Ð î ç â ’ ÿ ç à í í ÿ. Ðіâíÿííÿ ðіâíîñèëüíå ñèñòåìі:

  òîáòî 

Ðîçâ’ÿçàâøè ðіâíÿííÿ õ2 + õ – 6 = 0, ìàòèìåìî: õ1 = 2; õ2 = –3. 
Ïåðøèé êîðіíü çàäîâîëüíÿє óìîâó õ > 1, à äðóãèé – íі. Îòæå, 
÷èñëî 2 – єäèíèé êîðіíü ðіâíÿííÿ.
Â і ä ï î â і ä ü. 2.

Ðіâíÿííÿ âèãëÿäó logàf(õ) = g(õ) 
ðіâíîñèëüíå ðіâíÿííþ f(õ) = àg(õ). 
Çàóâàæèìî, ùî ðіâíіñòü f(õ) = àg(õ)

îçíà÷àє, ùî f(õ) > 0, òîìó ðîçâ’ÿçóâàòè íåðіâíіñòü f(õ) > 0 äëÿ 
çíàõîäæåííÿ ÎÄÇ çìіííîї â ðіâíÿííі íåìàє ïîòðåáè.

Ðîçâ’ÿçàòè ðіâíÿííÿ log3(9
õ + 18) = õ + 2.

Ð î ç â ’ ÿ ç à í í ÿ. Ìàєìî ðіâíÿííÿ, ðіâíîñèëüíå äàíîìó: 
9õ + 18 = 3õ+2, òîáòî 9õ – 32 · 3õ + 18 = 0. 
Íåõàé 3õ = t, t > 0, ìàєìî ðіâíÿííÿ: t2 – 9t + 18 = 0, çâіä-
ñè t1 = 3; t2 = 6. Ïîâåðòàєìîñÿ äî çàìіíè: 3õ = 3, òîìó õ = 1; 
3õ = 6, òîìó õ = log36. Àëå log36 = log3(3 · 2), òîìó õ = 1 + log32.
Â і ä ï î â і ä ü. 1; 1 + log32.

Ùîá çâåñòè ëîãàðèôìі÷íå ðіâíÿííÿ, 
ùî íå є íàéïðîñòіøèì і ìіñòèòü äâà і 
áіëüøå ëîãàðèôìіâ çі çìіííîþ, äî 
íàéïðîñòіøîãî, äîöіëüíî äîòðèìóâà-
òèñÿ òàêîї ïîñëіäîâíîñòі äіé:

1) Çíàéòè îáëàñòü äîïóñòèìèõ çíà÷åíü çìіííîї â ðіâíÿííі.
2) Çà äîïîìîãîþ âëàñòèâîñòåé ëîãàðèôìіâ çâåñòè ðіâíÿí-
íÿ äî îäíîãî ç âèäіâ, ùî ìè ðîçãëÿíóëè âèùå.
3) Ðîçâ’ÿçàòè îòðèìàíå ðіâíÿííÿ, ïåðåâіðèòè íàëåæíіñòü 
îòðèìàíèõ êîðåíіâ îáëàñòі äîïóñòèìèõ çíà÷åíü çìіííîї.
4) Çàïèñàòè âіäïîâіäü.

Ðîçâ’ÿçàòè ðіâíÿííÿ log5(õ – 3) + log5(õ + 1) = 1.

Ð î ç â ’ ÿ ç à í í ÿ. 1) ÎÄÇ çìіííîї â ðіâíÿííі çíàéäåìî iç ñè  ñ-

òåìè íåðіâíîñòåé   Ìàєìî ÎÄÇ: 

2) Âèêîðèñòîâóþ÷è âëàñòèâіñòü logà(bñ) = logàb + logàñ, ïåðåïè-
øåìî ðіâíÿííÿ ó âèãëÿäі log5((õ – 3)(õ + 1)) = 1.
3) Íà ÎÄÇ îòðèìàíå ðіâíÿííÿ ðіâíîñèëüíå ðіâíÿííþ 
(õ – 3)(õ + 1) = 51, ñïðîñòèâøè ÿêå, îòðèìàєìî êâàäðàòíå ðіâ-
íÿííÿ: õ2 – 2õ – 8 = 0 òà éîãî êîðåíі: õ1 = –2; õ2 = 4. Î÷åâèäíî, 
ùî ç íèõ òіëüêè ÷èñëî 4 íàëåæèòü ÎÄÇ.   Â і ä ï î â і ä ü. 4.

3. Ðіâíÿííÿ âèãëÿäó 
ORJàf(õ) = J(õ)

Приклад 3.

4. Çâåäåííÿ ðіâíÿíü äî 
íàéïðîñòіøèõ çà 
äîïîìîãîþ âëàñòèâîñòåé 
ëîãàðèôìіâ

1) Çíàéòè îáëàñòü äîïóñòèìèõ çíà÷åíü çìіííîї â ðіâíÿííі.
2) Çà äîïîìîãîþ âëàñòèâîñòåé ëîãàðèôìіâ çâåñòè ðіâíÿí-
íÿ äî îäíîãî ç âèäіâ, ùî ìè ðîçãëÿíóëè âèùå.
3) Ðîçâ’ÿçàòè îòðèìàíå ðіâíÿííÿ, ïåðåâіðèòè íàëåæíіñòü 
îòðèìàíèõ êîðåíіâ îáëàñòі äîïóñòèìèõ çíà÷åíü çìіííîї.
4) Çàïèñàòè âіäïîâіäü.

1) Çíàéòè îáëàñòü äîïóñòèìèõ çíà÷åíü çìіííîї â ðіâíÿííі.
2) Çà äîïîìîãîþ âëàñòèâîñòåé ëîãàðèôìіâ çâåñòè ðіâíÿí-
íÿ äî îäíîãî ç âèäіâ, ùî ìè ðîçãëÿíóëè âèùå.

Приклад 4.



69

Показникова та логарифмічна функції

Ðîçâ’ÿçàòè ðіâíÿííÿ log2(õ + 2) – log2(õ – 1) = 1.

Ð î ç â ’ ÿ ç à í í ÿ. 1) Îáëàñòü äîïóñòèìèõ çíà÷åíü çìіííîї â ðіâ-

íÿííі çíàéäåìî iç ñè ñòåìè   Ìàєìî ÎÄÇ: x > 1.

2) Ïîìíîæèìî îáèäâі ÷àñòèíè ðіâíÿííÿ íà 2, ùîá ïîçáóòèñÿ 
äðîáîâèõ êîåôіöієíòіâ, îòðèìàєìî: log2(õ + 2) – 2log2(õ – 1) = 2.
Çà âëàñòèâіñòþ logàõ

ð = ðlogàõ ïåðåïèøåìî ðіâíÿííÿ ó âèãëÿäі:

log2(õ + 2) – log2(õ – 1)2 = 2, à çà âëàñòèâіñòþ 

ðіâíÿííÿ íàáóäå âèãëÿäó: 

3) Ìàєìî: . Ïåðåïèøåìî ðіâíÿííÿ ó âèãëÿäі: 

 òà çíàéäåìî éîãî êîðåíі:  Îáëàñòі 

äîïóñòèìèõ çíà÷åíü íàëåæèòü ëèøå ïåðøèé êîðіíü – ÷èñëî 2.
Â і ä ï î â і ä ü. 2.

Ðîçâ’ÿçàòè ðіâíÿííÿ .
Ð î ç â ’ ÿ ç à í í ÿ. 1) Çíàéäåìî ÎÄÇ çìіííîї â ðіâíÿííі. Ìàєìî:

 òîáòî 

2) Ïåðåïèøåìî ðіâíÿííÿ ó âèãëÿäі: 
òà îòðèìàєìî ðіâíÿííÿ-íàñëіäîê ïî÷àòêîâîãî ðіâíÿííÿ: 

, çâіäêè ìàòèìåìî, ùî . 
Òîäі:

 òîáòî 

Êîðåíÿìè ïåðøîãî ðіâíÿííÿ ç îòðèìàíîї ñóêóïíîñòі ðіâíÿíü 
є ÷èñëà , ç ÿêèõ ëèøå  íàëåæèòü ÎÄÇ. Êîðåíåì 
äðóãîãî ðіâíÿííÿ ñóêóïíîñòі є ÷èñëî 2, ÿêå òåæ íàëåæèòü ÎÄÇ.
Â і ä ï î â і ä ü. ; 2.

×àñòî ëîãàðèôìі÷íå ðіâíÿííÿ ìîæíà 
çâåñòè äî àëãåáðàї÷íîãî çàìіíîþ çìіí-
íîї, íàïðèêëàä t = logaf(x).

Ðîçâ’ÿçàòè ðіâíÿííÿ log4
2(õ – 1) + log4(õ – 1) – 2 = 0.

Ð î ç â ’ ÿ ç à í í ÿ. Íåõàé log4(õ – 1) = t, ìàєìî ðіâíÿííÿ:

t2 + t – 2 = 0, êîðåíі ÿêîãî t1 = 1 і t2 = –2.

Приклад 5.

Приклад 6.

5. Çàìіíà çìіííîї 
ó ëîãàðèôìі÷íèõ 
ðіâíÿííÿõ

Приклад 7.
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Ïîâåðòàєìîñÿ äî çàìіíè: 
1) t = 1, òîäі log4(õ – 1) = 1, òîáòî õ – 1 = 41, îòæå, õ = 5;

2) t = –2, òîäі log4(õ – 1) = –2, òîáòî õ – 1 = 4–2, îòæå, 

Â і ä ï î â і ä ü. 5; 

Ðîçâ’ÿçàòè ðіâíÿííÿ log2õ + 3logõ2 = 4.

Ð î ç â ’ ÿ ç à í í ÿ. Îñêіëüêè , äå à > 0, à ≠ 1, b > 0, 

b ≠ 1, òî çà óìîâè õ > 0, õ ≠ 1 ðіâíÿííÿ íàáóäå âèãëÿäó:

Íåõàé log2õ = t, îòðèìàєìî ðіâíÿííÿ , êîðåíі ÿêîãî 

t1 = 1; t2 = 3. 
Ïîâåðòàєìîñÿ äî çàìіíè: 
1) t = 1, òîäі log2õ = 1, îòæå, õ = 2; 
2) t = 3, òîäі log2õ = 3, îòæå, õ = 8.
Â і ä ï î â і ä ü. 2; 8.

Ðîçâ’ÿçàòè ðіâíÿííÿ . 

Ð î ç â ’ ÿ ç à í í ÿ. Çâåäåìî âñі ëîãàðèôìè â ëіâіé ÷àñòèíі ðіâ-

íÿííÿ äî îñíîâè 9, îòðèìàєìî: .

Îñêіëüêè x > 0, òî . Ìàєìî:

.

Íåõàé , ìàєìî ðіâíÿííÿ: .

Çâіäñè ;  (ðîçâ’ÿæіòü ðіâíÿííÿ ñàìîñòіéíî).

Ïîâåðòàєìîñÿ äî çàìіíè: 

Òîäі  òîáòî  Îòæå, 

Â і ä ï î â і ä ü. 3; .

Приклад 8.

Приклад 9.
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ßêùî îáèäâі ÷àñòèíè ðіâíÿííÿ 
 äîäàòíі, òî, ïðîëîãàðèô-

ìóâàâøè îáèäâі éîãî ÷àñòèíè çà îñíî-
âîþ a òà âðàõóâàâøè ìîíîòîííіñòü ôóíêöії  (ÿê äëÿ 
0 < a < 1, òàê і äëÿ a > 1), îòðèìàєìî ðіâíÿííÿ , 
ðіâíîñèëüíå äàíîìó. Ïðè öüîìó îñíîâó a (a > 0; a ≠ 1) âèáèðàєìî 
òàê, ùîá îòðèìàòè ðіâíÿííÿ, ìåíø ñêëàäíå çà ïî÷àòêîâå.

Íàé÷àñòіøå ìåòîä ëîãàðèôìóâàííÿ çàñòîñîâóþòü äî ðіâíÿíü, 
ùî ìіñòÿòü âèðàçè âèãëÿäó  òà(àáî) (h(x))\(x), äå M(x) òà 

 – äå ÿêі ëîãàðèôìі÷íі âèðàçè. 

Ðîçâ’ÿçàòè ðіâíÿííÿ .
Ð î ç â ’ ÿ ç à í í ÿ. Îáèäâі ÷àñòèíè ðіâíÿííÿ äîäàòíі, òîìó ìîæå-
ìî їõ ïðîëîãàðèôìóâàòè. Î÷åâèäíî, ùî ëîãàðèôìóâàòè äîöіëü-
íî çà îñíîâîþ 4, õî÷à ìîæíà áóëî і çà îñíîâîþ 2, ïðîòå íàì ïî-
òðіáíî îòðèìàòè ÿêîìîãà áіëüø ïðîñòå ðіâíÿííÿ. Îòæå, ìàє ìî: 

, çâіäêè, çà âëàñòèâîñòÿìè ëîãà-

ðèôìіâ, îòðèìàєìî: . 
Íà ïåðøèé ïîãëÿä ðіâíÿííÿ íіáèòî ñòàëî ãðîìіçäêèì, àëå éîãî 
ëåãêî ðîçâ’ÿçàòè çàìіíîþ çìіííîї.
Íåõàé . Ìàєìî ðіâíÿííÿ: , ïіñëÿ 
ñïðîùåííÿ ÿêîãî îòðèìàєìî êâàäðàòíå ðіâíÿííÿ , 
êîðåíі ÿêîãî ; .

Ïîâåðòàєìîñÿ äî çàìіíè:  Òîäі  òîáòî 

Â і ä ï î â і ä ü. 4096; 4.

 Яке рівняння називають логарифмічним?  Як розв’язати 
рівняння вигляду logax = b?  Як розв’язати рівняння вигляду 
logaf( x� = logag( x�?  Як розв’язати рівняння вигляду logaf( x� = g( x�? 

 Як звести рівняння до найпростіɲого?  Якою заміною змінної 
логарифмічне рів няння можна звести до алгеб раїчного?

Ðîçâ’ÿæiòü çàäà÷i òà âèêîíàéòå âïðàâè
Ðîçâ’ÿæіòü ðіâíÿííÿ (6.1–6.1�):

6.1. 1) log2õ = 1;   2)     3) log5õ = –1;   4) log7õ = 2.

6.2. 1) log3õ = 2;    2) log7õ = 0;    3)      4) log6õ = –1.

6. Ìåòîä 
ëîãàðèôìóâàííÿ

Приклад 10.

 Яке рівняння називають логарифмічним?  Яке рівняння називають логарифмічним?  Яке рівняння називають логарифмічним?  Яке рівняння називають логарифмічним?  Яке рівняння називають логарифмічним?  Як розв’язати  Як розв’язати  Як розв’язати  Як розв’язати  Як розв’язати 
рівняння вигляду logax = b?  Як розв’язати рівняння вигляду  Як розв’язати рівняння вигляду  Як розв’язати рівняння вигляду  Як розв’язати рівняння вигляду  Як розв’язати рівняння вигляду 
logaf( x� = logag( x�?  Як розв’язати рівняння вигляду  Як розв’язати рівняння вигляду  Як розв’язати рівняння вигляду  Як розв’язати рівняння вигляду  Як розв’язати рівняння вигляду logaf( x� = g( x�? 

 Як звести рівняння до найпростіɲого?  Якою заміною змінної 
логарифмічне рів няння можна звести до алгеб раїчного?

рівняння вигляду 
log
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6.3. 1) log2(õ – 1) = log217;        2) 

6.4. 1)          2) log4(õ – 3) = log47.

6.5.              

              4) log4(õ
2 + 3õ + 1) = 0.

6.6.              

          4) log5(õ
2 – 4õ + 1) = 0.

6.7.   

2) log5(õ + 1) = log5(3õ + 4);

    4) log7(õ
2 + 1) = log7(2õ + 7).

6.8.      2) log0,8(õ + 2) = log0,8(2õ + 5);

3) log4(õ
2 – 4) = log4(5õ – 10);  

4) log19(õ
2 + 4) = log19(õ + 4).

6.�. 1) log3
2õ + 2log3õ – 3 = 0;     2) 

6.1�. 1) log5
2õ – 2log5õ + 1 = 0;    2) 

Çíàéäіòü àáñöèñè òî÷îê ïåðåòèíó ãðàôіêіâ ôóíêöіé (6.11–6.12):
6.11. y = log2(x

2 + 7x) і y = 3.      6.12.

Çíàéäіòü òî÷êó ïåðåòèíó ãðàôіêіâ ôóíêöіé (6.13–6.14):
6.13. і

6.14. ó = log5(õ + 4) і ó = log5(2õ + 3).

Ðîçâ’ÿæіòü ðіâíÿííÿ (6.15–6.32):

6.15.  1) log3õ
2 + log3õ

3 = 10;     2) 

6.16.  1) log2õ
7 + log2õ = 24;      2) 

6.17.  1) ;        2) ;

 3) ;      4) .
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6.18.  1) ;            2) ;

 3) ;         4) .

6.19.  1) ;                2) .

6.2�.  1) ;               2) .

6.21. 1) ;     2) .

6.22. 1) ;        2) .

6.23. 1) 2log8(õ + 1) = log8(4õ + 1);   

     2) 

6.24.  1)     2) 

6.25.  1) log2(3 · 2õ – 4) = õ;         2) log7(7
õ–1 – 42) = õ – 2.

6.26.  1) log3(4 · 3õ – 27) = õ;        2) log5(5
õ+2 – 20) = õ + 1.

6.27. 1) log3(õ + 1) + log3(2õ – 1) = 2; 

 2) log7(2õ – 1) = 2log73 – log7(õ – 4);
 3) log3(3 – õ) – 1 = 2log32 – log3(4 – õ); 
 4) log2(2õ – 1) + log2(õ + 1) = log2(õ + 2) + 2.

6.28.  1) log5(õ – 4) + log5(10 –õ) = 1; 
 2) log2(õ + 2) + log2(õ + 3) = log23 + 1;
 3) lg(õ – 1) – 2 = lg(2õ – 11) – lg50;
 4) log3(õ + 3) + 1 = log3(3õ – 1) + log3(õ + 1).

6.29.  1) ;

 2) ;

 3) ;

 4) ;

 5) ;

 6) ;
 7) ;

 8) .

6.3�.  1) ;

 2) ;
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 3) ;

 4) ;
 5) ;
 6) ;
 7) ;
 8) .

6.31.  1) log7
2 (õ + 1) – 2log7(õ + 1) – 3 = 0;

 2) log2
2õ – log2õ

2 – 8 = 0;

6.32.  1) log5
2(õ – 2) + 3log5(õ – 2) – 4 = 0;

 2) log4
2õ – log4õ

3 = 0;

6.33.  Çíàéäіòü öіëі êîðåíі ðіâíÿííÿ 

Ðîçâ’ÿæіòü ðіâíÿííÿ (6.34–6.43):

6.34.  1) ;     2) ;

 3) ;

 4) .

6.35. 1) ;

 2) ;

 3) ;      4) .

6.36.  1) ;        2) ;

 3) ;   4) .
6.37.  1) ;         2) ;

 3) ; 
 4) .

6.38.  1) ;         2) ;
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 3) ;        4) .
6.39.  1) ;         2) ;

 3) ;        4) .

6.4�.  log3(16õ – 3) + log3(16õ – 1) = 1.

6.41.  log2(9
õ – 1) + log2(9

õ – 2) = 1.

6.42.  log7(3õ – 6) + log72 = log7(õ – 2).

6.43.   log3(3õ + 1) – log32 = log3(õ – 3).

Ñêіëüêè êîðåíіâ ìàє ðіâíÿííÿ (6.44–6.45):

6.44.             6.45.  

Çíàéäіòü ìíîæèíó êîðåíіâ ðіâíÿííÿ (6.46–6.62):

6.46.       

6.47.       

6.48.  1) |õ| · log2õ = 4õ;       2) 

6.49.  1) ;      2) ;

 3) ;       4) .
6.5�.  1) ;       2) ;

 3) ;        4) .

6.51.  1) ;  2) ;

 3) ;      4) .

6.52.  1) ;    2) ;

 3) ;       4) .

6.53.  1) ;      2) ;      3) ; 

 4) ;  5) ;   6) .

6.54.  1) ;    2) ;

 3) ;     4) ;
 5) ;   6) .

6.55.  1) ; 

 2) ;
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 3) . 

6.56.  1) ;

 2) .

6.57.  1) ;     2) .

6.58. 1) ;      2) .

6.59. 1) ;      2) .

6.6�. .

6.61. .

6.62. .

Çíàéäіòü óñі êîðåíі ðіâíÿííÿ (6.63–6.64):

6.63.  1) ;

 2) .

6.64.  1) ; 

 2) .
6.65. Çíàéäіòü íàéìåíøèé êîðіíü ðіâíÿííÿ:

1) ;

2) .

6.66. Çíàéäіòü íàéáіëüøèé êîðіíü ðіâíÿííÿ:

1) ;

2) .

Ðîçâ’ÿæіòü ðіâíÿííÿ (6.67–6.68):
6.67.  1) ;

 2) .



77

Показникова та логарифмічна функції

6.68.  1) ;

 2) .

6.69. Çíàéäіòü ìíîæèíó êîðåíіâ ðіâíÿííÿ (6.6�–6.��):
1) ;

2) .

6.��.  1) ;

 2) .

6.71. Ïðîæèòêîâèé ìіíіìóì â Óêðàїíі ó ãðóäíі 2018 ðîêó 
ñòàíîâèâ 1921 ãðí íà ïðàöåçäàòíó îñîáó, 1626 ãðí – íà äі-

òåé âіêîì äî 6 ðîêіâ і 2027 ãðí – íà äіòåé âіêîì âiä 6 äî 18 ðîêiâ. 
Ðîäèíà ñêëàäàєòüñÿ ç 5 îñіá: òàòî, ìàìà, Êàòðóñÿ (4 ðîêè) òà øêî-
ëÿðі Ìàðі÷êà (13 ðîêіâ) òà Ñàøêî (8 ðîêіâ). ßêèì ìàє áóòè äîõіä 
ðîäèíè çà ãðóäåíü 2018 ðîêó, ùîá âіí äîðіâíþâàâ:

1) ïðîæèòêîâîìó ìіíіìóìó;
2) 1,5 ïðîæèòêîâèì ìіíіìóìàì;
3) 2 ïðîæèòêîâèì ìіíіìóìàì?

6.72. (Íàöіîíàëüíà îëіìïіàäà Óãîðùèíè). Ïîäàéòå âèðàç 
 ó âèãëÿäі äîáóòêó.

1. Óêàæіòü ìàëþíîê, íà ÿêîìó çîáðàæåíî ãðàôіê ïàð-
íîї ôóíêöії.

À Á Â Ã Ä

2. Ñêіëüêè öіëèõ ðîçâ’ÿçêіâ ìàє íåðіâíіñòü 0,3õ2+õ > 0,09?

À Á Â Ã Ä

æîäíîãî îäèí äâà òðè áåçëі÷

1. Óêàæіòü ìàëþíîê, íà ÿêîìó çîáðàæåíî ãðàôіê ïàð-
íîї ôóíêöії.

À Á Â Ã Ä

2. Ñêіëüêè öіëèõ ðîçâ’ÿçêіâ ìàє íåðіâíіñòü 0,3õ2+õ > 0,09?

À Á Â Ã Ä

æîäíîãî îäèí äâà òðè áåçëі÷

ПППЕРЕВІРТЕ СВОЮ КОМПЕТЕНТНІСТЬЕРЕВІРТЕ СВОЮ КОМПЕТЕНТНІСТЬ
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3. Òіëî ðóõàєòüñÿ ïðÿìîëіíіéíî çà çàêîíîì s(t) = t2 – 14t
(t âèìіðþєòüñÿ â ñåêóíäàõ, s – ó ìåòðàõ). Ó ÿêèé ìîìåíò 
÷àñó òіëî çóïèíèòüñÿ?

À Á Â Ã Ä

t = 1 ñ t = 7 ñ t = 14 ñ t = 18 ñ t = 20 ñ

4. Ìіæ ÿêèìè ïîñëіäîâíèìè öіëèìè ÷èñëàìè ìіñòèòüñÿ 

÷èñëî 

À Á Â Ã Ä

1 і 2 0 і 1 –1 і 0 –2 і –1 –3 і –2

5. Îá÷èñëіòü cos240° + sin210°.

À Á Â Ã Ä

1 –1

6. Ïåðåä ïî÷àòêîì ôóòáîëüíîãî ìàò÷ó êîæåí ç ôóò-
áîëіñòіâ, ÿêèõ ó êîæíіé ç êîìàíä ïî 11, ïîòèñíóâ ðóêè 
êîæíîìó çі ñâîїõ ñóïåðíèêіâ òà êîæíîìó ç òðüîõ ñóääіâ. 
Ñêіëüêè âñüîãî áóëî çäіéñíåíî ðóêîñòèñêàíü?

À Á Â Ã Ä

121 187 242 154 308

7. Óñòàíîâіòü âіäïîâіäíіñòü ìіæ ðіâíÿííÿì (1–4) òà 
éîãî ðîçâ’ÿçêàìè (À–Ä).

Ðіâíÿííÿ Ðîçâ’ÿçêè ðіâíÿííÿ

1

2

3

4

tgx = –1

tgx = 0

ctgx = 1

ctgx = 0

À  + 2πk, k ∈ Z

Á  + πk, k ∈ Z

Â  + πk, k ∈ Z

Ã πk, k ∈ Z

Ä  + πk, k ∈ Z

�. Çà ãðàôіêîì ïîòÿã ìàâ ïîäîëàòè ïåðåãîí ó 80 êì çà 
ïåâíèé ÷àñ, àëå îñêіëüêè âèìóøåíèé áóâ çìåíøèòè øâèä-
êіñòü íà 10 êì/ãîä, òî ïîäîëàâ ïåðåãîí íà 24 õâ ïîâіëü-
íіøå, íіæ ïåðåäáà÷åíî ãðàôіêîì. ßêà øâèäêіñòü ïîòÿãó 
(ó êì/ãîä) çà ãðàôіêîì?

3. Òіëî ðóõàєòüñÿ ïðÿìîëіíіéíî çà çàêîíîì s(t) = t2 – 14t
(t âèìіðþєòüñÿ â ñåêóíäàõ, s – ó ìåòðàõ). Ó ÿêèé ìîìåíò 
÷àñó òіëî çóïèíèòüñÿ?

À Á Â Ã Ä

t = 1 ñ t = 7 ñ t = 14 ñ t = 18 ñ t = 20 ñ

4. Ìіæ ÿêèìè ïîñëіäîâíèìè öіëèìè ÷èñëàìè ìіñòèòüñÿ 

÷èñëî 

À Á Â Ã Ä

1 і 2 0 і 1 –1 і 0 –2 і –1 –3 і –2

5. Îá÷èñëіòü cos240° + sin210°.

À Á Â Ã Ä

1 –1

6. Ïåðåä ïî÷àòêîì ôóòáîëüíîãî ìàò÷ó êîæåí ç ôóò-
áîëіñòіâ, ÿêèõ ó êîæíіé ç êîìàíä ïî 11, ïîòèñíóâ ðóêè 
êîæíîìó çі ñâîїõ ñóïåðíèêіâ òà êîæíîìó ç òðüîõ ñóääіâ. 
Ñêіëüêè âñüîãî áóëî çäіéñíåíî ðóêîñòèñêàíü?

À Á Â Ã Ä

121 187 242 154 308

7. Óñòàíîâіòü âіäïîâіäíіñòü ìіæ ðіâíÿííÿì (1–4) òà 
éîãî ðîçâ’ÿçêàìè (À–Ä).

Ðіâíÿííÿ Ðîçâ’ÿçêè ðіâíÿííÿ

1

2

3

4

tgx = –1

tgx = 0

ctgx = 1

ctgx = 0

À  + 2πk, k ∈ Z

Á  + πk, k ∈ Z

Â  + πk, k ∈ Z

Ã πk, k ∈ Z

Ä  + πk, k ∈ Z

�. Çà ãðàôіêîì ïîòÿã ìàâ ïîäîëàòè ïåðåãîí ó 80 êì çà 
ïåâíèé ÷àñ, àëå îñêіëüêè âèìóøåíèé áóâ çìåíøèòè øâèä-
êіñòü íà 10 êì/ãîä, òî ïîäîëàâ ïåðåãîí íà 24 õâ ïîâіëü-
íіøå, íіæ ïåðåäáà÷åíî ãðàôіêîì. ßêà øâèäêіñòü ïîòÿãó 
(ó êì/ãîä) çà ãðàôіêîì?
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9. Çíàéäіòü ó ãðàäóñàõ íàéìåíøèé äîäàòíèé êîðіíü ðіâ-
íÿííÿ cos2õ – 5cosõ – 2 = 0.

ДОМАШНЯ САМОСТІЙНА РОБОТА № 2
Êîæíå çàâäàííÿ ìàє ïî ÷îòèðè âàðіàíòè âіäïîâіäі (À–Ã), ñå-

ðåä ÿêèõ ëèøå îäèí є ïðàâèëüíèì. Îáåðіòü ïðàâèëüíèé âàðіàíò 
âіäïîâіäі.

1. = ... 

À. 2         Á. 4        Â. 8         Ã. 14

2. Ïîðіâíÿéòå ÷èñëà a і b, ÿêùî .

À. a > b     Á.      Â. a < b      Ã. a = b

3. Ðîçâ’ÿæіòü ðіâíÿííÿ .

À.         Á.       Â. 8         Ã. 64

4. Îá÷èñëіòü: .

À. 81        Á. 27       Â. 3         Ã. 4

5. Óêàæіòü îáëàñòü âèçíà÷åííÿ ôóíêöії .

À. (0; 4)     Á. [0; 4]     Â. (–4; 1)     Ã.

6. Óêàæіòü ìíîæèíó êîðåíіâ ðіâíÿííÿ .

À. –1; 4     Á. –1       Â. ∅         Ã. 4

7. Âіäîìî, ùî ; . Òîäі  ...
À.    Á.    Â.     Ã.

8. Çíàéäіòü óñі êîðåíі ðіâíÿííÿ .

À. 1; 3       Á. 1; –3     Â. 3         Ã. 1

9. Ðîçâ’ÿæіòü ðіâíÿííÿ . 

À. 1         Á. 3        Â. –1; –3     Ã. 1; 3 

1�. Çíàéäіòü çíà÷åííÿ âèðàçó .

À.         Á. 2        Â.         Ã. 3

11. = ...

À. 0,5       Á. –1       Â. –0,5       Ã. 1

12. Ðîçâ’ÿæіòü ðіâíÿííÿ .

À. –3; 1     Á. –1       Â. –3        Ã. –2

9. Çíàéäіòü ó ãðàäóñàõ íàéìåíøèé äîäàòíèé êîðіíü ðіâ-
íÿííÿ cos2õ – 5cosõ – 2 = 0.

âіäïîâіäі

À.À.

À.À.

À.À.
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ЗАВДАННЯ ДЛЯ ПЕРЕВІРКИ ЗНАНЬ ДО §§ ͺ–6
1. Îá÷èñëіòü: 1) ;     2) .

2. Ïîðіâíÿéòå x і \, ÿêùî: 

1) ;            2) .

3. Ðîçâ’ÿæіòü ðіâíÿííÿ: 

1) ;               

2) .

4. Îá÷èñëіòü:

1) ;         2) ;

3) ;           4) .

5. Çíàéäіòü îáëàñòü âèçíà÷åííÿ ôóíêöії:

1) ;            2) .

6. Ðîçâ’ÿæіòü ðіâíÿííÿ: 

1) ;       

2) .

7. Ïîáóäóéòå ãðàôіê ôóíêöії 

8. Çíàéäіòü ìíîæèíó êîðåíіâ ðіâíÿííÿ: 

1) ;     

2) .

9. Îá÷èñëіòü:

1) ;       

2) .

Äîäàòêîâі çàâäàííÿ

1�. Âіäîìî, ùî ; . Âèðàçіòü ÷åðåç a і b:

1) ;      2) ;      3) ;      4) .

11. Ðîçâ’ÿæіòü ðіâíÿííÿ: 

1) ;      

2) .

2.

1) 

Äîäàòêîâі çàâäàííÿ

1) 

1) 
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ɅОȽАРИɎМІЧНІ 
НЕРІВНОСТІ

Àíàëîãі÷íî äî ðіâíÿíü íåðіâíіñòü íàçèâàþòü ëîãàðèôìі÷íîþ, 
ÿêùî çìіííà ìіñòèòüñÿ ïіä çíàêîì ëîãàðèôìà.

Íàïðèêëàä, ëîãàðèôìі÷íèìè є íåðіâíîñòі: 
log5õ > –1; log3(õ + 1) + log3õ > 2 òîùî.

ßêùî íå ðіâíіñòü ìàє âèãëÿä: logàõ > b;  
logàõ < b; logàõ b; logàõ b, äå 
à > 0, à ≠ 1, b – ÷èñëî, òî її ââàæàþòü 

íàéïðîñòіøîþ.
Ðîçãëÿíåìî äëÿ ïðèêëàäó íåðіâíіñòü logàõ > b. ×èñëî b ìîæ-

íà ïîäàòè ÿê b = logàa
b. Ìàєìî: logàõ > logàà

b. 
ßêùî à > 1, òî ôóíêöіÿ ó = logàõ

çðîñòàє (ìàë. 7.1) і áіëüøîìó çíà÷åííþ 
ôóíêöії âіäïîâіäàє áіëüøå çíà÷åííÿ àð-
ãóìåíòó. Òîìó ç íåðіâíîñòі logàõ > logàà

b

âèïëèâàє, ùî õ > àb. Îñêіëüêè àb > 0 
(äëÿ áóäü-ÿêèõ à > 0, à ≠ 1, b ∈ 5), 
òî âñі çíà÷åííÿ õ, ÿêі çàäîâîëüíÿþòü 
íåðіâíіñòü õ > àb, çàäîâîëüíÿþòü òàêîæ 
і íåðіâíіñòü õ > 0, ùî є îáëàñòþ äîïóñòèìèõ çíà÷åíü çìіííîї 
â íåðіâíîñòі. Îñòàòî÷íî ìàєìî ðîçâ’ÿçîê íåðіâíîñòі: õ > àb.

ßêùî 0 < à < 1, òî ôóíêöіÿ ó = logàõ – ñïàäàє (ìàë. 7.2) 
і áіëüøîìó çíà÷åííþ ôóíêöії âіäïîâіäàє ìåíøå çíà÷åííÿ àðãó-
ìåíòó. Òîìó ç íåðіâíîñòі logàõ > logàà

b âèïëèâàє íåðіâíіñòü 
õ < àb. Àëå â öüîìó âèïàäêó íåîáîâ’ÿç-
êîâî âñі çíà÷åííÿ x, ÿêі çàäîâîëüíÿþòü 
íåðіâíіñòü õ < àb, çàäîâîëüíÿòèìóòü òà-
êîæ і óìîâó õ > 0, òîáòî îáëàñòü äîïó-
ñòèìèõ çíà÷åíü çìіííîї â íåðіâíîñòі, 
òîìó ðîçâ’ÿçêè íåðіâíîñòі logàõ > logàà

b

ó âèïàäêó 0 < à < 1 ìîæíà çàïèñàòè 
òàê: 0 < õ < àb.

Ìіðêóþ÷è àíàëîãі÷íî, ðîçâ’ÿçóþòü і 
íåðіâíîñòі âèãëÿäó logàõ < b, logàõ b, 
logàõ b.

Îòæå, ïіä ÷àñ ðîçâ’ÿçóâàííÿ íàéïðîñòіøèõ ëîãàðèôìі÷íèõ 
íåðіâíîñòåé ñëіä ïàì’ÿòàòè:

1) ßêùî à ! 1, òî ïðè ïåðåõîäі âіä ëîãàðèôìі÷íîї íåðіâíî-
ñòі äî íåðіâíîñòі, ùî íå ìіñòèòü ëîãàðèôìà, çíàê íåðіâíîñòі 
íå çìіíþèìî� ÿêùî æ � � à � 1, òî çíàê íåðіâíîñòі çìіíþèìî 
íà ïðîòèëåæíèé;

2) Ó ðàçі, êîëè â íåðіâíîñòі, îòðèìàíіé ç ëîãàðèôìі÷íîї, 
àâòîìàòè÷íî íå ñïðàâäæóâàòèìåòüñÿ óìîâà õ ! 0, òî îáîâ’ÿç-
êîâî âðàõîâóєìî ÎÄÇ çìіííîї â íåðіâíîñòі. ßêùî æ óìîâà õ ! 0 
ñïðàâäæóєòüñÿ àâòîìàòè÷íî, òî çâåðòàòè óâàãó íà ÎÄÇ íå-
ìàє ïîòðåáè.

ɅОȽАРИɎМІЧНІ 
НЕРІВНОСТІ§ 7. § 7. 

1. Íàéïðîñòіøі 
ëîãàðèôìі÷íі íåðіâíîñòі

Ìàë. 7.1

Ìàë. 7.2
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Ìіðêóþ÷è àíàëîãі÷íî, ðîçâ’ÿçóþòü і íåðіâíіñòü logàf(õ) > b òà 
ïîäіáíîãî їì âèãëÿäó.

Ðîçâ’ÿçàòè íåðіâíіñòü: 

1) log3õ > –1;        2) log7(õ – 2) < 2; 
3)          

Ð î ç â ’ ÿ ç à í í ÿ. 

1) log3õ > –1; 

  log3õ > log33
–1; 

  x > 3–1;

  .

Â і ä ï î â і ä ü. .

2) log7(õ – 2) < 2; 

  log7(õ – 2) < log77
2; 

  0 < õ – 2 < 72; 

  2 < õ < 51.

Â і ä ï î â і ä ü. 2 < õ < 51.

3) 

  

  

  .

Â і ä ï î â і ä ü. 0 < õ  4.

4) 

    

  

  x I 4.

Â і ä ï î â і ä ü. õ  4.

Ðîçâ’ÿçàòè íåðіâíіñòü . 

Ð î ç â ’ ÿ ç à í í ÿ. Îñêіëüêè , òî . 

Ðîçâ’ÿæåìî îòðèìàíó íåðіâíіñòü: 

; ; . 

Ìàєìî: .
Â і ä ï î â і ä ü. .

Çíàéòè îáëàñòü âèçíà÷åííÿ ôóíêöії 

.

Приклад 1.

Приклад 2.

Приклад 3.
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Ð î ç â ’ ÿ ç à í í ÿ. Îáëàñòþ âèçíà÷åííÿ ôóíêöії є ðîçâ’ÿçêè íå-

ðіâíîñòі: , ç ÿêîї ìàєìî: , 

òîáòî .

Ìàєìî ñèñòåìó: 

Ðîçâ’ÿæåìî її:  òîáòî 

Îòæå, .

Â і ä ï î â і ä ü. .

Îáëàñòü äîïóñòèìèõ çíà÷åíü çìіííîї 
êîæíîї іç öèõ íåðіâíîñòåé çíàõîäèìî 

іç ñèñòåìè íåðіâíîñòåé: 

Äàëі ïåðåõîäèìî äî íåðіâíîñòі ìіæ ïіäëîãàðèôìі÷íèìè ôóíê-
öіÿìè ç óðàõóâàííÿì çàëåæíîñòі çíàêó íåðіâíîñòі âіä çíà÷åííÿ 
îñíîâè ëîãàðèôìà a.

ßêùî à > 1, òî çíàê íåðіâíîñòі íå çìіíþєòüñÿ, і òîìó íåðіâ-

íіñòü logàf(õ) > logàg(õ) ðіâíîñèëüíà ñèñòåìі óìîâ: 

à íåðіâíіñòü logàf(õ)  logàg(õ) – ñèñòåìі óìîâ: 

Îñêіëüêè â êîæíіé іç ñèñòåì g(õ) > 0, à f(õ) > g(õ) (àáî f(õ) g(õ)), 
òî óìîâà f(õ) > 0 ñïðàâäæóєòüñÿ àâòîìàòè÷íî, і її іç ñèñòåìè 
ìîæíà âèëó÷èòè.

ßêùî 0 < à < 1, òî çíàê íåðіâíîñòі çìіíþєòüñÿ íà ïðîòèëåæ-
íèé, і òîìó íåðіâíіñòü logàf(õ) > logàg(õ) ðіâíîñèëüíà ñèñòåìі 

 à íåðіâíіñòü logàf(õ)  logàg(õ) – ñèñòåìі 

2. Íåðіâíîñòі âèãëÿäó 
ORJàf(õ) ! ORJàg(õ), 
ORJàf(õ) ORJàg(õ)
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Îñêіëüêè â êîæíіé іç ñèñòåì f(õ) > 0, à g(õ) > f(õ) (àáî 
g(õ) f(õ)), òî óìîâà g(õ) > 0 ñïðàâäæóєòüñÿ àâòîìàòè÷íî, і її іç 
ñè ñòåìè ìîæíà âèëó÷èòè.

Óçàãàëüíèìî ìåòîä ðîçâ’ÿçàííÿ íåðіâíîñòі logàf(õ) > logàg(õ) 
ó òàáëèöі (íåðіâíіñòü logàf(õ) logàg(õ) ðîçâ’ÿçóєòüñÿ àíàëî ãі÷íî):

Íåðіâíіñòü âèãëÿäó ORJaf(õ) ! ORJàg(õ)

0 < à < 1 à > 1

Ðіâíîñèëüíà ñèñòåìі 

(çíàê íåðіâíîñòі çìіíþєòüñÿ 
íà ïðîòèëåæíèé)

Ðіâíîñèëüíà ñèñòåìі 

(çíàê íåðіâíîñòі 
íå çìіíþєòüñÿ)

Ðîçâ’ÿçàòè íåðіâíіñòü: 
1)       2) log5(õ

2 – 3)  log5(õ – 1).

Ð î ç â ’ ÿ ç à í í ÿ. 1) Îñêіëüêè 0 < 0,5 < 1, òî ïðè ïåðåõîäі äî 
ïіäëîãàðèôìі÷íèõ ôóíêöіé çíàê íåðіâíîñòі çìіíþєìî íà ïðî-
òèëåæíèé: õ – 2 < 2õ – 3. Êðіì òîãî, âðàõóєìî, ùî õ – 2 > 0, 
òîäі óìîâà 2õ – 3 > 0 áóäå ñïðàâäæóâàòèñÿ àâòîìàòè÷íî. Îòæå, 

ìàєìî:   òîáòî 

2) Îñêіëüêè 5 > 1, òî ïðè ïåðåõîäі äî ïіäëîãàðèôìі÷íèõ ôóíê-
öіé çíàê íåðіâíîñòі íå çìіíþєòüñÿ: õ2 – 3 > õ – 1. Êðіì òîãî, 
âðàõóєìî, ùî: õ – 1 > 0, òîäі óìîâà õ2 – 3 > 0 áóäå ñïðàâäæóâà-
òèñÿ àâòîìàòè÷íî. Îòæå, ìàєìî:

 òîáòî 

Ìàєìî: 

Ïîçíà÷èìî ðîçâ’ÿçêè êîæíîї ç íåðіâíîñòåé ñèñòåìè íà ÷èñëî-
âіé ïðÿìіé âіäïîâіäíèìè ïðîìіæêàìè òà çíàéäåìî їõíіé ïåðå-
ðіç (ìàë. 7.3). Îòðèìàєìî, ùî õ  2.

Â і ä ï î â і ä ü. 1) õ > 2;   2) õ  2.

Äëÿ ðîçâ’ÿçóâàííÿ áіëüø ñêëàäíèõ 
ëîãàðèôìі÷íèõ íåðіâíîñòåé ìîæíà 
âèêîðèñòîâóâàòè òі ñàìі ïðèéîìè, ùî 
é äëÿ ðîçâ’ÿçóâàííÿ ëîãàðèôìі÷íèõ 

ðіâíÿíü і íàéïðîñòіøèõ ëîãàðèôìі÷íèõ íåðіâíîñòåé.

Ðîçâ’ÿçàòè íåðіâíіñòü log2(õ – 1) + log2(õ + 5) < 4.

Приклад 4.

Ìàë. 7.3

3. Ðîçâ’ÿçóâàííÿ áіëüø
ñêëàäíèõ ëîãàðèôìі÷íèõ 
íåðіâíîñòåé

Приклад 5.
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Ð î ç â ’ ÿ ç à í í ÿ. 1) Îáëàñòü äîïóñòèìèõ çíà÷åíü çìіííîї â 

íåðіâíîñòі çíàéäåìî іç ñè ñòåìè  çâіäêè ìàєìî: x > 1.

Íà ÎÄÇ îòðèìàєìî íåðіâíіñòü: log2(õ – 1)(õ + 5) < 4.
Îñêіëüêè 2 > 1, ïåðåõîäèìî äî ðàöіîíàëüíîї íåðіâíîñòі, íå çìі-
íþþ÷è çíàêà íåðіâíîñòі: (õ – 1)(õ + 5) < 24.
Îñêіëüêè õ – 1 > 0 і õ + 5 > 0 (âðàõîâàíî â ÎÄÇ), òî óìîâà 
(õ – 1)(õ + 5) > 0 ñïðàâäæóєòüñÿ àâòîìàòè÷íî. 
Äàëі ìàє ìî: õ2 + 5õ – õ – 5 < 16, òîá-
òî õ2 + 4õ – 21 < 0. Îòæå, –7 < õ < 3. 
À ç óðàõóâàííÿì óìîâè x > 1 (ÎÄÇ) îñòà-
òî÷íî îòðèìàєìî, ùî 1 < õ < 3 (ìàë. 7.4).
Â і ä ï î â і ä ü. 1 < õ < 3.

Ðîçâ’ÿçàòè íåðіâíіñòü 

Ð î ç â ’ ÿ ç à í í ÿ. Íåõàé 

Ìàєìî íåðіâíіñòü: t2 – 2t – 3 I 0, çâіäñè W J –1 àáî t I 3 
(ðîçâ’ÿæіòü íåðіâíіñòü ñàìîñòіéíî).
Ïîâåðòàєìîñÿ äî çàìіíè: 

1) W J –1, òîäі , òîáòî , îòæå, õ I 3;

2) W I 3, òîäі , òîáòî , îòæå, 

Îñòàòî÷íî îòðèìàєìî, ùî   àáî  õ I 3.

Â і ä ï î â і ä ü. .

Äëÿ ðîçâ’ÿçóâàííÿ íåðіâíîñòåé âè-
ãëÿäó  àáî 
òðåáà ðîçãëÿíóòè äâà âèïàäêè äëÿ îñ-
íîâè:  òà , òîáòî 
ðîçâ’ÿçàòè ñóêóïíіñòü äâîõ ñèñòåì: 

  àáî  

Çàóâàæèìî, ùî äâі ñèñòåìè êîæíîї ñóêóïíîñòі ìîæíà çàìіíè-
òè îäíієþ, їì ðіâíîñèëüíîþ: 

Ìàë. 7.4

Приклад 6.

4. Ðîçâ’ÿçóâàííÿ 
íåðіâíîñòåé, ùî 
ìіñòÿòü çìіííó 
â îñíîâі ëîãàðèôìà
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  àáî  

Öåé ñàìèé ïіäõіä çàñòîñîâóþòü і äëÿ ðîçâ’ÿçóâàííÿ íåðіâíîñ-
òåé âèãëÿäó  àáî , 
ó òîìó ÷èñëі і ó âèïàäêó íåñòðîãîї íåðіâíîñòі. 

Ðîçâ’ÿçàòè íåðіâíіñòü .

Ð î ç â ’ ÿ ç à í í ÿ. ßêùî , òî . 

ßêùî , òî . Ìàєìî ñóêóïíіñòü äâîõ ñèñòåì: 

Ðîçâ’ÿæåìî її: 

      

Â і ä ï î â і ä ü. .

Çàóâàæèìî, ÿê çàçíà÷åíî âèùå, ùî çàìіñòü ñóêóïíîñòі äâîõ 
ñèñòåì, ìîæíà áóëî ðîçâ’ÿçàòè ëèøå îäíó ñèñòåìó íåðіâíîñòåé: 

Приклад 7.
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Îñêіëüêè ìåòîä іíòåðâàëіâ є óíіâåð-
ñàëüíèì äëÿ ðîçâ’ÿçóâàííÿ íåðіâíî-
ñòåé, òî éîãî ìîæíà âèêîðèñòîâóâàòè 
і äëÿ ðîçâ’ÿçóâàííÿ ëîãàðèôìі÷íèõ 
íåðіâíîñòåé. 

Ðîçâ’ÿçàòè íåðіâíіñòü .
Ð î ç â ’ ÿ ç à í í ÿ. Ðîçãëÿíåìî ôóíêöіþ .
Î÷åâèäíî, ùî .

Çíàéäåìî íóëі ôóíêöії. Ìàєìî:  Êîðåíі ïåðøîãî 

ðіâíÿííÿ: x1 = –4; x2 = 0, ïðîòå ëèøå ÷èñëî 0 íàëåæèòü . 
Êîðåíåì äðóãîãî ðіâíÿííÿ є ÷èñëî –1. Îòæå, íóëÿìè ôóíêöії 
f(x) є ÷èñëà –1 і 0. Ïîçíà÷èìî їõ íà îáëàñòі âèçíà÷åííÿ ôóíê-
öії òà ç’ÿñóєìî çíàê ôóíêöії íà êîæíîìó 
ç îòðèìàíèõ іíòåðâàëіâ (çðîáіòü öå ñàìîñòіé-
íî, ðåçóëüòàò íà ìàë. 7.5). 
Îòæå, . 
Â і ä ï î â і ä ü. .

 Які нерівності називають логарифмічними?  Як розв’язати 
нерівність вигляду logax ! b, якщо a ! �, і як, якщо � � a � �? 

 Як розв’язати нерівність вигляду logaf( x) ! logag( x�, якщо a ! �, 
і як, якщо � � a � �?

Ðîçâ’ÿæiòü çàäà÷i òà âèêîíàéòå âïðàâè
Ðîçâ’ÿæіòü íåðіâíіñòü (7.1–7.14):

7.1. 1) log5õ > log57;       

         4) log7õ > log79.

7.2. 1) log6õ I log68;        

       4) log8õ < log87.

7.3. 1) log2õ < 0;         4) log6õ I 1.

7.4. 1) log7õ J 1;          4) log4õ > –2.

7.5.  1) log4(õ – 1) I 2;        2) log7(õ +1) � –1;

    
        4) log0,1(õ –2) J 2.

5. Ðîçâ’ÿçóâàííÿ 
ëîãàðèôìі÷íèõ 
íåðіâíîñòåé ìåòîäîì 
іíòåðâàëіâ

Приклад 8.

Ìàë. 7.5

 Які нерівності називають логарифмічними?  Як розв’язати 
нерівність вигляду logax ! b, якщо a ! �, і як, якщо � � a � �? 

 Як розв’язати нерівність вигляду logaf( x) ! logag( x�, якщо a ! �, 
і як, якщо � � a � �?

нерівність вигляду 

7.1. 1) log
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7.6. 1) log5(õ + 1) ! 1;            2) log4(õ – 5) J 2; 

3) log0,5(õ –5) I –2;           

7.7.  1) log5(õ + 1) ! log5(3 – õ);    2) 

7.8. 1) log7(5 – õ) � log7(3 + õ);    2) 

7.9.  1) ;       2) ;

3) ;    4) .

�.1�.  1) ;          2) ;

 3) ;        4) .

7.11.  1) ;           2) .

7.12.  1) ;          2) .

7.13.  1) ; 

 2) .

7.14.  1) ; 

 2) .

Çíàéäіòü îáëàñòü âèçíà÷åííÿ ôóíêöії (7.15–7.16):

7.15.             

7.16.            

Ðîçâ’ÿæіòü íåðіâíіñòü (7.17–7.22):
7.17.  1) log3(õ

2 – 2õ) J 1;        2) log0,5(õ
2 – 3õ) � –2;

 3) ;      4) .

7.18.  1) log3(õ
2 – 8õ) I 2;           2) ;

 3) ;      4) .

7.19.  1) log2(õ + 1) + log2õ J 1;    2) log3(õ – 1) + log3õ ! log23 + 1.

�.2�.  1) log2(õ – 2) + log2(õ – 1) ! 1;   2) lgõ + lg(õ + 1) J lg3 + 1.

7.21. 1)        2) lg2õ < 4;

 3) ;         4) .
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7.22.  1)       2) ;

3) ;        4) .

7.23.  Ïðè ÿêèõ çíà÷åííÿõ õ ôóíêöіÿ  íàáóâàє äîäàò-

íèõ çíà÷åíü?

7.24. Ïðè ÿêèõ çíà÷åííÿõ õ ôóíêöіÿ  íàáóâàє 

âіä’єìíèõ çíà÷åíü?
Ðîçâ’ÿæіòü íåðіâíіñòü (�.25–�.3�):
7.25.  1) log0,1(õ

2 + 2õ – 3) > log0,1(õ – 1); 

 2) 2log5(õ + 4) ! log5(10õ + 15).

7.26.  1) log0,9(õ
2 – 2õ – 3) > log0,9(9 – õ);  

 2) 2log3(õ + 1) ! log3(2õ + 5).

7.27. 1) |lgõ – 1| J 2;        2) |log0,5õ – 3| ! 1.

7.28.  1) |log0,2õ + 1| J 1;     2) |lgõ – 2| ! 3.

7.29.  1) ;

 2) .

�.3�.  1) ;

 2) .

Ñêіëüêè öіëèõ ðîçâ’ÿçêіâ ìàє íåðіâíіñòü (7.31–7.32):
7.31.  1) ;

 2) .

7.32.  1) ;

 2) . 

Ðîçâ’ÿæіòü íåðіâíіñòü (�.33–�.4�):
7.33.  1) ;

 2) ;

 3) ;
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 4) .

7.34.  1) ;   2) ;

 3) ;

 4) .

7.35.  1) ;         2) ;
 3) ;          4) .

7.36.  1) ;        2) ;
 3) ;        4) .

7.37.  1) ;     2) ;

 3) ;       4) .

7.38.  1) ;        2) ;

 3) ;     4) .

7.39. 1) ;    2) .

�.4�. 1) ;          2) .

Çíàéäіòü íàéáіëüøèé öіëèé ðîçâ’ÿçîê íåðіâíîñòі (7.41–7.42):
7.41.  log0,7(õ + 1) + log0,7(5 – õ)  log0,7(õ + 7).

7.42.  log8(õ + 2) + log8(6 – õ) J log8(õ + 8).

Ñêіëüêè öіëèõ ðîçâ’ÿçêіâ ìàє íåðіâíіñòü (7.43–7.44):
7.43.        7.44.  

Ðîçâ’ÿæіòü ãðàôі÷íî íåðіâíіñòü (7.45–7.46):
7.45.  log3õ < 4 – õ.           7.46.  

Ðîçâ’ÿæіòü íåðіâíіñòü (7.47–7.54):
7.47. 1) ;   2) .

7.48. 1) ;     2) .

7.49.  1) ;

 2) ;
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 3) ;

 4) .

�.5�.  1) ;

 2) ;

 3) ;

 4) .

7.51.  1) ; 

 2) ;

 3) ;            4) .

7.52.  1) ;

 2) ;

 3) ;            4) .

7.53.  1) ;                    2) ;

 3) ;     4) .

7.54.  1) ;                 2) ;

 3) ;    4) .
Ðîçâ’ÿæіòü íåðіâíіñòü ìåòîäîì іíòåðâàëіâ (7.55–7.56):
7.55.  1) ; 

 2) .

7.56.  1) ;    2) .

Çíàéäіòü íàéáіëüøèé öіëèé ðîçâ’ÿçîê íåðіâíîñòі (7.57–7.58):

7.57. .

7.58. .

Çíàéäіòü íàéìåíøèé öіëèé ðîçâ’ÿçîê íåðіâíîñòі (�.5�–�.6�):
7.59. .

�.6�. .

Ðîçâ’ÿæіòü íåðіâíіñòü (7.61–7.64):

7.61. 1) ;        2) .

7.62. . 

7.57.
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7.63.  1) ;       2) ;

 3) ;         4) ;

 5) ;     6) .

7.64.  1) ;       2) ;

 3) ;        4) ; 

 5) ;        6) .

�.65. 1) Ïіä ÷àñ ÷èùåííÿ çóáіâ, ìè çàçâè÷àé êîðèñòóєìîñÿ 
ïîñòіéíèì ïîòîêîì âîäè ç êðàíó çàìіñòü òîãî, ùîá íàáðàòè 

âîäè ó ñêëÿíêó. Òàê ìè ìàðíî âèòðà÷àєìî äî 4 ë âîäè çà õâèëè-
íó. Ñêіëüêè ëіòðіâ âîäè çà ìіñÿöü, ó ÿêîìó 30 äíіâ, ìîæå çåêî-
íîìèòè ðîäèíà ç 5 îñіá, êîæåí ç ÿêèõ ÷èñòèòü çóáè äâі÷і íà äåíü 
ïðîòÿãîì 3 õâ? 

2) Çàâäàííÿ-äîñëіäæåííÿ. Äіçíàéòåñÿ ñêіëüêè êîøòóє 1 ì3

âîäè ó âàøіé ìіñöåâîñòі. Îá÷èñëіòü ñêіëüêè êîøòіâ çåêîíîìèòü 
âàøà ðîäèíà ïðîòÿãîì ðîêó çà óìîâè îùàäëèâîãî êîðèñòóâàííÿ 
âîäîþ ïіä ÷àñ ÷èùåííÿ çóáіâ.

7.66. (Îëіìïіàäà Íüþ-�îðêà, 19�4 ð.) Íåõàé 

, . Çíàéäіòü .

Ïiäãîòóéòåñÿ äî âèâ÷åííÿ íîâîãî ìàòåðiàëó

�.6�. Ðîçâ’ÿæіòü ñèñòåìó ðіâíÿíü ñïîñîáîì ïіäñòàíîâêè:

1)       2) 

7.68. Ðîçâ’ÿæіòü ñèñòåìó ðіâíÿíü ñïîñîáîì äîäàâàííÿ:

1)      2) 
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1. Ðîçâ’ÿæіòü ðіâíÿííÿ 

À Á Â Ã Ä

–1,5 –0,5 0,5 1,5 іíøà âіäïîâіäü

2. Îá÷èñëіòü log39 – 3log816.

À Á Â Ã Ä

–5 –4 –3 –2 –1

3. Âàðòіñòü òåëåâіçîðà «Àëüôà» ïåðåâèùóє âàðòіñòü òå-
ëåâіçîðà «Áåòà» íà 150 %. Ó ñêіëüêè ðàçіâ òåëåâіçîð «Àëü-
ôà» äîðîæ÷èé çà òåëåâіçîð «Áåòà»?

À Á Â Ã Ä

ó 1,5 ðàçà ó 1,8 ðàçà ó 2 ðàçè ó 2,5 ðàçà ó 2,8 ðàçà

4. Óêàæіòü êîðіíü ðіâíÿííÿ , ÿêèé íàëåæèòü 

ïðîìіæêó .

À Á Â Ã Ä

DUctg3 DUcctg3 DUctg DUcctg ñåðåä âàðіàíòіâ (À–Ã) 
òàêîãî êîðåíÿ íåìàє

5. Îá÷èñëіòü ïîõіäíó ôóíêöії f(õ) = 2cosõ – 5sinõ

ó òî÷öі 

À Á Â Ã Ä

3 –2 2 –7 –3

6. Îá÷èñëіòü 

À Á Â Ã Ä

–1 – 0 1

1. Ðîçâ’ÿæіòü ðіâíÿííÿ 

À Á Â Ã Ä

–1,5 –0,5 0,5 1,5 іíøà âіäïîâіäü

2. Îá÷èñëіòü log39 – 3log816.

À Á Â Ã Ä

–5 –4 –3 –2 –1

3. Âàðòіñòü òåëåâіçîðà «Àëüôà» ïåðåâèùóє âàðòіñòü òå-
ëåâіçîðà «Áåòà» íà 150 %. Ó ñêіëüêè ðàçіâ òåëåâіçîð «Àëü-
ôà» äîðîæ÷èé çà òåëåâіçîð «Áåòà»?

À Á Â Ã Ä

ó 1,5 ðàçà ó 1,8 ðàçà ó 2 ðàçè ó 2,5 ðàçà ó 2,8 ðàçà

4. Óêàæіòü êîðіíü ðіâíÿííÿ , ÿêèé íàëåæèòü 

ïðîìіæêó .

À Á Â Ã Ä

DUctg3 DUcctg3 DUctg DUcctg ñåðåä âàðіàíòіâ (À–Ã) 
òàêîãî êîðåíÿ íåìàє

5. Îá÷èñëіòü ïîõіäíó ôóíêöії f(õ) = 2cosõ – 5sinõ

ó òî÷öі 

À Á Â Ã Ä

3 –2 2 –7 –3

6. Îá÷èñëіòü 

À Á Â Ã Ä

–1 – 0 1

ПППЕРЕВІРТЕ СВОЮ КОМПЕТЕНТНІСТЬЕРЕВІРТЕ СВОЮ КОМПЕТЕНТНІСТЬ
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7. Óñòàíîâіòü âіäïîâіäíіñòü ìіæ ðіâíÿííÿì (1–4) òà 
éîãî êîðåíåì (À–Ä).

Ðіâíÿííÿ Êîðіíü ðіâíÿííÿ

1
À

Á

Â

Ã

Ä

2

3

4

5

6

2

3

4

�. Ó ïðîäàæó áіëèõ òðîÿíä çàëèøèëîñÿ âòðè÷і áіëüøå, 
íіæ æîâòèõ. Âèçíà÷ òå éìîâіðíіñòü òîãî, ùî íàâìàííÿ âè-
áðàíà ôëîðèñòêîþ òðîÿíäà âèÿâèòüñÿ æîâòîþ.

9. Çíàéäіòü çíà÷åííÿ âèðàçó 

ÿêùî à = 2019.

СИСТЕМИ ПОКАЗНИКОВИХ І ɅОȽАРИɎМІЧНИХ 
РІВНЯНЬ І НЕРІВНОСТЕЙ

Äëÿ ðîçâ’ÿçóâàííÿ ñèñòåì ïîêàçíèêîâèõ і ëîãà ðèô ìі÷íèõ 
ðіâíÿíü áóäåìî âèêîðèñòîâóâàòè âіäîìі íàì ñïîñîáè ÿê ðîç-
â’ÿçóâàííÿ ðіâíÿíü, òàê і ðîçâ’ÿçóâàííÿ ñèñòåì ðіâíÿíü.

ßêùî îäíå ç ðіâíÿíü ñèñòåìè є ëіíіé-
íèì ç äâîìà çìіííèìè àáî ìîæå áóòè 

çâåäåíå äî òàêîãî, òî â íüîìó äîöіëüíî îäíó çі çìіííèõ âèðàçèòè 
÷åðåç іíøó і ïіäñòàâèòè îòðèìàíèé âèðàç ó äðóãå ðіâíÿííÿ ñè ñ-
òåìè.

Ðîçâ’ÿçàòè ñèñòåìó ðіâíÿíü 

Ð î ç â ’ ÿ ç à í í ÿ. ÎÄÇ çìіííèõ ó ñèñòåìі ðіâíÿíü: x > 0; y > 0.

Ç ïåðøîãî ðіâíÿííÿ ñèñòåìè ìàєìî: , òîäі , 

îòæå, . 
Äàëі ïіäñòàâèìî âèðàç 3y çàìіñòü x ó äðóãå ðіâíÿííÿ ñèñòå-
ìè, ìàòèìåìî: . Ïåðåïèøåìî ðіâíÿííÿ ó âèãëÿäі 

 òà çíàéäåìî éîãî êîðåíі: ; . Äðóãèé 
êîðіíü íå çàäîâîëüíÿє ÎÄÇ, îòæå, , òîäі x = 3.
Â і ä ï î â і ä ü. (3; 1).

7. Óñòàíîâіòü âіäïîâіäíіñòü ìіæ ðіâíÿííÿì (1–4) òà 
éîãî êîðåíåì (À–Ä).

Ðіâíÿííÿ Êîðіíü ðіâíÿííÿ

1
À

Á

Â

Ã

Ä

2

3

4

5

6

2

3

4

�. Ó ïðîäàæó áіëèõ òðîÿíä çàëèøèëîñÿ âòðè÷і áіëüøå, 
íіæ æîâòèõ. Âèçíà÷ òå éìîâіðíіñòü òîãî, ùî íàâìàííÿ âè-
áðàíà ôëîðèñòêîþ òðîÿíäà âèÿâèòüñÿ æîâòîþ.

9. Çíàéäіòü çíà÷åííÿ âèðàçó 

ÿêùî à = 2019.

СИСТЕМИ ПОКАЗНИКОВИХ І ɅОȽАРИɎМІЧНИХ 
РІВНЯНЬ І НЕРІВНОСТЕЙ§ 8. § 8. 

1. Ñïîñіá ïіäñòàíîâêè

Приклад 1.
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Ðîçâ’ÿçàòè ñèñòåìó ðіâíÿíü 

Ð î ç â ’ ÿ ç à í í ÿ. Ç ïåðøîãî ðіâíÿííÿ ñèñòåìè, ùî є íàéïðî-
ñòіøèì ïîêàçíèêîâèì, ìàєìî: 2õ + ó = 7, òîáòî ó = 7 – 2õ. 
Âèêîðèñòàєìî âèðàç ó = 7 – 2õ ÿê ïіäñòàíîâêó ó äðóãîìó ðіâ-
íÿííі. Îòðèìàєìî ðіâíÿííÿ log2(õ + 1) + log2(7 – 2õ) = 2, ÿêå 
ðіâíîñèëüíå ñèñòåìі:

 òîáòî 

Ç äðóãîãî ðіâíÿííÿ ñèñòåìè ìàєìî: 2õ2 – 5õ – 3 = 0. Òîäі 
õ1 = 3, õ2 = –0,5, îáèäâà çàäîâîëüíÿþòü óìîâó –1 < õ < 3,5. 
Òîäі ó1 = 7 – 2 · 3 = 1, à ó2 = 7 – 2 · (–0,5) = 8.
Â і ä ï î â і ä ü. (3; 1), (–0,5; 8).

Öåé ñïîñіá âèêîðèñòîâóþòü, ÿêùî â 
ðåçóëüòàòі ïî÷ëåííîãî äîäàâàííÿ âіä-

ïîâіäíî ëіâèõ і ïðàâèõ ÷àñòèí ðіâíÿíü ñèñòåìè її âäàєòüñÿ çíà÷íî 
ñïðîñòèòè àáî íàâіòü çâіëüíèòèñÿ âіä îäíієї çі çìіííèõ.

Ðîçâ’ÿçàòè ñèñòåìó ðіâíÿíü 

Ð î ç â ’ ÿ ç à í í ÿ. Äîäàþ÷è ïî÷ëåííî ðіâíÿííÿ ñèñòåìè, îòðè-
ìàєìî ðіâíÿííÿ ç îäíієþ çìіííîþ log3(õ + 2) + log3(õ – 4) = 3, 
êîðåíåì ÿêîãî є ÷èñëî 7. Ïіäñòàâèâøè 7 çàìіñòü x ó ïåðøå 
ðіâíÿííÿ ïî÷àòêîâîї ñèñòåìè, ìàòèìåìî: log39 + 2ó = 6, òîäі 
2ó = 4, îòæå, ó = 2.
Â і ä ï î â і ä ü. (7; 2).

Öåé ìåòîä âèêîðèñòîâóþòü, êîëè â 
ðåçóëüòàòі ïî÷ëåííîãî äіëåííÿ ðіâ-
íÿíü ñèñòåìè îòðèìàєìî ðіâíÿííÿ, 

ùî є áіëüø ïðîñòèì, íіæ êîæíå ç ðіâíÿíü ïî÷àòêîâîї ñèñòåìè.

Ðîçâ’ÿçàòè ñèñòåìó ðіâíÿíü 

Ð î ç â ’ ÿ ç à í í ÿ. Ïîäіëèìî ïî÷ëåííî ïåðøå ðіâíÿííÿ ñèñòå-
ìè íà äðóãå, îòðèìàєìî íàéïðîñòіøå ïîêàçíèêîâå ðіâíÿííÿ 
9 = 3õ2–ó, çâіäêè õ2 – ó = 2. Òîäі ç äðóãîãî ðіâíÿííÿ ñèñòåìè ìàє-
ìî, ùî õ2 + ó = 22, òîáòî õ2 + ó = 4. Îòæå, ñèñòåìà íàáóâàє âè-

ãëÿäó Òîäі, äîäàþ÷è ðіâíÿííÿ ïî÷ëåííî, îòðèìàє-

Приклад 2.

2. Ñïîñіá äîäàâàííÿ

Приклад 3.

3. Ìåòîä ïî÷ëåííîãî 
äіëåííÿ

Приклад 4.
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ìî:  Îòæå, ñèñòåìà ìàє äâà ðîçâ’ÿçêè: 

Â і ä ï î â і ä ü. 

Іíîäі, ùîá ñïðîñòèòè îäíå àáî îáèäâà 
ðіâíÿííÿ ñè ñòåìè, äîöіëüíî їõ ïðîëî-
ãàðèôìóâàòè.

Ðîçâ’ÿçàòè ñèñòåìó ðіâíÿíü 

Ð î ç â ’ ÿ ç à í í ÿ. Ïðîëîãàðèôìóєìî äðóãå ðіâíÿííÿ ñèñòåìè çà 
îñíîâîþ 3. Ìàєìî: log3õ

ó = log33
12, òîáòî ó · log3õ = 12.

Ïåðåïèøåìî ïåðøå ðіâíÿííÿ ïî÷àòêîâîї ñèñòåìè ó âèãëÿäі 
log3õ = ó – 1 і ïіäñòàâèìî âèðàç y – 1 çàìіñòü log3õ â îòðèìàíå 
âèùå ðіâíÿííÿ ó · log3õ = 12. Îòðèìàєìî: ó(ó – 1) = 12. Ìàєìî 
êâàäðàòíå ðіâíÿííÿ ó2 – ó – 12 = 0, êîðåíі ÿêîãî ó1 = –3; ó2 = 4. 
Äàëі ïіäñòàâèìî çíàéäåíі çíà÷åííÿ y â ïåðøå ðіâíÿííÿ ñèñòåìè:
1) ßêùî ó1 = –3, òî –3 = 1 + log3õ, òîáòî log3õ = –4, çâіä-

êè õ = 3–4, îòæå, õ1 =

2) ßêùî ó2 = 4, òî 4 = 1 + log3õ, òîáòî log3õ = 3, çâіäêè õ = 33, 
îòæå, õ2 = 27.

Â і ä ï î â і ä ü.   (27; 4).

Ìåòîä çàìіíè çìіííîї âèêîðèñòîâó-
þòü òàêîæ і äëÿ ðîçâ’ÿçóâàííÿ ñè -

ñòåì ïîêàçíèêîâèõ і ëîãàðèôìі÷íèõ ðіâíÿíü.

Ðîçâ’ÿçàòè ñèñòåìó ðіâíÿíü 

Ð î ç â ’ ÿ ç à í í ÿ. Ç ïåðøîãî ðіâíÿííÿ ñèñòåìè òà âëàñòèâîñòåé 

ëîãàðèôìà ìàєìî: 

Íåõàé logóõ = t. Ðіâíÿííÿ íàáóâàє âèãëÿäó: , êîðіíü ÿêî-

ãî t = 1. Òîäі logóõ = 1, à öå îçíà÷àє, ùî x = y. Îòæå, ïî÷àòêîâà 
ñèñòåìà áóäå ðіâíîñèëüíà òàêіé:

  ç ÿêîї ìàєìî:   îòæå, 

Â і ä ï î â і ä ü. (5; 5).

4. Ìåòîä 
ëîãàðèôìóâàííÿ

Приклад 5.

5. Çàìіíà çìіííîї

Приклад 6.
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Ïіä ÷àñ ðîçâ’ÿçóâàííÿ ñèñòåì ðіâíÿíü äîñèòü ÷àñòî äîâîäèòü-
ñÿ êîìáіíóâàòè êіëüêà ìåòîäіâ ðîçâ’ÿçóâàííÿ.

Íàãàäàєìî, ùî ðîçâ’ÿçêîì ñèñòåìè 
íåðіâíîñòåé є ïåðåðіç ðîçâ’ÿçêіâ íå-
ðіâíîñòåé ñèñòåìè. Ïðè öüîìó äëÿ 
ðîçâ’ÿçóâàííÿ íåðіâíîñòåé ñèñòåìè 
âèêîðèñòîâóєìî ïðèéîìè, âèâ÷åíі 
íàìè ðàíіøå.

Ðîçâ’ÿçàòè ñèñòåìó íåðіâíîñòåé 

Ð î ç â ’ ÿ ç à í í ÿ. Ìàєìî:   Îòæå, 

òîáòî .
Â і ä ï î â і ä ü. .

 Як можна розв’язувати системи показникових та логарифміч-
них рівнянь?  Як розв’язати систему логарифмічних та показни-
кових нерівностей?

Ðîçâ’ÿæiòü çàäà÷i òà âèêîíàéòå âïðàâè
Ðîçâ’ÿæіòü ñèñòåìó ðіâíÿíü (8.1–8.6):

8.1.          

8.2.         

8.3. 1)         2) 

3)         4) 

8.4. 1)         2) 

3)        4) 

8.5. 1)      2) 

6. Ðîçâ’ÿçóâàííÿ ñèñòåì 
ïîêàçíèêîâèõ 
і ëîãàðèôìі÷íèõ 
íåðіâíîñòåé ç îäíіèþ 
çìіííîþ

Приклад 7.

 Як можна розв’язувати системи показникових та логарифміч-
них рівнянь?  Як розв’язати систему логарифмічних та показни-
кових нерівностей?
них рівнянь? 
кових нерівностей?
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8.6. 1)         2) 

Ðîçâ’ÿæіòü ñèñòåìó íåðіâíîñòåé (8.7–8.8):

8.7. 1)                 2) 

3)            4) 

8.8. 1)                2) 

3)            4) 

Ðîçâ’ÿæіòü ñèñòåìó ðіâíÿíü (8.9–8.14):

8.9.                

�.1�.               

8.11.            

8.12.      

8.13. 1)             2) 

8.14. 1)             2) 

Çíàéäіòü ìíîæèíó ðîçâ’ÿçêіâ ñèñòåìè íåðіâíîñòåé (8.15–8.16):

8.15. 1)     2) 

8.16. 1)    2) 
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Ðîçâ’ÿæіòü ñèñòåìó ðіâíÿíü (8.17–8.28):

8.17.  1)         2) 

8.18.  1)         2) 

8.19.  1)              2) 

 3)           4) 

�.2�.  1)              2) 

 3)           4) 

8.21.  1)       2) 

8.22.  1)        2) 

8.23.  1)                 2) 

 3)    4) 

8.24.  1) 

 2) 

8.25.  1)        2) 

 3)       4) 
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8.26.  1)          2) 

 3)      4) 

8.27.

8.28.

Ðîçâ’ÿæіòü ñèñòåìó íåðіâíîñòåé (�.2�–�.3�):

8.29.

�.3�.

Ðîçâ’ÿæіòü ñèñòåìó ðіâíÿíü (8.31–8.37):

8.31.  1)             2) 

 3)      4) 

8.32. 1)             2) 

 3)       4) 

8.33.  1)        2) 

 3)         4) 

8.34. 1)       2) 
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 3)        4) 

8.35.

8.36.

8.37.

Ðîçâ’ÿæіòü ñèñòåìó íåðіâíîñòåé ç äâîìà çìіííèìè (8.38–8.39):

8.38.               8.39.

Ðîçâ’ÿæіòü ñèñòåìó (�.4�–�.41):

�.4�.                   8.41.

Ðîçâ’ÿæіòü ñèñòåìó ðіâíÿíü (8.42–8.43):

8.42.  1) 

 2) 

8.43.  1) 

 2) 

8.44. Çà ãîäèíó ðîáîòè àâòîìîáіëüíîãî äâèãóíà ñïàëþєòüñÿ 
200 ë êèñíþ. Äîáîâà íîðìà, ùî íåîáõіäíà äëÿ äèõàííÿ îä-

íієї ëþäèíè, – 80 ë êèñíþ. Ñêіëüêè äîáîâèõ íîðì êèñíþ ùîäåí-
íî ñïàëþþòü 400 àâòîìîáіëіâ ìåøêàíöіâ äåÿêîãî íàñåëåíîãî 
ïóíêòó ïіä ÷àñ ïîїçäêè íà ðîáîòó, ÿêùî øëÿõ êîæíîãî ç íèõ íà 
ðîáîòó çàéìàє â ñåðåäíüîìó 30 õâ? 

8.45. Ðîçâ’ÿæіòü íåðіâíіñòü .
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Ïiäãîòóéòåñÿ äî âèâ÷åííÿ íîâîãî ìàòåðiàëó

�.46. Äëÿ âñіõ çíà÷åíü ïàðàìåòðà a ðîçâ’ÿæіòü ðіâíÿííÿ:

1) ;              2) ; 
3) ;       4) . 

�.4�. Äëÿ âñіõ çíà÷åíü ïàðàìåòðà a ðîçâ’ÿæіòü íåðіâíіñòü:
1) ;              2) ; 
3) ;       4) .

1. Çíàéäіòü òàêå íàòóðàëüíå îäíîöèôðîâå ÷èñëî 
ùîá ñóìà 600 + n äіëèëàñÿ íà 9 áåç îñòà÷і.

À Á Â Ã Ä

1 3 5 7 9

2. Ñïðîñòіòü âèðàç .

À Á Â Ã Ä

xy x + y xy(x + y)

3. Óêàæіòü ïðîìіæîê, ÿêîìó íàëåæèòü êîðіíü ðіâíÿííÿ 
64õ = 4.

À Á Â Ã Ä

(–u; –1] [1; +u)

4. Çíàéäіòü îáëàñòü âèçíà÷åííÿ ôóíêöії .

À Á Â Ã Ä

[–1; 0) 
 (0; +u)

(–1; 0) 
 (0; +u) [–1; +u) (–u; 1) 

 (1; +u) (–u; –1]

1. Çíàéäіòü òàêå íàòóðàëüíå îäíîöèôðîâå ÷èñëî 
ùîá ñóìà 600 + n äіëèëàñÿ íà 9 áåç îñòà÷і.

À Á Â Ã Ä

1 3 5 7 9

2. Ñïðîñòіòü âèðàç .

À Á Â Ã Ä

xy x + y xy(x + y)

3. Óêàæіòü ïðîìіæîê, ÿêîìó íàëåæèòü êîðіíü ðіâíÿííÿ 
64õ = 4.= 4.=

À Á Â Ã Ä

(–u; –1] [1; +u)

4. Çíàéäіòü îáëàñòü âèçíà÷åííÿ ôóíêöії .

À Á Â Ã Ä

[–1; 0) 
 (0; +u)

(–1; 0) 
 (0; +u) [–1; +u) (–u; 1) 

 (1; +u) (–u; –1]

ПППЕРЕВІРТЕ СВОЮ КОМПЕТЕНТНІСТЬЕРЕВІРТЕ СВОЮ КОМПЕТЕНТНІСТЬ
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5. Óêàæіòü ïîõіäíó ôóíêöії y = x3 + 2cosx.

À Á Â Ã Ä

y′ = 3x2 –
– 2cosx

y′ = x2 + 
+ 2sinx

y′ = 3x2 – 
– 2sinx

y′ = 3x2 + 
+ 2sinx

y′ = x3 – 
–2sinx

6. Îá÷èñëіòü .

À Á Â Ã Ä

7. Óñòàíîâіòü âіäïîâіäíіñòü ìіæ ðіâíÿííÿì (1–4) òà 
êіëüêіñòþ éîãî êîðåíіâ íà ïðîìіæêó [–4; 4] (À–Ä).

Ðіâíÿííÿ Êіëüêіñòü êîðåíіâ íà [–4; 4]

1 À

Á

Â

Ã

Ä

æîäíîãî

îäèí

äâà

òðè

÷îòèðè

2

3

4

8. Çàïèøіòü ó ãðàäóñàõ íàéáіëüøèé âіä’єìíèé êîðіíü 
ðіâíÿííÿ sin2[ – sin[ = 0.

9. Çíàéäіòü çíà÷åííÿ âèðàçó log78 ∙ log97 ∙ log29.

ПОКАЗНИКОВІ І ɅОȽАРИɎМІЧНІ РІВНЯННЯ 
ТА НЕРІВНОСТІ З ПАРАМЕТРОМ. СИСТЕМИ 
ɅОȽАРИɎМІЧНИХ ТА ПОКАЗНИКОВИХ 
РІВНЯНЬ З ПАРАМЕТРОМ

Äëÿ âñіõ çíà÷åíü ïàðà-
ìåòðà à ðîçâ’ÿæіòü ðіâíÿííÿ

3 · 5õ + 27 = à + à · 5õ.
Ð î ç â ’ ÿ ç à í í ÿ. Ïåðåïèøåìî ðіâíÿííÿ ó âèãëÿäі: 
(3 – à)5õ = à – 27. 
Äàëі ðîçãëÿíåìî äâà âèïàäêè.
1) ßêùî à = 3, òî ðіâíÿííÿ íàáóäå âèãëÿäó 0 · 5õ = –24. Êîðåíіâ 
öå ðіâíÿííÿ íå ìàє.

5. Óêàæіòü ïîõіäíó ôóíêöії y = x3 + 2cosx.

À Á Â Ã Ä

y′ = 3x2 –
– 2cosx

y′ = x2 + 
+ 2sinx

y′ = 3x2 – 
– 2sinx

y′ = 3x2 + 
+ 2sinx

y′ = x3 – 
–2sinx

6. Îá÷èñëіòü .

À Á Â Ã Ä

7. Óñòàíîâіòü âіäïîâіäíіñòü ìіæ ðіâíÿííÿì (1–4) òà 
êіëüêіñòþ éîãî êîðåíіâ íà ïðîìіæêó [–4; 4] (À–Ä).

Ðіâíÿííÿ Êіëüêіñòü êîðåíіâ íà [–4; 4]

1 À

Á

Â

Ã

Ä

æîäíîãî

îäèí

äâà

òðè

÷îòèðè

2

3

4

8. Çàïèøіòü ó ãðàäóñàõ íàéáіëüøèé âіä’єìíèé êîðіíü 
ðіâíÿííÿ sin2[ – sin[ = 0.= 0.=

9. Çíàéäіòü çíà÷åííÿ âèðàçó log78 ∙ log97 ∙ log29.

ПОКАЗНИКОВІ І ɅОȽАРИɎМІЧНІ РІВНЯННЯ 
ТА НЕРІВНОСТІ З ПАРАМЕТРОМ. СИСТЕМИ 
ɅОȽАРИɎМІЧНИХ ТА ПОКАЗНИКОВИХ 
РІВНЯНЬ З ПАРАМЕТРОМ

§ 9. § 9. 

1. Ïîêàçíèêîâі ðіâíÿííÿ 
ç ïàðàìåòðîì

Приклад 1.
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2) ßêùî à ≠ 3, òî ðіâíÿííÿ íàáóäå âèãëÿäó  і ìà-

òèìå êîðіíü çà óìîâè  òîáòî êîëè à ∈ (3; 27). Òîäі 

ßêùî à < 3 àáî à I 27, òî âèðàç , îòæå, ðіâíÿííÿ 

 êîðåíіâ íå ìàє.

Â і ä ï î â і ä ü. ßêùî à J 3 àáî à I 27, êîðåíіâ íåìàє; ÿêùî 

3 < à < 27, òî 

Äëÿ âñіõ äîäàòíèõ çíà-

÷åíü ïàðàìåòðà à ðîçâ’ÿçàòè ðіâíÿííÿ 
lg2õ + lg(2 – õ) = lg lgà.

Ð î ç â ’ ÿ ç à í í ÿ. Äàíå ðіâíÿííÿ ðіâíîñèëüíå ñèñòåìі:

  òîáòî 

Îñêіëüêè 2õ(2 – õ) > 0, òî lgà > 0, і òîìó à > 1.

Ìàєìî: 

Çíàéäåìî äèñêðèìіíàíò îòðèìàíîãî êâàäðàòíîãî ðіâíÿí-
íÿ: ' = 16 – 8 ∙ lgà. Ðіâíÿííÿ ìàє êîðåíі, ÿêùî D I 0, òîáòî 
ÿêùî 16 – 8 ∙ lgà I 0, çâіäêè lgà J 2, îòæå, à J 100. Òîäі çà 

óìîâè, ùî 1 < à J 100, ìàòèìåìî: 

Îñêіëüêè 1 < à J 100,  òî  0 < lgà J 2. Öÿ íåðіâíіñòü ðіâíîñèëü-

íà òàêіé:  0 J 1 – 0,5lgà < 1, à çíà÷èòü, 

і , òîáòî îáèäâà êîðåíі õ1 і õ2 çàäîâîëüíÿ-
þòü óìîâó 0 < õ < 2, à îòæå, є êîðåíÿìè ïî÷àòêîâîãî ðіâíÿííÿ.

Â і ä ï î â і ä ü. ßêùî 0 < à J 1 àáî à > 100, òî êîðåíіâ íåìàє; 

ÿêùî 1 < à J 100, òî .

Äëÿ âñіõ çíà÷åíü ïàðà-
ìåòðà à (à > 0, à ≠ 1) ðîçâ’ÿæіòü íå-
ðіâíіñòü õlogàõ+4 < à4õ.

2. �îãàðèôìі÷íі 
ðіâíÿííÿ ç ïàðàìåòðîì

Приклад 2.

3. Ïîêàçíèêîâі òà 
ëîãàðèôìі÷íі íåðіâíîñòі 
ç ïàðàìåòðîì

Приклад 3.
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Ð î ç â ’ ÿ ç à í í ÿ. Ðîçãëÿíåìî äâà âèïàäêè: 
1) à > 1;     2) 0 < à < 1.
1) Íåõàé à > 1. Ïðîëîãàðèôìóєìî îáèäâі ÷àñòèíè íåðіâíîñòі 
çà îñíî âîþ à, îòðèìàєìî íåðіâíіñòü: 
(logàõ + 4)logàõ < logàà

4 + logàõ.
Íåõàé logàõ = t. Ìàєìî íåðіâíіñòü: t2 + 3t – 4 < 0, çâіäêè 
–4 < t < 1, òîáòî –4 < logàõ < 1.

Îñêіëüêè à > 1, òî à–4 < õ < à1, îòæå, 

2) Íåõàé 0 < à < 1. Ïðîëîãàðèôìóєìî îáèäâі ÷àñòèíè íåðіâíî-
ñòі çà îñíîâîþ à òà âðàõóâàâøè, ùî 0 < à < 1, ìàòèìåìî: 
(logàõ + 4)logàõ > logàà

4 + logàõ.
Íåõàé logàõ = t. Ìàєìî íåðіâíіñòü: t2 + 3t – 4 > 0, çâіäêè t < –4 
àáî t > 1. Òîìó logàõ < –4 àáî logàõ > 1.

Îñêіëüêè 0 < à < 1, òî õ > à–4 àáî 0 < õ < à1, îòæå,  àáî 

0 < õ < à.

Â і ä ï î â і ä ü. ßêùî 0 < à < 1, òî ; ÿêùî 

à > 1, òî .

(ÇÍÎ, 2018 ð.) Ðîçâ’ÿçàòè íåðіâíіñòü 

 çàëåæíî âіä çíà÷åíü ïàðàìåòðà a.

Ð î ç â ’ ÿ ç à í í ÿ. Çàóâàæèìî, ùî ÿêùî  àáî a = 1, òî íå-
ðіâíіñòü íå ìàє çìіñòó. Îòðèìàëè ÎÄÇ ïàðàìåòðà: a > 0, a ≠ 1. 
Ðîçâ’ÿæåìî íåðіâíіñòü äëÿ äîïóñòèìèõ çíà÷åíü ïàðàìåòðà ìå-
òîäîì іíòåðâàëіâ.

Íåõàé .

Äëÿ D(f) ìàєìî: 

Ðіâíÿííÿ  є êâàäðàòíèì äëÿ áóäü-ÿêîãî 
çíà÷åííÿ a. Çíàéäåìî äèñêðèìіíàíò ðіâíÿííÿ: 

, 

îá÷èñëèìî êîðåíі: ; . 

Îòæå, D(f): x > 0; x ≠ 2 – a; x ≠ 2.
Çíàéäåìî íóëі ôóíêöії I(x). Ìàєìî: f(x) = 0, ÿêùî . 
Òîäі x = 1, ïðè÷îìó 1 ∈ D(f) äëÿ âñіõ äîïóñòèìèõ çíà÷åíü 
ïàðàìåòðà. Îòæå, x = 1 – íóëü ôóíêöії f(x). Ïîçíà÷èìî D(f) 
òà íóëі ôóíêöії íà ÷èñëîâіé îñі, òîáòî ïîçíà÷èìî íà îñі òî÷-
êó 1 òà «ïîðîæíі» òî÷êè 2 – a і 2. Àëå ìè íå çíàєìî, ÿê 
ñàìå íà îñі ðîçòàøóâàòè ÷èñëî 2 – a âіäíîñíî ïî÷àòêó âіä-

Приклад 4.
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ëіêó (÷èñëà 0) òà âіäíîñíî ÷èñåë 1 і 2. Îòæå, ñëіä ðîçãëÿíó-
òè âñі ìîæëèâі âèïàäêè ðîçòàøóâàííÿ ÷èñëà 2 – a íà îñі, à 
ñàìå: 1) ; 2) ; 3) ; 4) ; 
5) ; 6) . Ðîçãëÿíåìî êîæíèé ç íèõ îêðåìî, 
âðàõîâóþ÷è ÎÄÇ ïàðàìåòðà à.

1) Ìàєìî:  çâіäñè . Òîäі  (ìàë. 9.1).

2) Ìàєìî:  çâіäñè . 

Òîäі  (ìàë. 9.2).

3) Ìàєìî:  Ñèñòåìà íå ìàє ðîçâ’ÿçêіâ, îòæå, äëÿ äî-

ïóñòèìèõ çíà÷åíü ïàðàìåòðà a òàêèé âèïàäîê íåìîæëèâèé.

4) Ìàєìî:  çâіäñè . 

Òîäі  (ìàë. 9.3).

5) Ìàєìî:  Ñèñòåìà íå ìàє ðîçâ’ÿçêіâ, îòæå, äëÿ äî-

ïóñòèìèõ çíà÷åíü ïàðàìåòðà a òàêèé âèïàäîê íåìîæëèâèé.

6) Ìàєìî:  Ñèñòåìà íå ìàє ðîçâ’ÿçêіâ, îòæå, äëÿ äî-

ïóñòèìèõ çíà÷åíü ïàðàìåòðà a òàêèé âèïàäîê íåìîæëèâèé.
Óñі âèïàäêè ðîçãëÿíóòî, çàïèøåìî âіäïîâіäü.
Â і ä ï î â і ä ü. ßêùî , òî ; ÿêùî 

, òî ; ÿêùî , òî .

Ïðè ÿêèõ çíà÷åííÿõ 
ïàðàìåòðà a ðîçâ’ÿçîê ñèñòåìè 

çàäîâîëüíÿє óìîâó .

Ìàë. 9.1

Ìàë. 9.2

Ìàë. 9.3

4. Ñèñòåìè 
ëîãàðèôìі÷íèõ 
і ïîêàçíèêîâèõ ðіâíÿíü 
ç ïàðàìåòðîì

Приклад 5.



107

Показникова та логарифмічна функції

Ð î ç â ’ ÿ ç à í í ÿ. ÎÄÇ ïàðàìåòðà: . Äîäàìî ðіâíÿííÿ ñèñ-
òåìè ïî÷ëåííî, îòðèìàєìî ðіâíÿííÿ: , çâіäêè x = 3. 
Ïіäñòàâèìî çíàéäåíå çíà÷åííÿ x ó ïåðøå ðіâíÿííÿ ñèñòåìè: 

, îòðèìàєìî ðіâíÿííÿ: . Íà ÎÄÇ ïàðà-

ìåòðà ðіâíÿííÿ íàáóäå âèãëÿäó: .
ßêùî a < 0, òî ðіâíÿííÿ  íå ìàє êîðåíіâ.
ßêùî a > 0, òî , òîáòî . 
Îòæå, õ = 3, , òîäі õ – ó = . 
Çíàéäåìî çíà÷åííÿ ïàðàìåòðà à, äëÿ ÿêèõ âèðàç õ – ó çàäî-
âîëüíÿє óìîâó . Ìàєìî ðіâíÿííÿ: . 

Òîäі , çâіäñè , îòæå, .
Â і ä ï î â і ä ü. .

 Поясніть, як розв’язано показникові і логарифмічні рівняння 
з параметрами у прикладах � і �.  Поясніть, як розв’язано по-
казникову і логарифмічну нерівності з параметром у прикладах 3 
і �.  Поясніть, як розв’язано систему, що містить показникові та 
логарифмічні рівняння з параметром у прикладі �. 

Ðîçâ’ÿæiòü çàäà÷i òà âèêîíàéòå âïðàâè
Ïðè ÿêèõ çíà÷åííÿõ ïàðàìåòðà a ìàє êîðåíі ðіâíÿííÿ (9.1–
9.2):

9.1. 1) ;   2) ;    3) ;   4) ? 

9.2. 1) ;   2) ;   3) ;    4) ? 

Äëÿ êîæíîãî çíà÷åííÿ ïàðàìåòðà a çíàéäіòü êіëüêіñòü êîðå-
íіâ ðіâíÿííÿ (9.3–9.4):

9.3. 1) ;    2) ;     3) .

9.4. 1) ;       2) ;     3) .

Ïðè ÿêèõ çíà÷åííÿõ ïàðàìåòðà a íåðіâíіñòü ñïðàâäæóєòüñÿ äëÿ 
âñіõ çíà÷åíü x (9.5–9.6):
9.5. 1) ;     2) ?       

9.6. 1) ;       2) ?

Ïðè ÿêèõ çíà÷åííÿõ ïàðàìåòðà a ðіâíÿííÿ (9.7–9.8):

9.7.  ìàє õî÷à á îäèí êîðіíü?

9.8.  ìàє õî÷à á îäèí êîðіíü?

 Поясніть, як розв’язано показникові і логарифмічні рівняння 
з параметрами у прикладах � і �.  Поясніть, як розв’язано по-
казникову і логарифмічну нерівності з параметром у прикладах 3 
і �.  Поясніть, як розв’язано систему, що містить показникові та 
логарифмічні рівняння з параметром у прикладі �. 

з параметрами у прикладах � і �. 
казникову і логарифмічну нерівності з параметром у прикладах 3 

9.2. 1) 
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Ïðè ÿêèõ çíà÷åííÿõ ïàðàìåòðà a ðîçâ’ÿçîê ñèñòåìè ðіâíÿíü 
(�.�–�.1�):

9.9.   çàäîâîëüíÿє óìîâó ?

�.1�.   çàäîâîëüíÿє óìîâó ?

9.11. Çíàéäіòü óñі çíà÷åííÿ ïàðàìåòðà a, ïðè ÿêèõ ìàє 
õî÷à á îäèí ðîçâ’ÿçîê ðіâíÿííÿ:
1) ;      2) . 

9.12. Çíàéäіòü óñі çíà÷åííÿ ïàðàìåòðà a, ïðè ÿêèõ ðіâíÿííÿ 
 ìàє õî÷à á îäèí ðîçâ’ÿçîê. 

Ïðè ÿêèõ çíà÷åííÿõ ïàðàìåòðà a ðіâíÿííÿ (9.13–9.16):
9.13.  íå ìàє ðîçâ’ÿçêіâ?

9.14.  íå ìàє ðîçâ’ÿçêіâ?

9.15.  1)  ìàє ðіâíî äâà êîðåíі;
 2)  ìàє ðіâíî îäèí êîðіíü?

9.16.  1)  ìàє ðіâíî äâà êîðåíі;
 2)  ìàє ðіâíî îäèí êîðіíü?

9.17. Äëÿ âñіõ çíà÷åíü ïàðàìåòðà à ðîçâ’ÿæіòü íåðіâíіñòü à2õ J à2.

9.18. Äëÿ âñіõ çíà÷åíü ïàðàìåòðà à ðîçâ’ÿæіòü íåðіâíіñòü à22õ ! à.

Äëÿ âñіõ çíà÷åíü ïàðàìåòðà à ðîçâ’ÿæіòü ðіâíÿííÿ (9.19–9.21):

9.19. log5(õ
2 – 2àõ) = log5(2õ – 4à).

�.2�. 4õ – (2à + 1) · 2x + a2 + a = 0.

9.21.  9õ – (2à + 2) · 3õ + à2 + 2à = 0.

Äëÿ âñіõ çíà÷åíü ïàðàìåòðà a ðîçâ’ÿæіòü íåðіâíіñòü (9.22–9.23):
9.22. 1) ;         2) .

9.23. 1) ;          2) .

Ðîçâ’ÿæіòü ðіâíÿííÿ çàëåæíî âіä çíà÷åíü ïàðàìåòðà a (9.24–9.25):
9.24. 1) ;     2) .

9.25. 1) ;     2) .

Çíàéäіòü óñі çíà÷åííÿ ïàðàìåòðà a, ïðè êîæíîìó ç ÿêèõ áóäü-
ÿêèé ðîçâ’ÿçîê ñèñòåìè ðіâíÿíü (9.26–9.27):

9.26.  çàäîâîëüíÿє íåðіâíіñòü .
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9.27.  çàäîâîëüíÿє íåðіâíіñòü .

Ðîçâ’ÿæіòü íåðіâíіñòü ç ïàðàìåòðîì à âіäíîñíî çìіííîї õ 
(9.28–9.29):

9.28. 1) õ3+logàõ < à2õ2;    2) logà(1 – õ2) I 1.

9.29. 1) õlogàõ > à;        2) 

Ïðè ÿêèõ çíà÷åííÿõ ïàðàìåòðà à ðіâíÿííÿ (�.3�–�.31):

�.3�. 9õ – (2à + 1)3õ + (4à –1) = 0 ìàє õî÷à á îäèí äîäàòíèé êîðіíü?

9.31. 9õ – 3õ+1 – à2 + 5à – 4 = 0 ìàє îäèí äіéñíèé êîðіíü?

Ïðè ÿêèõ çíà÷åííÿõ ïàðàìåòðà à ðіâíÿííÿ ìàє єäèíèé êîðіíü 
(9.32–9.33):

9.32. 1) log5(õ
2 + 2àõ) = log5(8õ – 6à – 3);     

9.33. 1) log3(àõ2 + 1) = log3(õ – à);          2) log5(àõ) = 2log5(õ + 1)?

Çíàéäіòü óñі çíà÷åííÿ ïàðàìåòðà a, ïðè ÿêèõ ðіâíÿííÿ ìàє ëèøå 
îäèí êîðіíü (9.34–9.35):
9.34. 1) ;     2) .

9.35. .

9.36. Çíàéäіòü óñі çíà÷åííÿ ïàðàìåòðà a, ïðè êîæíîìó ç ÿêèõ 
íåðіâíіñòü  ñïðàâäæóєòüñÿ äëÿ âñіõ çíà÷åíü x.

9.37. Çíàéäіòü óñі çíà÷åííÿ ïàðàìåòðà a, ïðè êîæíîìó ç ÿêèõ 
ðîçâ’ÿçêîì íåðіâíîñòі  є áóäü-ÿêå ÷èñëî.

Äëÿ âñіõ çíà÷åíü ïàðàìåòðà a (a > 0, a ≠ 1) ðîçâ’ÿæіòü ðіâíÿííÿ 
(9.38–9.39):
9.38. .      9.39. . 

Äëÿ âñіõ çíà÷åíü ïàðàìåòðà a (a > 0, a ≠ 1) ðîçâ’ÿæіòü íåðіâíіñòü 
(�.4�–�.41):
�.4�. .         9.41. . 

Äëÿ âñіõ çíà÷åíü ïàðàìåòðà a ðîçâ’ÿæіòü íåðіâíіñòü (9.42–9.43):
9.42. .       9.43. . 

Çíàéäіòü óñі çíà÷åííÿ ïàðàìåòðà a, ïðè êîæíîìó ç ÿêèõ ñèñòåìà 
(9.44–9.45):

9.44.  ìàє єäèíèé ðîçâ’ÿçîê. 

9.45.  ìàє ðіâíî äâà ðîçâ’ÿçêè. 
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Çíàéäіòü óñі çíà÷åííÿ ïàðàìåòðà a, ïðè êîæíîìó ç ÿêèõ 
ðіâíÿííÿ (9.46–9.48):

9.46.  ìàє òіëüêè îäèí êîðіíü.

9.47.  ìàє äâà êîðåíі, âіäñòàíü ìіæ 

ÿêèìè áіëüøà çà .

9.48.  ìàє äâà êîðåíі, âіäñòàíü ìіæ ÿêè-

ìè ìåíøà çà .

9.49. Ïðè ÿêèõ çíà÷åííÿõ ïàðàìåòðà a âñі êîðåíі ðіâíÿííÿ 
 áіëüøі çà ÷èñëî 11?

�.5�. Ïðè ÿêèõ çíà÷åííÿõ ïàðàìåòðà a õî÷à á îäèí êîðіíü ðіâ-
íÿííÿ  ìåí-
øèé çà ÷èñëî 13?

Çíàéäіòü óñі çíà÷åííÿ ïàðàìåòðà a, ïðè êîæíîìó ç ÿêèõ íåðіâ-
íіñòü (9.51–9.52):
9.51.  ñïðàâäæóєòüñÿ äëÿ áóäü- 

ÿêîãî x.

9.52.  ìàє õî÷à á îäèí ðîçâ’ÿçîê.

Äëÿ âñіõ çíà÷åíü ïàðàìåòðà a (a > 0, a ≠ 1) ðîçâ’ÿæіòü íåðіâíіñòü 
(9.53–9.54):

9.53. .        9.54. .

9.55. Ãðå÷àíó êðóïó ââàæàþòü îäíèì ç íàéêîðèñíіøèõ ïðî-
äóêòіâ äëÿ îðãàíіçìó ëþäèíè, à òîìó âèêîðèñòîâóþòü і äëÿ 

äієòè÷íîãî õàð÷óâàííÿ. Äëÿ ïðèãîòóâàííÿ çâè÷àéíîї ãðå÷àíîї 
êàøі íà îäíó ÷àñòèíó ãðå÷àíîї êðóïè áåðóòü äâі ÷àñòèíè âîäè.

1) Ñêіëüêè ãðàìіâ âîäè òðåáà âçÿòè, ÿêùî ãðå÷àíîї êðóïè 
âçÿòî 225 ã?
2) Ñêіëüêè ãðå÷àíîї êðóïè òðåáà âçÿòè, ÿêùî âîäè âçÿòî 700 ã?
3) Ïðîåêòíà äіÿëüíіñòü. Äіçíàéòåñÿ ç ðіçíîìàíіòíèõ äæå-
ðåë іíôîðìàöії, ó ÿêèõ ïðîïîðöіÿõ áåðóòü êðóïó і âîäó äëÿ 
ïðèãîòóâàííÿ іíøèõ êàø, ÿêі ç íèõ âèêîðèñòîâóþòü ó äіє-
òè÷íîìó õàð÷óâàííі, ÷èì âîíè êîðèñíі äëÿ ëþäèíè. 

9.56. (Çàäà÷à Åéëåðà). Äîâåäіòü, ùî 

.

Ïiäãîòóéòåñÿ äî âèâ÷åííÿ íîâîãî ìàòåðiàëó
9.57. Çíàéäіòü ïîõіäíó ôóíêöії:

1) ;    2) ;    3) ;    4) .
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9.58. Çíàéäіòü ïîõіäíó ñêëàäåíîї ôóíêöії:
1) ;      2) ; 

3) ;      4) .

9.59. Çíàéäіòü êðèòè÷íі òî÷êè ôóíêöії:
1) ;       2) .

1. Êіëüêіñòü âіäìіííèêіâ ó êëàñі ñêëàäàє 10 % âіä êіëüêîñ-
òі ó÷íіâ êëàñó. Ñêіëüêè ó÷íіâ ìîæå áóòè â òàêîìó êëàñі?

À Á Â Ã Ä

25 28 30 32 35

2. Óêàæіòü çíà÷åííÿ âèðàçó .

À Á Â Ã Ä

0

3. Çíàéäіòü îáëàñòü çíà÷åíü ôóíêöії .

À Á Â Ã Ä

[–1; +u) (–u; +u) [0; +u) [1; +u) [2; +u)

4. Òіëî ðóõàєòüñÿ ïðÿìîëіíіéíî çà çàêîíîì õ(t) = t3 + 2t2

(÷àñ t âèìіðþєòüñÿ â ñåêóíäàõ, øëÿõ s – ó ìåòðàõ). Âèçíà÷-
òå éîãî øâèäêіñòü ÷åðåç 2 ñåêóíäè ïіñëÿ ïî÷àòêó ðóõó.

À Á Â Ã Ä

45 ì/ñ 20 ì/ñ 16 ì/ñ 8 ì/ñ 2 ì/ñ

5. Çíàéäіòü íàéáіëüøå ÷èñëî ñåðåä ÷ëåíіâ ïîñëіäîâíîñòі 
(an), ÿêùî an = –n2 + 4n + 1.

À Á Â Ã Ä

2 5 –5 íåìîæëèâî 
âèçíà÷èòè òàêîãî ÷èñëà íå іñíóє

1. Êіëüêіñòü âіäìіííèêіâ ó êëàñі ñêëàäàє 10 % âіä êіëüêîñ-
òі ó÷íіâ êëàñó. Ñêіëüêè ó÷íіâ ìîæå áóòè â òàêîìó êëàñі?

À Á Â Ã Ä

25 28 30 32 35

2. Óêàæіòü çíà÷åííÿ âèðàçó .

À Á Â Ã Ä

0

3. Çíàéäіòü îáëàñòü çíà÷åíü ôóíêöії .

À Á Â Ã Ä

[–1; +u) (–u; +u) [0; +u) [1; +u) [2; +u)

4. Òіëî ðóõàєòüñÿ ïðÿìîëіíіéíî çà çàêîíîì õ(t) = t3 + 2t2

(÷àñ t âèìіðþєòüñÿ â ñåêóíäàõ, øëÿõ s – ó ìåòðàõ). Âèçíà÷-
òå éîãî øâèäêіñòü ÷åðåç 2 ñåêóíäè ïіñëÿ ïî÷àòêó ðóõó.

À Á Â Ã Ä

45 ì/ñ 20 ì/ñ 16 ì/ñ 8 ì/ñ 2 ì/ñ

5. Çíàéäіòü íàéáіëüøå ÷èñëî ñåðåä ÷ëåíіâ ïîñëіäîâíîñòі 
(an), ÿêùî an = –= –= n2 + 4n + 1.

À Á Â Ã Ä

2 5 –5 íåìîæëèâî 
âèçíà÷èòè òàêîãî ÷èñëà íå іñíóє

ПППЕРЕВІРТЕ СВОЮ КОМПЕТЕНТНІСТЬЕРЕВІРТЕ СВОЮ КОМПЕТЕНТНІСТЬ
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6. Óêàæіòü êіëüêіñòü êîðåíіâ ðіâíÿííÿ x3 + 2x2 + 7x = 0.

À Á Â Ã Ä

æîäíîãî îäèí äâà òðè áіëüøå òðüîõ

7. Óñòàíîâіòü âіäïîâіäíіñòü ìіæ íåðіâíіñòþ (1–4) òà 
ìíîæèíîþ її ðîçâ’ÿçêіâ (À–Ä).

Íåðіâíіñòü Ìíîæèíà ðîçâ’ÿçêіâ

1 (x + 1)(x – 5) J 0 À (–u; 5) 
2 log5 x J 1 Á (–1; 5)
3 |x – 2| < 3 Â [–1; 5]
4 3x – 10 < x Ã (0; 5]

Ä [0; 5]

8. Çíàéäіòü f′(2), ÿêùî .

9. Çíàéäіòü çíà÷åííÿ âèðàçó 

ПОХІДНІ ПОКАЗНИКОВОЇ� ɅОȽАРИɎМІЧНОЇ 
ТА СТЕПЕНЕВОЇ ɎУНКɐІЙ 

Ðàíіøå ìè ðîçãëÿíóëè ôîðìóëè äëÿ äèôåðåíöіþâàííÿ äåÿêèõ 
åëåìåíòàðíèõ ôóíêöіé (ó òîìó ÷èñëі ôóíêöії ó = õn, äå n – öіëå 
÷èñëî). Ó öüîìó ïàðàãðàôі äîâåäåìî ôîðìóëè äëÿ çíàõîäæåííÿ 
ïîõіäíèõ ïîêàçíèêîâîї і ëîãàðèôìі÷íîї ôóíêöіé òà ñòåïåíåâîї 
ôóíêöії ó = õD, äå D – áóäü-ÿêå ÷èñëî.

ßê âіäîìî ç | 4 (ï. 4), ÷èñëî å ÿê 
îñíîâà ïîêàçíèêîâîї ôóíêöії ó = åõ

є òàêèì, ùî êóòîâèé êîåôіöієíò äî-
òè÷íîї äî ãðàôіêà ôóíêöії ó òî÷öі (0; 1) äîðіâíþє 1. Öå îçíà÷àє, 
ùî ó′(0) = 1. Òîäі, çà îçíà÷åííÿì ïîõіäíîї, ìàòèìåìî:

Òåïåð çíàéäåìî ôîðìóëó äëÿ îá÷èñëåííÿ ïîõіäíîї ïîêàçíèêî-
âîї ôóíêöії ó = e õ (çà îçíà÷åííÿì).

1) 'ó(õ) = ó(õ + 'õ) – ó(õ) = eõ+'õ – eõ = eõ · e'õ – eõ = eõ(e'õ – 1);

2) ;

6. Óêàæіòü êіëüêіñòü êîðåíіâ ðіâíÿííÿ x3 + 2x2 + 7x = 0.

À Á Â Ã Ä

æîäíîãî îäèí äâà òðè áіëüøå òðüîõ

7. Óñòàíîâіòü âіäïîâіäíіñòü ìіæ íåðіâíіñòþ (1–4) òà 
ìíîæèíîþ її ðîçâ’ÿçêіâ (À–Ä).

Íåðіâíіñòü Ìíîæèíà ðîçâ’ÿçêіâ

1 (x + 1)(x – 5) J 0 À (–u; 5) 
2 log5 x J 1 Á (–1; 5)
3 |x – 2| < 3 Â [–1; 5]
4 3x – 10 < x Ã (0; 5]

Ä [0; 5]

8. Çíàéäіòü f′′(2), ÿêùî .

9. Çíàéäіòü çíà÷åííÿ âèðàçó 

ПОХІДНІ ПОКАЗНИКОВОЇ� ɅОȽАРИɎМІЧНОЇ 
ТА СТЕПЕНЕВОЇ ɎУНКɐІЙ § 10. § 10. 

1. Ïîõіäíі 
ïîêàçíèêîâèõ ôóíêöіé
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3) 

Îòæå,

(e õ)′ = e õ.

Òåïåð çíàéäåìî ôîðìóëó äëÿ îá÷èñëåííÿ ïîõіäíîї ïîêàçíèêî-
âîї ôóíêöії ó = àõ, äå à > 0, à ≠ 1.

Çà îñíîâíîþ ëîãàðèôìі÷íîþ òîòîæíіñòþ ìàєìî, ùî à = e lnà, 
òîäі àõ = (e lnà)õ = e õlnà.

Äëÿ çíàõîäæåííÿ ïîõіäíîї ôóíêöії ó = àõ âèêîðèñòàєìî òåîðå-
ìó ïðî ïîõіäíó ñêëàäåíîї ôóíêöії.

(àõ)′ = (eõlnà)′ = eõlnà · (õlnà)′ = eõlnà · lnà · õ′ = (elnà)õ · lnà · 1 = àõ lnà.

Îòæå,

(àõ)′ = àõ OQà.

1) (2õ)′ = 2õln2;     

2) (e2õ–7)′ = e2õ–7 · (2õ – 7)′ = 2e2õ–7; 

3) (7õsinx)′ = (7x)′sinx + (sinx)′ · 7x = 7xln7sinx + cosx · 7x =
= 7x(ln7sinx + cosx).

Ñêëàäіòü ðіâíÿííÿ äîòè÷íîї äî ãðàôіêà ôóíêöії 
f(õ) = e õ+1 ó òî÷öі ç àáñöèñîþ õ0 = –1.

Ð î ç â ’ ÿ ç à í í ÿ. f(õ0) = f(–1) = e–1+1 = e0 = 1; 
f′(õ) = eõ+1(õ + 1)′ = eõ+1; f′(–1) = e–1+1 = e0 = 1. 
Òîäі ìàєìî ðіâíÿííÿ äîòè÷íîї: ó = 1 + 1(õ + 1), îòæå, ó = õ + 2.

Â і ä ï î â і ä ü. ó = õ + 2.

 Çíàéòè ïðîìіæêè çðîñòàííÿ і ñïàäàííÿ ôóíêöії
ó = õe 4õ.

Ð î ç â ’ ÿ ç à í í ÿ. 1) D(y): õ ∈ 5.

2) ó′ = õ′ · e 4õ + (e 4õ)′ · õ = 1 · e 4õ + e 4õ · (4õ)′ · õ = e 4õ + 4õe 4õ =
= e 4õ(1 + 4õ).
3) Ïîõіäíà іñíóє íà âñіé îáëàñòі âèçíà÷åííÿ ôóíêöії. Êðèòè÷íі 
òî÷êè – ðîçâ’ÿçêè ðіâíÿííÿ e 4õ(1 + 4õ) = 0. Îñêіëüêè e4õ > 0 
äëÿ õ ∈ 5, òî  – єäèíà êðèòè÷íà òî÷êà ôóíêöії.
4) Âèçíà÷àєìî çíàêè ïîõіäíîї ó′(õ) íà 
êîæíîìó ç ïðîìіæêіâ (ìàë. 10.1).
5) Îòæå, ôóíêöіÿ çðîñòàє íà , 
ñïàäàє íà .

Â і ä ï î â і ä ü. Çðîñòàє íà , ñïàäàє íà .

(e õ)′ == e õ.

Îòæå,

Òåïåð çíàéäåìî ôîðìóëó äëÿ îá÷èñëåííÿ ïîõіäíîї ïîêàçíèêî-

(àõ)′′ == àõ OQà.

Îòæå,

Приклад 1.

Приклад 2.

Приклад 3.

Ìàë. 10.1
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Ðîçãëÿíåìî ôóíêöіþ ó = lnõ, äå õ > 0. 
Äëÿ âñіõ õ > 0 ñïðàâäæóєòüñÿ ðіâíіñòü 
õ = e lnõ. Ïðè öüîìó ïðàâà і ëіâà ÷à-

ñòèíè ðіâíîñòі є îäíієþ і òієþ ñàìîþ ôóíêöієþ, âèçíà÷åíîþ äëÿ 
õ > 0. Òîìó õ′ = (e lnõ)′. 

Ïîõіäíó äëÿ e lnõ îá÷èñëèìî çà ôîðìóëîþ (e õ)′ = e õ òà ïðàâè-
ëîì îá÷èñëåííÿ ïîõіäíîї ñêëàäåíîї ôóíêöії. Òîäі

(e lnõ)′ = e lnõ · (lnõ)′.
Àëå e lnõ = õ, òîìó ìàєìî: (e lnõ)′ = õ · (lnõ)′.
ßê âіäîìî, õ′ = 1. Îñêіëüêè õ′ = (e lnõ)′, òî 1 = õ · (lnõ)′. Çâіäñè

Òåïåð çíàéäåìî ôîðìóëó äëÿ îá÷èñëåííÿ ïîõіäíîї ëîãàðèô-
ìі÷íîї ôóíêöії ó = logàõ, äå à > 0, à ≠ 1.

Çà ôîðìóëîþ ïåðåõîäó äî іíøîї îñíîâè ìàєìî: 

Òîäі 

Îòæå,

Íàïðèêëàä, 

(cosx · lnx)′ = (cosx)′ · lnx + (lnx)′ · cosx = –sinx · lnx +  · cosx.

 Çíàéòè òî÷êè åêñòðåìóìó òà åêñòðåìóìè ôóíêöії
ó = õ5lnõ.

Ð î ç â ’ ÿ ç à í í ÿ. 1) D(y): õ > 0.

2) ó′ = (õ5)′lnx + (lnõ)′ · õ5 = 5õ4lnõ + · õ5 = õ4(5lnõ + 1).

3) Ïîõіäíà іñíóє â óñіõ òî÷êàõ îáëàñòі âèçíà÷åííÿ. Çíàéäå-
ìî êðèòè÷íі òî÷êè ôóíêöії: õ4(5lnõ + 1) = 0. Îñêіëüêè õ > 0, 

òî 5lnõ + 1 = 0. Òîäі , îòæå,  – єäèíà êðèòè÷íà 

òî÷êà äàíîї ôóíêöії.

2. Ïîõіäíі 
ëîãàðèôìі÷íèõ ôóíêöіé

ßê âіäîìî, 

Îòæå,

Приклад 4.
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4)–5) Ïîçíà÷èìî êðèòè÷íó òî÷êó íà D(y). Îñêіëüêè  і 

, à ó′(e) > 0, ìîæíà âèçíà÷èòè çíà-

êè ïîõіäíîї íà êîæíîìó ç îòðèìàíèõ ïðîìіæ-
êіâ (ìàë. 10.2).

6) Îòæå, , 

Â і ä ï î â і ä ü. 

Ìè çíàєìî, ùî äëÿ áóäü-ÿêîãî n ∈ =
і áóäü-ÿêîãî õ ∈ 5 (õ ≠ 0 ïðè n J 1): 
(õn)′ = nõn–1.

Çíàéäåìî ôîðìóëó äëÿ çíàõîäæåííÿ ïîõіäíîї ñòåïåíåâîї 
ôóíêöії ó = õD, äå D – äîâіëüíå ÷èñëî. ßêùî D – íå öіëå, òî îá-
ëàñòþ âèçíà÷åííÿ ôóíêöії ó = õD є õ > 0. Äëÿ âñіõ õ > 0, âèêî-
ðèñòîâóþ÷è îñíîâíó ëîãàðèôìі÷íó òîòîæíіñòü, ìîæíà çàïèñàòè, 
ùî õD = (elnõ)D = eDlnõ.

Òîäі (õD)′ = (e Dlnõ)′ = eDlnõ · (Dlnõ)′ = (e lnõ)D · D · (lnõ)′ = õD · D · =

= DõD–1. Îòæå,

(õD)′ = DõD–1, äå D – áóäü-ÿêå ÷èñëî, õ ! �.

Íàïðèêëàä, 1) ;

Çíàéòè ïîõіäíó ôóíêöії:  

Ð î ç â ’ ÿ ç à í í ÿ. 1) Çàïèøåìî ôóíêöіþ ó âèãëÿäі  Òîäі 

2) Îñêіëüêè 

Â і ä ï î â і ä ü.

Ìàë. 10.2

3. Ïîõіäíà ñòåïåíåâîї 
ôóíêöії

(õDD)′ == DDõDD–1, äå DD – áóäü-ÿêå ÷èñëî, õ ! �.

= DõD–1. 

Íàïðèêëàä, 1) 

Приклад 5.
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Çíàéòè êóòîâèé êîåôіöієíò k äîòè÷íîї äî ãðàôіêà 

ôóíêöії  ïðîâåäåíîї ó òî÷öі ç àáñöèñîþ õ0 = 1.

Ð î ç â ’ ÿ ç à í í ÿ. Çàïèøåìî ôóíêöіþ ó âèãëÿäі . 

Òîäі . 

Îñêіëüêè k = ó′(õ0), òî 

Â і ä ï î â і ä ü. 

 Запам’ятайте формули похідних функцій y = ex та y = ax. 
 Запам’ятайте формули похідних функцій y = lnx та y = logax. 
 Запам’ятайте формулу похідної функції y = xD, де D ∈ 5, x ! �.

Ðîçâ’ÿæiòü çàäà÷i òà âèêîíàéòå âïðàâè
Çíàéäіòü ïîõіäíó ôóíêöії (1�.1–1�.6):

1�.1.  1) ó = 5õ;        2)      3) ó = log3õ;       4) ó = log0,8õ.

1�.2.  1)      2) ó = 4õ;      3) ó = log0,7õ;   4) ó = log9õ.

1�.3.  1) ó = õ1,8;     2) ó = õ–1,5;          

1�.4.  1) ó = õ–2,7;    2) ó = õ2,9;          

1�.5.  1) ó = 3õ + õ2;    2) ó = õ5 – eõ;    3) ó = log5õ – 2õ7;

     4) ó = eõlnõ;     5) ó = õ3lnõ;     6) 
1�.6.  1) ó = õ7 – 2õ;        2) ó = eõ + õ3;    3) ó = 3õ4 + log2õ;

 4) ó = õ8lnõ;         5) ó = eõõ5;      6) 
Çíàéäіòü ïîõіäíó äàíîї ôóíêöії ó äàíіé òî÷öі õ0 (1�.�–1�.�):
1�.�.  1) ó = 4eõ + õ3,  õ0 = 0;    2) ó = lnõ – õ1,7,  õ0 = 1.

1�.�.  1) ó = õ4 – 3eõ,  õ0 = 0;    2) ó = õ1,8 + lnõ,  õ0 = 1.

Çíàéäіòü ïîõіäíó ñêëàäåíîї ôóíêöії (1�.�–1�.1�):
1�.�.  1) ó = 23õ;   2) ó = e4õ–7;   3) ó = ln5õ;   4) ó = log3(2õ + 1).

1�.1�.  1) ó = e5õ;      2) ó = 34õ–2;
  3) ó = log74õ;   4) ó = ln(3õ – 7).

Ñêëàäіòü ðіâíÿííÿ äîòè÷íîї äî ãðàôіêà ôóíêöії (1�.11–1�.12):

1�.11. f(õ) = 2õ ó òî÷öі ç àáñöèñîþ õ0 = 0.

Приклад 6.

 Запам’ятайте формули похідних функцій y = ex та y = ax. 
 Запам’ятайте формули похідних функцій y = lnx та y = logax. 
 Запам’ятайте формулу похідної функції y = xD, де D ∈ 5, x ! �.
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1�.12. f(õ) = 5õ ó òî÷öі ç àáñöèñîþ õ0 = 0.

Ñêëàäіòü ðіâíÿííÿ äîòè÷íîї äî ãðàôіêà ôóíêöії f(x) ó òî÷öі 
ç àáñöèñîþ x0, ÿêùî (1�.13–1�.14): 
1�.13. ; .       1�.14. ; 

Çíàéäіòü ïîõіäíó ôóíêöії (1�.15–1�.16):

1�.15. 1) ;        2) .

1�.16. 1) ;        2) .

1�.1�. Çíàéäіòü , ÿêùî .

1�.1�. Çíàéäіòü , ÿêùî .

Çíàéäіòü êðèòè÷íі òî÷êè ôóíêöії (1�.1�–1�.2�):

1�.1�.  1) ó = õ2eõ;    2) ó = õ3lnõ.

1�.2�. 1) ó = õeõ;     2) ó = õ2lnõ.

Çíàéäіòü ïîõіäíó ôóíêöії (1�.21–1�.22):

1�.21.             

1�.22.             

Îá÷èñëіòü ïîõіäíó äàíîї ôóíêöії ó äàíіé òî÷öі õ0 (1�.23–1�.24):

1�.23. 1) f(õ) = eõ–2(õ2 + 1),  õ0 = 2;    2)   õ0 = 1.

1�.24. 1) f(õ) = eõ+1(2 – õ2), õ0 = –1;    2) õ0 = 1.

Çíàéäіòü ïîõіäíó ôóíêöії (1�.25–1�.3�):

1�.25.  g(õ) = e–õcos4x.    1�.26.  t(õ) = e2õsin3x.

1�.2�.  1) ;      2) ;      3) ;

  4) ;      5) ;     6) .

1�.2�.  1) ;      2) ;      3) ;

  4) ;     5) ;      6) .

1�.2�. 1) ;     2) .
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1�.3�. 1) ;      2) .

Çíàéäіòü êóòîâèé êîåôіöієíò äîòè÷íîї äî ãðàôіêà ôóíêöії y = f(x) 
ó òî÷öі ç àáñöèñîþ  (1�.31–1�.32):

1�.31. 1) ; ;    2) ; .

1�.32.  1) ; x0 = –2;       2) ; x0 = 1.

Çíàéäіòü êóò, ÿêèé óòâîðþє äîòè÷íà äî ãðàôіêà ôóíêöії \ = g(x), 
ïðîâåäåíà â òî÷öі x0, ç äîäàòíèì íàïðÿìîì îñі àáñöèñ (1�.33–1�.34):

1�.33. 1) , ;      2) , .

1�.34. 1) , x0 = 0,2;     2) , .

1�.35. Ðîçâ’ÿæіòü ðіâíÿííÿ , ÿêùî:

1) ;       2) ;
3) ;     4) .

1�.36. Ðîçâ’ÿæіòü ðіâíÿííÿ , ÿêùî:

1) ;        2) ;
3) ;      4) .

Çíàéäіòü çíà÷åííÿ âèðàçó (1�.3�–1�.3�):

1�.3�.  1) , ÿêùî ; 

  2) , ÿêùî .

1�.3�.  1) , ÿêùî ; 
  2) , ÿêùî .

Ñêëàäіòü ðіâíÿííÿ äîòè÷íîї äî ãðàôіêà ôóíêöії ó = f(õ) ó òî÷öі 
ç àáñöèñîþ õ0 (1�.3�–1�.4�):
1�.3�.  1) f(õ) = õe–õ, õ0 = 0;       2) f(õ) = ln(3õ + 4), õ0 = –1.

1�.4�.  1) f(õ) = õ2eõ, õ0 = 0;       2) f(õ) = ln(5õ – 4), õ0 = 1.

Îá÷èñëіòü ïîõіäíó äàíîї ôóíêöії ó äàíіé òî÷öі (1�.41–1�.42):

1�.41.       

1�.42.       

Çíàéäіòü ïðîìіæêè çðîñòàííÿ, ñïàäàííÿ, òî÷êè åêñòðåìóìó òà 
åêñòðåìóìè ôóíêöії (1�.43–1�.44):
1�.43.  1) f(õ) = õe–5õ;      2) f(õ) = õ2lnõ.

1�.44.  1) f(õ) = õe–2õ;      2) f(õ) = õ3lnõ.
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Çíàéäіòü íàéáіëüøå і íàéìåíøå çíà÷åííÿ ôóíêöії íà äàíîìó 
ïðîìіæêó (1�.45–1�.46):
1�.45.  1) f(õ) = õe–õ, x ∈ [0; 2];     2) f(õ) = 3õ2+2õ, x ∈ [–2; 0].

1�.46.  1) f(õ) = õeõ, x ∈ [–3; 0];     2) f(õ) = 2õ2–2õ, x ∈ [0; 2].

1�.4�.  Ðîçâ’ÿæіòü ðіâíÿííÿ f′(õ) = –6eõ, ÿêùî f(õ) = eõ(õ2 – 6õ).

1�.4�.  Ðîçâ’ÿæіòü ðіâíÿííÿ f′(õ) = eõ, ÿêùî f(õ) = eõ(2õ – õ2).

1�.4�. Ðîçâ’ÿæіòü íåðіâíіñòü , ÿêùî:

1) ; ;      2) ; a = 5.

1�.5�. Ðîçâ’ÿæіòü íåðіâíіñòü , ÿêùî:

1) ; ;      2) ; a = 1.

1�.51. Íåõàé . Äîâåäіòü, ùî .

1�.52. Íåõàé . Äîâåäіòü, ùî .

1�.53.  Ñêëàäіòü ðіâíÿííÿ äîòè÷íîї äî ãðàôіêà ôóíêöії f(õ) = e2õ – 3, 
ÿêà ïàðàëåëüíà ïðÿìіé ó = 2õ – 7.

1�.54.  Ñêëàäіòü ðіâíÿííÿ äîòè÷íîї äî ãðàôіêà ôóíêöії f(õ) = e–õ + 2, 
ÿêà ïàðàëåëüíà ïðÿìіé ó = –õ.

Ñêëàäіòü ðіâíÿííÿ äîòè÷íîї äî ãðàôіêà ôóíêöії (1�.55–1�.56):
1�.55. , ÿêà ïàðàëåëüíà ïðÿìіé y = 1,5x + 11.

1�.56. , ÿêà ïàðàëåëüíà ïðÿìіé y = x – 18.

1�.5�.  Çíàéäіòü f′(1), ÿêùî 

1�.5�.  Çíàéäіòü f′(1), ÿêùî 

Äîñëіäіòü âëàñòèâîñòі ôóíêöії f(õ) òà ïîáóäóéòå ñõåìàòè÷íî 
її ãðàôіê, ÿêùî (1�.5�–1�.6�):

1�.5�.       

1�.6�.       

1�.61. Ðîçâ’ÿæіòü íåðіâíіñòü f′(õ) > g′(õ), ÿêùî f(õ) = õ2lnõ; 

1�.62. Çíàéäіòü , ÿêùî .

1�.63. Çíàéäіòü , ÿêùî .
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1�.64. Ðîçâ’ÿæіòü íåðіâíіñòü , ÿêùî:

1) ;      2) .

1�.65. Ðîçâ’ÿæіòü íåðіâíіñòü , ÿêùî:

1) ;       2) .

1�.66. Çíàéäіòü: 1) íàéìåíøå çíà÷åííÿ ôóíêöії ; 

ÿêùî ; 
2) íàéáіëüøå çíà÷åííÿ ôóíêöії , ÿêùî .

1�.6�. Çíàéäіòü: 1) íàéáіëüøå çíà÷åííÿ ôóíêöії , 

ÿêùî ; 

2) íàéìåíøå çíà÷åííÿ ôóíêöії , ÿêùî .
1�.6�. Çíàéäіòü âіäñòàíü âіä ïî÷àòêó êîîðäèíàò äî äîòè÷íîї äî ãðàôіêà 

ôóíêöії , ÿêà ïàðàëåëüíà îñі àáñöèñ.

1�.6�. Çíàéäіòü âіäñòàíü âіä ïî÷àòêó êîîðäèíàò äî äîòè÷íîї äî 
ãðàôіêà ôóíêöії , ÿêà ïàðàëåëüíà îñі àáñöèñ.

1�.��. Çíàéäіòü ðіâíÿííÿ òàêîї äîòè÷íîї äî ãðàôіêà ôóíêöії 
, ÿêà ðàçîì ç îñÿìè êîîðäèíàò óòâîðþє 

ðіâíîáåäðåíèé ïðÿìîêóòíèé òðèêóòíèê.

1�.�1. Çíàéäіòü ðіâíÿííÿ òàêîї äîòè÷íîї äî ãðàôіêà ôóíêöії 
, ÿêà ðàçîì ç îñÿìè êîîðäèíàò óòâîðþє 

ðіâíîáåäðåíèé òðèêóòíèê. 

1�.�2. Çíàéäіòü íàéáіëüøå çíà÷åííÿ ôóíêöії 

 íà ïðîìіæêó [0,5; 4].

1�.�3. Çíàéäіòü íàéìåíøå çíà÷åííÿ ôóíêöії 

íà ïðîìіæêó [0,5; 2].

Äîâåäіòü, ùî äëÿ x > 0 ñïðàâäæóєòüñÿ íåðіâíіñòü (1�.�4–1�.�5): 

1�.�4. .            1�.�5. .

1�.�6. Ïðè ÿêèõ çíà÷åííÿõ ïàðàìåòðà a ôóíêöіÿ  íà 
ïðîìіæêó (a; a + 7):
1) ìàє îäíó òî÷êó åêñòðåìóìà; 
2) ìàє äâі òî÷êè åêñòðåìóìà;
3) ñïàäàє;       
4) çðîñòàє?

1�.��. Ïðè ÿêèõ çíà÷åííÿõ ïàðàìåòðà a ïðÿìà y = 3x + a
є äîòè÷íîþ äî ãðàôіêà ôóíêöії f(x) = ln (3[ – 4)?

1�.��. Ïðè ÿêèõ çíà÷åííÿõ ïàðàìåòðà a ïðÿìà y = 2x + a
є äîòè÷íîþ äî ãðàôіêà ôóíêöії g(x) = ln (2x + 3)?
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1�.��. Äîòè÷íà äî ãðàôіêà ôóíêöії  є òàêîþ, ùî 
àáñöèñà òî÷êè äîòèêó x0 íàëåæèòü ïðîìіæêó [0,5; 1]. Ïðè 
ÿêîìó çíà÷åííі x0 ïëîùà òðèêóòíèêà, îáìåæåíîãî öієþ 
äîòè÷íîþ, âіññþ àáñöèñ і ïðÿìîþ x = 2, áóäå íàéìåíøîþ? 
Çíàéäіòü öþ ïëîùó.

1�.��. Äîòè÷íà äî ãðàôіêà ôóíêöії  є òàêîþ, ùî 

àáñöèñà òî÷êè äîòèêó x0 íàëåæèòü ïðîìіæêó . Ïðè 

ÿêîìó çíà÷åííі x0 ïëîùà òðèêóòíèêà, îáìåæåíîãî öієþ 
äîòè÷íîþ, âіññþ àáñöèñ і ïðÿìîþ x = 1, áóäå íàéìåíøîþ? 
Çíàéäіòü öþ ïëîùó. 

1�.�1. Âіäîìî, ùî 1 ãà ëіñó çà ðіê î÷èùóє 18 ìëí ì3

ïîâіòðÿ. Ñêіëüêè ì3 ïîâіòðÿ î÷èñòèòü çà ðіê ëіñ ïëîùåþ: 
 1) 4 ãà;     2) 3 êì2?

1�.�2. (Ìіæíàðîäíå òåñòóâàííÿ 3I6A). Âè ãîòóєòå 
âëàñíó çàïðàâêó äëÿ ñàëàòó, ðåöåïò ÿêîї äëÿ ïðèãîòó-
âàííÿ 100 ìіëіëіòðіâ (ìë) âèãëÿäàє òàê: 

îëèâêîâà îëіÿ – 60 ìë; îöåò – 30 ìë; ñîєâèé ñîóñ – 10 ìë. 
Ñêіëüêè ìë îëèâêîâîї îëії òðåáà âçÿòè äëÿ ïðèãîòóâàííÿ 
150 ìë öієї çàïðàâêè?

Ïiäãîòóéòåñÿ äî âèâ÷åííÿ íîâîãî ìàòåðiàëó

1�.�3. Çíàéäіòü ïîõіäíó ôóíêöії:
1) ;    2) ;    3) f(x) = cos x;
4) g(x) = 5;    5) ;    6) g(x) = tg x.

1�.�4.  1) Çíàéäіòü ïîõіäíó ôóíêöії: ; ; . 
  2) Ïåðåâіðòå, ùî .

1�.�5. Çíàéäіòü ïîõіäíó ôóíêöії:

1) f(x) = 2sin x – x;     2) .

1. Îá÷èñëіòü , ÿêùî logàb = 3.

À Á Â Ã Ä

1 2 3 4

1. Îá÷èñëіòü , ÿêùî logàb = 3.

À Á Â Ã Ä

1 2 3 4

ПППЕРЕВІРТЕ СВОЮ КОМПЕТЕНТНІСТЬЕРЕВІРТЕ СВОЮ КОМПЕТЕНТНІСТЬ
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2. Çíàéäіòü çíà÷åííÿ âèðàçó  ÿêùî tgD = 2.

À Á Â Ã Ä

1 2 –1 íåìîæëèâî 
âèçíà÷èòè

3. Çíàéäіòü ñóìó êîðåíіâ ðіâíÿííÿ 

À Á Â Ã Ä

–2 2 4 –4 3

4. Òіëî ðóõàєòüñÿ ïðÿìîëіíіéíî çà çàêîíîì s(t) = t2 – 2t + 9 
(t – âèìіðþєòüñÿ â ãîäèíàõ, s – ó êіëîìåòðàõ). Ó ÿêèé ìî-
ìåíò ÷àñó t éîãî øâèäêіñòü áóäå äîðіâíþâàòè 12 êì/ãîä?

À Á Â Ã Ä

1 ãîä 2 ãîä 3 ãîä 5 ãîä 7 ãîä

5. Çíàéäіòü ñóìó íàòóðàëüíèõ çíà÷åíü õ, äëÿ ÿêèõ 

ñïðàâäæóєòüñÿ íåðіâíіñòü 

À Á Â Ã Ä

6 8 10 12 20

6. Ïіñëÿ òîãî ÿê öіíó âàëіçè çíèçèëè íà 10 %, âîíà ñòàëà 
êîøòóâàòè 1440 ãðí. Ñêіëüêè êîøòóâàëà âàëіçà äî çíèæêè?

À Á Â Ã Ä

1584 ãðí 1596 ãðí 1598 ãðí 1600 ãðí 1604 ãðí

7. Óñòàíîâіòü âіäïîâіäíіñòü ìіæ îçíà÷åííÿì åëåìåíòіâ 
ïðîãðåñії (1–4) і íàáîðîì ÷èñåë (À–Ä), ÿêі ìîæóòü áóòè 
öèìè åëåìåíòàìè.

Îçíà÷åííÿ åëåìåíòіâ ïðîãðåñії Íàáіð ÷èñåë

1 òðè ïîñëіäîâíèõ åëåìåíòè àðèôìåòè÷-
íîї ïðîãðåñії ç ðіçíèöåþ À

Á

Â

Ã

Ä

; ; 1

1; 3; 5

–2; 1; 4

1; –3; 9

1; –2; –5

2 òðè ïîñëіäîâíèõ åëåìåíòè àðèôìåòè÷-
íîї ïðîãðåñії ç ðіçíèöåþ 

3 òðè ïîñëіäîâíèõ åëåìåíòè ãåîìåòðè÷íîї 
ïðîãðåñії çі çíàìåííèêîì 

4 òðè ïîñëіäîâíèõ åëåìåíòè ãåîìåòðè÷íîї 
ïðîãðåñії çі çíàìåííèêîì 

2. Çíàéäіòü çíà÷åííÿ âèðàçó  ÿêùî tgD = 2.

À Á Â Ã Ä

1 2 –1 íåìîæëèâî 
âèçíà÷èòè

3. Çíàéäіòü ñóìó êîðåíіâ ðіâíÿííÿ 

À Á Â Ã Ä

–2 2 4 –4 3

4. Òіëî ðóõàєòüñÿ ïðÿìîëіíіéíî çà çàêîíîì s(t) = t2 – 2t + 9 
(t – âèìіðþєòüñÿ â ãîäèíàõ, s – ó êіëîìåòðàõ). Ó ÿêèé ìî-
ìåíò ÷àñó t éîãî øâèäêіñòü áóäå äîðіâíþâàòè 12 êì/ãîä?

À Á Â Ã Ä

1 ãîä 2 ãîä 3 ãîä 5 ãîä 7 ãîä

5. Çíàéäіòü ñóìó íàòóðàëüíèõ çíà÷åíü õ, äëÿ ÿêèõ 

ñïðàâäæóєòüñÿ íåðіâíіñòü 

À Á Â Ã Ä

6 8 10 12 20

6. Ïіñëÿ òîãî ÿê öіíó âàëіçè çíèçèëè íà 10 %, âîíà ñòàëà 
êîøòóâàòè 1440 ãðí. Ñêіëüêè êîøòóâàëà âàëіçà äî çíèæêè?

À Á Â Ã Ä

1584 ãðí 1596 ãðí 1598 ãðí 1600 ãðí 1604 ãðí

7. Óñòàíîâіòü âіäïîâіäíіñòü ìіæ îçíà÷åííÿì åëåìåíòіâ 
ïðîãðåñії (1–4) і íàáîðîì ÷èñåë (À–Ä), ÿêі ìîæóòü áóòè 
öèìè åëåìåíòàìè.

Îçíà÷åííÿ åëåìåíòіâ ïðîãðåñії Íàáіð ÷èñåë

1 òðè ïîñëіäîâíèõ åëåìåíòè àðèôìåòè÷-
íîї ïðîãðåñії ç ðіçíèöåþ À

Á

Â

Ã

Ä

; ; 1

1; 3; 5

–2; 1; 4

1; –3; 9

1; –2; –5

2 òðè ïîñëіäîâíèõ åëåìåíòè àðèôìåòè÷-
íîї ïðîãðåñії ç ðіçíèöåþ 

3 òðè ïîñëіäîâíèõ åëåìåíòè ãåîìåòðè÷íîї 
ïðîãðåñії çі çíàìåííèêîì 

4 òðè ïîñëіäîâíèõ åëåìåíòè ãåîìåòðè÷íîї 
ïðîãðåñії çі çíàìåííèêîì 
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�. Çíàéäіòü êіëüêіñòü êîðåíіâ ðіâíÿííÿ 

.

9. Çíàéäіòü ìіíіìóì ôóíêöії ó(õ) = 5õ4 – 4õ5 + 7.

ДОМАШНЯ САМОСТІЙНА РОБОТА № 3
Êîæíå çàâäàííÿ ìàє ïî ÷îòèðè âàðіàíòè âіäïîâіäі (À–Ã), ñå-

ðåä ÿêèõ ëèøå îäèí є ïðàâèëüíèì. Îáåðіòü ïðàâèëüíèé âàðіàíò 
âіäïîâіäі.

1. Ðîçâ’ÿæіòü íåðіâíіñòü .

À. (0; 3)        Á. (0; 3]       Â. (–u; 3)      Ã. (3; +u) 
2. Óêàæіòü âñі çíà÷åííÿ ïàðàìåòðà a, ïðè ÿêèõ ðіâíÿííÿ 

 ìàє ðîçâ’ÿçêè.
À. (–u; +u)     Á. (2; +u)     Â. (–2; +u)     Ã. [–2; +u) 
3. Çíàéäіòü ïîõіäíó ôóíêöії .
À.        Á.       Â.        Ã.

4. Óêàæіòü ìíîæèíó ðîçâ’ÿçêіâ íåðіâíîñòі .
À. [4; +u)      Á. (3; +u)     Â. (5; +u)      Ã. (4; +u) 

5. Ðîçâ’ÿæіòü ñèñòåìó ðіâíÿíü  Äëÿ ïàðè 

(x0; y0), ùî є її ðîçâ’ÿçêîì, óêàæіòü çíà÷åííÿ ñóìè x0 + y0.

À. 12       Á. 10      Â. 8         Ã. 6
6. Çíàéäіòü óñі êðèòè÷íі òî÷êè ôóíêöії .
À. 0        Á. 0; 2     Â. 0; –2      Ã. 2

7. Ðîçâ’ÿæіòü íåðіâíіñòü .
À. (0; 1]    Á. (0; 1)    Â. [–4; 1]     Ã. [1; +u) 

8. Ðîçâ’ÿæіòü ñèñòåìó ðіâíÿíü  Äëÿ ïàðè 

(x0; y0), ùî є її ðîçâ’ÿçêîì, óêàæіòü çíà÷åííÿ äîáóòêó x0 ∙ y0.

À. 6      Á. 10     Â. 12     Ã. 8
9. Ñêëàäіòü ðіâíÿííÿ äîòè÷íîї, ïðîâåäåíîї äî ãðàôіêà ôóíêöії 

f(x) = ln(3x – 2) ó òî÷öі ç àáñöèñîþ x0 = 1.
À. y = 3x + 3    Á. y = 3x    Â. y = 3x – 3    Ã. y = 3x – 2

1�. Çíàéäіòü íàéìåíøèé íàòóðàëüíèé ðîçâ’ÿçîê íåðіâíîñòі 
.

À. 1      Á. 2      Â. 3      Ã. 4

�. Çíàéäіòü êіëüêіñòü êîðåíіâ ðіâíÿííÿ 

.

9. Çíàéäіòü ìіíіìóì ôóíêöії ó(õ) = 5õ4 – 4õ5 + 7.

âіäïîâіäі

À.

À.À.

À.À.

À.
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11. Óêàæіòü íàéáіëüøå öіëå çíà÷åííÿ ïàðàìåòðà a, ïðè ÿêîìó 
ðіâíÿííÿ  ìàє ëèøå îäèí êîðіíü. 

À. –1       Á. 1      Â. 2      Ã. –2
12. Óêàæіòü êіëüêіñòü öіëèõ ðîçâ’ÿçêіâ íåðіâíîñòі , 

ÿêùî .
À. îäèí     Á. äâà     Â. òðè     Ã. æîäíîãî 

ЗАВДАННЯ ДЛЯ ПЕРЕВІРКИ ЗНАНЬ ДО §§ 7–10
1. Ðîçâ’ÿæіòü íåðіâíіñòü: 1) ;    2) .

2. Ïðè ÿêèõ çíà÷åííÿõ ïàðàìåòðà a ìàє ðîçâ’ÿçêè ðіâíÿííÿ:
1) ;     2) ?
3. Çíàéäіòü ïîõіäíó ôóíêöії:
1) ;     2) ;     3) ;     4) .

4. Ðîçâ’ÿæіòü íåðіâíіñòü:
1) ;     2) .

5. Ðîçâ’ÿæіòü ñèñòåìó ðіâíÿíü 

6. Çíàéäіòü êðèòè÷íі òî÷êè ôóíêöії .

7. Ðîçâ’ÿæіòü íåðіâíіñòü .

8. Ðîçâ’ÿæіòü ñèñòåìó ðіâíÿíü 

9. Ðîçâ’ÿæіòü íåðіâíіñòü  çàëåæíî âіä çíà÷åíü ïà-
ðàìåòðà a (a > 0; a ≠ 1).

Äîäàòêîâі çàâäàííÿ

1�. Ñêëàäіòü ðіâíÿííÿ äîòè÷íîї äî ãðàôіêà ôóíêöії 
y = ln(2x – 1) ó òî÷öі ç àáñöèñîþ x0 = 1.

11. Ðîçâ’ÿæіòü ñèñòåìó ðіâíÿíü 

ВПРАВИ ДЛЯ ПОВТОРЕННЯ РОЗДІЛУ 1
До § 1

1. ßêі ç íàâåäåíèõ ôóíêöіé є çðîñòàþ÷èìè, à ÿêі – ñïàäíèìè:
1) y = πx;     2) y = (0,008)x;     3) y = (0,111)x;     4) y = 2011x?
2. Ïîðіâíÿéòå ÷èñëà a і b, ÿêùî:  1) 2a > 2b;    2) 0,2a < 0,2b.

1) 

Äîäàòêîâі çàâäàííÿ

1) 
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3. Ïîðіâíÿéòå ÷èñëà: 1) 0,8–2 і 0,8–3;    2) 71,12 і 71,13.

4. Ïîáóäóéòå ñõåìàòè÷íî ãðàôіê ôóíêöії y = y(x) òà çàïèøіòü 
її âëàñòèâîñòі, ÿêùî:

1) y = 2,5x;        2) y = 0,3x.
5. Ïîðіâíÿéòå ÷èñëà m і n, ÿêùî:

1) (cos12°)m > (cos12°)n;          2) 

6. Ïîðіâíÿéòå ÷èñëî a ç îäèíèöåþ (a > 0), ÿêùî:

1) a8 < a6;      2) .
7. Çíàéäіòü ìíîæèíó çíà÷åíü ôóíêöії:

1)    2) y = –3x;    3) y = 4[ + 5;    4) 

8. Îá÷èñëіòü:

1)        2) 

3)     4) 

9. Ïðè ÿêîìó çíà÷åííі a ãðàôіê ôóíêöії y = ax ïðîõîäèòü 
÷åðåç òî÷êó:

1) M(1; 9);    2) N(–1; 2);     3) ;    4) K(3; 64)?

1�. Òî÷êà À(cos60°; y) íàëåæèòü ãðàôіêó ôóíêöії y = 16x. 
Çíàéäіòü y.

11. Çðîñòàþ÷îþ ÷è ñïàäíîþ є ôóíêöіÿ:

1)       2) ?

12. Îá÷èñëіòü: 1)        2)  : .

13. Ïîðіâíÿéòå ÷èñëà:
1) 1 і π–1;       2) 0,01–13 і 1;       3) 1 і 2,70,01;      4) 0,45 і 1.
14. Ïîáóäóéòå ãðàôіê ôóíêöії:

1) y = 3x + 2;      2) ;      3) \ = 2x–2;       4) .

15. Çíàéäіòü ìíîæèíó çíà÷åíü ôóíêöії:

1) y = π|x| + 1;      2) .

4.4.

Çíàéäіòü Çíàéäіòü Çíàéäіòü Çíàéäіòü Çíàéäіòü 
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16. Çíàéäіòü íàéìåíøå і íàéáіëüøå çíà÷åííÿ ôóíêöії , 

ÿêùî x ∈ [–3; 1].

17. Çíàéäіòü ìíîæèíó çíà÷åíü ôóíêöії:
1) ;       2) y = 3 – 2cosx; 

3) ;    4) y = 3–|sinx| + 2.

18. Ïîðіâíÿéòå ÷èñëà:

1)  і 71,5;     2)  і .
19. Ïîáóäóéòå ñõåìàòè÷íî ãðàôіê ôóíêöії:

1) ;         2) y = 53–x.

2�. Ðîçâ’ÿæіòü ãðàôі÷íî ðіâíÿííÿ:

1) ;         2) 5[ = 6 – [.

21. 1) Ñêіëüêè êîðåíіâ ìàє ðіâíÿííÿ 2–[ = x2?
    2) Ñêіëüêè öіëèõ êîðåíіâ ìàє ðіâíÿííÿ 2–[ = x2?

До § 2
Ðîçâ’ÿæіòü ðіâíÿííÿ (22–28):

22. 1) 5[ = 25;       2) 7[ = 1;      3) 2[ = –16;    4) 4[ = 64.

23. 1) ;    2) ;    3) 3x–1 = 81;    4) 5x+2 = 5.

24. 1) 5x–1 = 52x;     2) .

25. 1) ;     2) ;      3) ;      4) .

26. 1) 3[ = 7x;            2) 2x+3 = 5x+3.

27. 1) ;          2) ; 

    3) ;    4) .

28. 1) ;          2) ; 

    3) ;       4) 

29. Çíàéäіòü òî÷êó ïåðåòèíó ãðàôіêіâ ôóíêöіé  і y = 4.

ÿêùî 

1) 

22.22.

27.27.
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Ðîçâ’ÿæіòü ðіâíÿííÿ (3�–3�):
3�. 1) 8–[ = 16;              2) ; 

    3) ;          4) .

31. 1) 2x–2 + 2x = 5;          2) 3x–1 + 3 [+2 = 252.

32. 1) 16x + 3 · 4x – 4 = 0;     2) 25x – 26 · 5x + 25 = 0.

33. 1) 3x–1 · 2x = 72;          2) 4x–2 · 5x+1 = 125.

34. 1) ;       2) ; 

     3) ;        4) .

35. 1) ;         2) 8x–3 = 53–x.

36. 1) 3 · 22x – 5 · 22x–1 + 7 · 22x–2 = 144; 
    2) 0,14–2x – 2 · 0,013–x = 98.
37. 1) 5x – 10 · 5–x = 3;        2) 32x+1 – 12 · 3x + 9 = 0;

    3) ;        4) .

38. Ðîçâ’ÿæіòü îäíîðіäíå ðіâíÿííÿ:
4 · 42x – 9 · 4x · 5x + 5 · 52x = 0.

39. Ðîçâ’ÿæіòü ðіâíÿííÿ:

1) 3x–1 + 3x + 3x+1 = 6x + 3 · 6x–2;       2) .
4�. Ðîçâ’ÿæіòü ðіâíÿííÿ:
1) 41–x2 + 41+x2 = 17;              2) 3 · 4x – 5 · 6x + 2 · 9x = 0.

До § 3
Ðîçâ’ÿæіòü íåðіâíіñòü (41–44):

41. 1) 3x > 37;   2) 2x J 2–11;     3) ;    4) .

42. 1) 2x I 16;   2) 1,4x < 1,96;   3) ;   4) .

43. 1) ;   2) ;   3) 0,25x J 4;   4) .

44. 1) 87x–14 J 1;   2) 33x+1 > 81;   3) ;   4) 4x
2
+1 I 16.

45. Çíàéäіòü îáëàñòü âèçíà÷åííÿ ôóíêöії:

1) ;     2) .
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46. Ðîçâ’ÿæіòü íåðіâíіñòü:

1) ;     2) 250,5x
2
–3 J 125;

3) ;        4) .

47. Çíàéäіòü îáëàñòü âèçíà÷åííÿ ôóíêöії:

1) ;            2) .

Ðîçâ’ÿæіòü íåðіâíіñòü (48–52):

48. 1) 4x–1 + 4x J 20;              2) .

49. 1) 9x + 6 · 3x – 27 > 0;     2) .

5�. 1) ;                 2) .

51. 2x+3 + 9 · 5x–2 I 5x + 2x+2.      52. 4x + 10x – 2 · 25x > 0.

53. Ðîçâ’ÿæіòü ãðàôі÷íî íåðіâíіñòü 2x I 6 – x.

До § ͺ
54. Ïåðåâіðòå ïðàâèëüíіñòü ðіâíîñòі:

1) log81 = 0;     2) log1919 = 1;      3) log381 = 4;
4) log525 = 2;    5) log20,5 = –1;    6) lg0,001 = –3;

7) ;   8) .

55. Îá÷èñëіòü:
1) log33;         2) log39;        3) log151;        4) log216.
56. Çíàéäіòü çíà÷åííÿ âèðàçó: 1) 5log

5
7;    2) 0,3log

0,3
8.

57. Çíàéäіòü çíà÷åííÿ âèðàçó:

1) ;     2) ;     3) ;    4) lg0,1;

5) ;    6) ;    7) ;    8) .

58. Çíàéäіòü çíà÷åííÿ âèðàçó, ÿêùî a > 0, a ≠ 1:

1) logaa
6;     2) ;    3) ;     4) .

59. Çíàéäіòü äåñÿòêîâèé ëîãàðèôì ÷èñëà:

1) 10 000;    2) ;       3) 0,0001; 

РОЗДІЛ �

53.53.

1) log

56.

1) 
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4) ;      5) ;    6) .

6�. Ðîçâ’ÿæіòü ðіâíÿííÿ: 1) 3x = 8;    2) 5x–1 = 9.

61. Çíàéäіòü çíà÷åííÿ âèðàçó:

1) ;     2) .

62. Îá÷èñëіòü:

1) 32log37;        2) ;        3) 61+log62;        4) 9log910–2.
63. Çíàéäіòü çíà÷åííÿ âèðàçó:
1) log183 + log186;       2) ;

3) ;    4) lg5 + lg200.
64. Îá÷èñëіòü çíà÷åííÿ âèðàçó:

1) ;    2) ;    3) ;    4) .

65. Ïðîëîãàðèôìóéòå âèðàç (a > 0; b > 0; c > 0):

1)   çà îñíîâîþ 4;    2)  çà îñíîâîþ 9.

66. Çíàéäіòü ÷èñëî m ç óìîâè:

1) log4m = log426 + log43 – log413; 
2) lg8 + lg5 + lg3 – lg40 = lgm.

67. Âіäîìî, ùî lg3 | 0,477. Çíàéäіòü:

1) lg30;      2) lg300;       3) lg0,03;       4) lg0,0003.

68. Îá÷èñëіòü:
1) log6(3log11121);    2) ;

3) ;       4) .

69. Îá÷èñëіòü:

1) ;    2) ;     3) ;   4) .

��. Ïðîëîãàðèôìóéòå âèðàç çà îñíîâîþ 10, ÿêùî a > 0; b > 0;
c > 0:

1) ;       2) .

Îá÷èñëіòü (71–72):

71. 1) ;      2) .

1) lg30;      2) lg300;       3) lg0,03;       4) lg0,0003.

1) log
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72. 1) ;      2) 41–log27;       

    3) 3log9625 – log2764;      4) .
73. Çíàéäіòü x, ÿêùî

1)    

2) lgx = 3lg5 + 6lg3 – 4lg15.

74. Âіäîìî, ùî log37 = a;  log32 = b. Âèðàçіòü ÷åðåç a і b:
1) log314;     2) log321;    3) log328;    4) log72.
75. Ðîçâ’ÿæіòü ðіâíÿííÿ:
1) 9x + 2 · 3x – 8 = 0;          2) 4x – 3 · 2x+1 + 5 = 0.

76. Ïîðіâíÿéòå âèðàçè:
1) 8log79 і 9log78;            2) 4log25 + 0,01 і 5log24 – 0,2.
77. Îá÷èñëіòü: 1) 34log81125–6log275;    2) log27 · lg2 · log4910.

78. Çíàéäіòü çíà÷åííÿ âèðàçó:

1) lgctg11° + lgctg79°;        2) .

79. Îá÷èñëіòü:

1) ;    2) ;    3) ;    4) .

��. Ðîçâ’ÿæіòü ðіâíÿííÿ x2 – 4log4x = 12.

81. Âіäîìî, ùî log4525 = m. Çíàéäіòü log915.

82. Ñïðîñòіòü âèðàç .

До § ͻ
83. ßêі ç íàâåäåíèõ ôóíêöіé є çðîñòàþ÷èìè, à ÿêі – ñïàä-
íèìè íà (0; +u):

1) \ = logπx;      2) \ = log0,18x;      3) ;      4) \ = lgx?

84. Ïîðіâíÿéòå a і b, ÿêùî:
1) log9a > log9b;        2) log0,32a > log0,32b.
85. Ïîðіâíÿéòå ÷èñëà:
1) log51,7 і log51,8;     2) log0,15 і log0,16.

86. Ïîáóäóéòå ñõåìàòè÷íî ãðàôіê ôóíêöії òà âêàæіòü її 
âëàñòèâîñòі:

1) \ = log5x;            2) \ = log0,3x.
87. Çðîñòàþ÷îþ ÷è ñïàäíîþ íà (0; +u) є ôóíêöіÿ:
1) \ = logtg46x;          2) ?

1) 9

1) 8

1) log
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88. Çíàéäіòü îáëàñòü âèçíà÷åííÿ ôóíêöії:
1) \ = log5(3x + 12);    2) \ = log0,2(4x – x2).
89. Ïîðіâíÿéòå ç îäèíèöåþ îñíîâó ëîãàðèôìà a (a > 0), ÿêùî:
1) loga8 < loga8,2;      2) loga4,5 > loga5.
��. ßêі ç òî÷îê íàëåæàòü ãðàôіêó ôóíêöії :

1) ;       2) B(3; 1);     3) C(1; 0);       4) ?

91. Ïîáóäóéòå ãðàôіê ôóíêöії \ = log2x. ßê çìіíþєòüñÿ y, 

êîëè x çðîñòàє âіä  äî 8?

92. Ïîðіâíÿéòå ç íóëåì ÷èñëî:
1) log38;       2) ;     3) log0,10,12;     4) log50,45.

93. Ïîðіâíÿéòå ç îäèíèöåþ ÷èñëî à, ÿêùî:
1) loga4 = –0,15;      2) loga0,2 = 0,5;     

3) loga7 = 2,73;       4) .

94. Ïîáóäóéòå ãðàôіê ôóíêöії \ = log2(x + 3) òà çàïèøіòü її 
âëàñòèâîñòі.

95. Ïîáóäóéòå ãðàôіê ôóíêöії  òà çàïèøіòü її 

âëàñòèâîñòі.

96. Çíàéäіòü íàéáіëüøå і íàéìåíøå çíà÷åííÿ ôóíêöії 

, ÿêùî 

97. Ïîðіâíÿéòå ÷èñëà:

1) logπ3,5 і 1;     2)  і 1;     

3) 3 і log27,9;     4)  і log25.

98. Çíàéäіòü îáëàñòü âèçíà÷åííÿ ôóíêöії:

1) \ = log3tgx;              2) .

99. Ïîáóäóéòå ãðàôіê ôóíêöії \ = 2log3([ – 2) + 1.

1��. Çíàéäіòü îáëàñòü âèçíà÷åííÿ ôóíêöії:
1) \ = log3(1 + cosx);       2) \ = logx–2(16 – x2).

1�1. Ðîçâ’ÿæіòü ãðàôі÷íî ðіâíÿííÿ:
1) ;           2) log2x = 7 – 3x.

1�2. Ïîáóäóéòå ãðàôіê ôóíêöії:
1) \ = 0,3log0,3(2–3x);         2) \ = 72log7(x+1).

1) log

1) 

1��.



132

РОЗДІЛ �

До § 6
Ðîçâ’ÿæіòü ðіâíÿííÿ (1�3–1��):

1�3. 1) log7[ = 1;    2) ;  3) ;    4) log5[ = 2.

1�4. 1) log3([ + 7) = log312;      2) .

1�5. 1) ;           2) log3(4[ – 1) = 2;

     3) log3(x
2 – 2x + 1) = 0;     4) .

1�6. 1) log5([ – 3) = log5(2x – 7);      2) ;

      3) log0,13(x
2 – 2) = log0,13(2x + 6);

      4) log17(x
2 – 1) = log17(x + 1).

1��. 1) ;    2) .

1��. Çíàéäіòü àáñöèñè òî÷îê ïåðåòèíó ãðàôіêіâ ôóíêöіé 

і y = –1.

1��. 1) ×è ïåðåòèíàþòüñÿ ãðàôіêè ôóíêöіé y = log4([ – 3)
і y = log4(11 – [)?

2) ßêùî âіäïîâіäü ïîçèòèâíà, çíàéäіòü òî÷êó ïåðåòèíó ãðàôіêіâ.
Ðîçâ’ÿæіòü ðіâíÿííÿ (11�–115):

11�. 1) log2x
5 � log2x

2 = 21;     2) .

111. 1) ;        2) .

112. 1) 2log3([ – 1) = log3(2x + 1);

      2) .

113. 1) log3(9
x – 72) = x;          2) .

114. 1) log2([ + 2) + log2(x + 3) = 1;

     2) log5(6[ + 2) = 3log52 – log5(2x – 1);
     3) ;

     4) .

115. 1) lg2([ – 3) + 2lg(x – 3) – 3 = 0;        

     2) ;

1�3.
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     3) ;       

     4) .

116. Çíàéäіòü êîðåíі ðіâíÿííÿ log3x + 4logx3 = 5.

Ðîçâ’ÿæіòü ðіâíÿííÿ (11�–12�):
117. 1) log2(9 – 2x) = 3 – x;        2) log4x(2x2 – [ – 7) = 1.

118. log7(2
x – 1) + log7(2

x – 7) = 1.

119. .

12�. 1) ;    2) .

121. Ñêіëüêè êîðåíіâ ìàє ðіâíÿííÿ ?

Ðîçâ’ÿæіòü ðіâíÿííÿ (122–126):

122. 1) ;    2) .

123. 1) ;         2) .

124. .

125. .

126. .

До § 7
Ðîçâ’ÿæіòü íåðіâíіñòü (12�–13�):

127. 1) log7x I log78;        2) ;

     3) log0,35x J log0,353;    4) log20x < log204.

128. 1) log3x J 1;            2) ;

     3) log0,5x > 2;           4) log7x I –1.

129. 1) log2(x + 3) > 1;     2) log0,1(x – 1) J –1; 
      3) lg(x – 5) < 2;       4) .

13�. 1) log7(x + 3) I log7(5 – x); 
     2) log0,15(x – 3) > log0,15(3[ – 7).

131. Çíàéäіòü îáëàñòü âèçíà÷åííÿ ôóíêöії:

1) ;           2) .

127.

     3) log

      3) lg(      3) lg(

     2) log



134

РОЗДІЛ �

Ðîçâ’ÿæіòü íåðіâíіñòü (132–134):
132. 1) log2(x

2 + x) > 1;           2) .

133. 1) log3(x + 1) + log3(x + 7) < 3; 
     2) log0,5(x – 2) + log0,5(x – 2,5) I 1.

134. 1) ;    2) .

135. Ïðè ÿêèõ çíà÷åííÿõ õ ôóíêöіÿ  íàáóâàє ëèøå 

äîäàòíèõ çíà÷åíü?

Ðîçâ’ÿæіòü íåðіâíіñòü (136–137):
136. 1) log0,7(x

2 + 3x – 4) > log0,7(–2x – 4); 

     2) 2lg(x + 1) > lg(9x + 19).
137. 1) ;     2) .

138. Çíàéäіòü íàéìåíøèé öіëèé ðîçâ’ÿçîê íåðіâíîñòі 
log0,3(x + 2) + log0,3(x – 1) I log0,3(x + 7).

139. Ñêіëüêè öіëèõ ðîçâ’ÿçêіâ ìàє íåðіâíіñòü 

?

14�. Ðîçâ’ÿæіòü ãðàôі÷íî íåðіâíіñòü .

141. Ðîçâ’ÿæіòü íåðіâíіñòü .

142. Çíàéäіòü ñóìó öіëèõ ðîçâ’ÿçêіâ íåðіâíîñòі log3x+4x
2 < 1.

До § 8
Ðîçâ’ÿæіòü ñèñòåìó ðіâíÿíü (143–147):

143. 1)           2) 

144. 1)         2) 

145. 1)       2) 

146. 1)                 2) 
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147.

До § 9
148. Äëÿ âñіõ çíà÷åíü ïàðàìåòðà a ðîçâ’ÿæіòü íåðіâíіñòü 
a23x J a. 

149. Äëÿ âñіõ çíà÷åíü ïàðàìåòðà a ðîçâ’ÿæіòü ðіâíÿííÿ 
25x – 5x – a2 – a = 0.

15�. Ðîçâ’ÿæіòü íåðіâíіñòü ç ïàðàìåòðîì a âіäíîñíî çìіííîї x:
1) 2 ⋅ 4x+1 + a ⋅ 2x+1 – a2 � 0;     2) loga(x – 1) + logax ! 2.

151. Ïðè ÿêèõ çíà÷åííÿõ a ðіâíÿííÿ log3(9
x + 9a3) = x ìàє 

ðіâíî äâà ðîçâ’ÿçêè?

152. Ïðè ÿêèõ çíà÷åííÿõ ïàðàìåòðà a ðіâíÿííÿ ìàє ëèøå 
îäèí êîðіíü: 

1) 2log3(x + 3) = log3(ax);       2) 2logx–1(x + a) = 1?

До § 10
Çíàéäіòü ïîõіäíó ôóíêöії (153–155):

153. 1) y = 8x;     2) ;    3) y = log2x;   4) y = log0,1x.

154. 1) y = x1,7;    2) y = x–0,8;    3) ;     4) .

155. 1) y = 5x – x7;     2) y = x5 – ex;    3) ;

      4) y = [9lnx;      5) y = x3ex;      6) .
156. Çíàéäіòü ïîõіäíó ôóíêöії y = y(x) ó òî÷öі õ0, ÿêùî:

1) y(x) = 5ex – x9;  x0 = 0;      2) y(x) = x1,4 + lnx;  x0 = 1.

157. Çíàéäіòü ïîõіäíó ñêëàäåíîї ôóíêöії:

1) y = 45x;      2) ;       3) y = log49x;       4) y = ln(4[ – 9).

158. Ñêëàäіòü ðіâíÿííÿ äîòè÷íîї äî ãðàôіêà ôóíêöії 

ó òî÷öі ç àáñöèñîþ õ0 = 0.

159. Çíàéäіòü êðèòè÷íі òî÷êè ôóíêöії:
1) y = x3eõ;     2) y = x4lnx.

16�. Çíàéäіòü ïîõіäíó ôóíêöії:

1) ;       2) ;       3) ;       4) .

25  – 5

1) 2 

1) 
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161.  Îá÷èñëіòü ïîõіäíó ôóíêöії f(x) ó òî÷öі õ0:

1) f(x) = ex–3(x2 – 8); õ0 = 3;     2) ; õ0 = 1.

162. Çíàéäіòü ïîõіäíó ôóíêöії M(x) = e–3xcos2x.

163. Ñêëàäіòü ðіâíÿííÿ äîòè÷íîї äî ãðàôіêà ôóíêöії y = f(x) 
ó òî÷öі ç àáñöèñîþ õ0:

1) f(x) = x2e–x; õ0 = 0;      2) f(x) = ln(3x – 2); õ0 = 1.
164. Çíàéäіòü f′(x0), ÿêùî:

1) ; õ0 = 32;     2) ; õ0 = 8.
165. Çíàéäіòü ïðîìіæêè çðîñòàííÿ, ïðîìіæêè ñïàäàííÿ, òî÷-

êè åêñòðåìóìó òà åêñòðåìóìè ôóíêöії:

1) f(x) = xe–3x;                 2) .

166. Çíàéäіòü íàéáіëüøå і íàéìåíøå çíà÷åííÿ ôóíêöії íà äà-
íîìó ïðîìіæêó:

1) f(x) = x2e–x; x ∈ [0; 3];          2) f(x) = ex2+4x; x ∈ [–3; 0].

167. Ðîçâ’ÿæіòü ðіâíÿííÿ f′(x) = 2ex, ÿêùî f(x) = ex(x2 + 2x).
168. Ñêëàäіòü ðіâíÿííÿ äîòè÷íîї äî ãðàôіêà ôóíêöії 

f(x) = e–2x + 4, ÿêà ïàðàëåëüíà ïðÿìіé y = 7 – 2x.

169. Çíàéäіòü: 1) f′(8), ÿêùî ;    

              2) , ÿêùî f(x) = ecosx – esinx.

1��. Äîñëіäіòü ôóíêöіþ і ïîáóäóéòå ñõåìàòè÷íî її ãðàôіê: 

1) ;            2) f(x) = x4 – 4lnx.

�ëåêñàíäð Ãðèãîðîâè÷ Ãàéøòóò (1930–
2015) – îäíà ç íàéöіêàâіøèõ ïîñòàòåé 
â ó÷èòåëüñêîìó ñåðåäîâèùі Êèєâà òà 

Óêðàїíè. Ðîçïî÷àâ ó÷èòåëþâàòè â ñіëüñüêіé øêîëі, ïðîòå çà 
êîðîòêèé ÷àñ ñòàâ âіäîìèì çàâäÿêè ñâîїé íåñòàíäàðòíіé àâ-
òîðñüêіé ìåòîäèöі âèêëàäàííÿ ìàòåìàòèêè. Ó 1980 ðîöі ñâіò 
ïîáà÷èëà éîãî ïåðøà êíèæêà, à äàëі їõ êіëüêіñòü 
çðîñëà äî �0. Íåñòàíäàðòíèé ïіäõіä äî íàâ÷àííÿ 
ìàòåìàòèêè ïåðåðіñ ó çàõîïëåííÿ ëîãіêîþ, і îñòàí-
íі 35 ðîêіâ ñâîãî æèòòÿ Îëåêñàíäð Ãðèãîðîâè÷ ïðè-
ñâÿòèâ íàâ÷àííþ ó÷íіâ ëîãіêè, ñòàâøè àâòîðîì ìå-
òîäèêè íàâ÷àííÿ ëîãіêè äëÿ ó÷íіâ ïî÷àòêîâîї øêîëè. 

Îëåêñàíäð Ãðèãîðîâè÷ є àâòîðîì ïåðøèõ â Óêðàїíі 
çáіðíèêіâ çàäà÷ íà ãîòîâèõ ìàëþíêàõ ç ïëàíіìåòðії òà ñòåðåî-
ìåòðії, à éîãî êíèæêè ç ëîãіêè äóæå ïîïóëÿðíі íå òіëüêè 
â Óêðàїíі, à é çà її ìåæàìè. Àâòîðè ïіäðó÷íèêà áóëè îñîáèñòî 
çíàéîìі ç Îëåêñàíäðîì Ãðèãîðîâè÷åì, ñïіëêóâàëèñÿ ç íèì, âіí 
äіëèâñÿ ç íèìè ñâîїì äîñâіäîì.

�ëåêñàíäð Ãðèãîðîâè÷ Ãàéøòóò (1930–�ëåêñàíäð Ãðèãîðîâè÷ Ãàéøòóò (1930–�ëåêñàíäð Ãðèãîðîâè÷ Ãàéøòóò
2015) – îäíà ç íàéöіêàâіøèõ ïîñòàòåé 
â ó÷èòåëüñêîìó ñåðåäîâèùі Êèєâà òà 

Óêðàїíè. Ðîçïî÷àâ ó÷èòåëþâàòè â ñіëüñüêіé øêîëі, ïðîòå çà 
êîðîòêèé ÷àñ ñòàâ âіäîìèì çàâäÿêè ñâîїé íåñòàíäàðòíіé àâ-
òîðñüêіé ìåòîäèöі âèêëàäàííÿ ìàòåìàòèêè. Ó 1980 ðîöі ñâіò 
ïîáà÷èëà éîãî ïåðøà êíèæêà, à äàëі їõ êіëüêіñòü 
çðîñëà äî �0. Íåñòàíäàðòíèé ïіäõіä äî íàâ÷àííÿ 
ìàòåìàòèêè ïåðåðіñ ó çàõîïëåííÿ ëîãіêîþ, і îñòàí-
íі 35 ðîêіâ ñâîãî æèòòÿ Îëåêñàíäð Ãðèãîðîâè÷ ïðè-
ñâÿòèâ íàâ÷àííþ ó÷íіâ ëîãіêè, ñòàâøè àâòîðîì ìå-
òîäèêè íàâ÷àííÿ ëîãіêè äëÿ ó÷íіâ ïî÷àòêîâîї øêîëè. 

Îëåêñàíäð Ãðèãîðîâè÷ є àâòîðîì ïåðøèõ â Óêðàїíі 
çáіðíèêіâ çàäà÷ íà ãîòîâèõ ìàëþíêàõ ç ïëàíіìåòðії òà ñòåðåî-
ìåòðії, à éîãî êíèæêè ç ëîãіêè äóæå ïîïóëÿðíі íå òіëüêè 
â Óêðàїíі, à é çà її ìåæàìè. Àâòîðè ïіäðó÷íèêà áóëè îñîáèñòî 
çíàéîìі ç Îëåêñàíäðîì Ãðèãîðîâè÷åì, ñïіëêóâàëèñÿ ç íèì, âіí 
äіëèâñÿ ç íèìè ñâîїì äîñâіäîì.

òîðñüêіé ìåòîäèöі âèêëàäàííÿ ìàòåìàòèêè. Ó 1980 ðîöі ñâіò 

ìåòðії, à éîãî êíèæêè ç ëîãіêè äóæå ïîïóëÿðíі íå òіëüêè 
â Óêðàїíі, à é çà її ìåæàìè. Àâòîðè ïіäðó÷íèêà áóëè îñîáèñòî 
çíàéîìі ç Îëåêñàíäðîì Ãðèãîðîâè÷åì, ñïіëêóâàëèñÿ ç íèì, âіí 

ìåòðії, à éîãî êíèæêè ç ëîãіêè äóæå ïîïóëÿðíі íå òіëüêè 

êîðîòêèé ÷àñ ñòàâ âіäîìèì çàâäÿêè ñâîїé íåñòàíäàðòíіé àâ-
òîðñüêіé ìåòîäèöі âèêëàäàííÿ ìàòåìàòèêè. Ó 1980 ðîöі ñâіò 
ïîáà÷èëà éîãî ïåðøà êíèæêà, à äàëі їõ êіëüêіñòü ïîáà÷èëà éîãî ïåðøà êíèæêà, à äàëі їõ êіëüêіñòü ïîáà÷èëà éîãî ïåðøà êíèæêà, à äàëі їõ êіëüêіñòü ïîáà÷èëà éîãî ïåðøà êíèæêà, à äàëі їõ êіëüêіñòü 
çðîñëà äî �0. Íåñòàíäàðòíèé ïіäõіä äî íàâ÷àííÿ 
ïîáà÷èëà éîãî ïåðøà êíèæêà, à äàëі їõ êіëüêіñòü 
çðîñëà äî �0. Íåñòàíäàðòíèé ïіäõіä äî íàâ÷àííÿ 
ïîáà÷èëà éîãî ïåðøà êíèæêà, à äàëі їõ êіëüêіñòü ïîáà÷èëà éîãî ïåðøà êíèæêà, à äàëі їõ êіëüêіñòü 
çðîñëà äî �0. Íåñòàíäàðòíèé ïіäõіä äî íàâ÷àííÿ 
ìàòåìàòèêè ïåðåðіñ ó çàõîïëåííÿ ëîãіêîþ, і îñòàí-
íі 35 ðîêіâ ñâîãî æèòòÿ Îëåêñàíäð Ãðèãîðîâè÷ ïðè-

ïîáà÷èëà éîãî ïåðøà êíèæêà, à äàëі їõ êіëüêіñòü ïîáà÷èëà éîãî ïåðøà êíèæêà, à äàëі їõ êіëüêіñòü 
çðîñëà äî �0. Íåñòàíäàðòíèé ïіäõіä äî íàâ÷àííÿ çðîñëà äî �0. Íåñòàíäàðòíèé ïіäõіä äî íàâ÷àííÿ 
ìàòåìàòèêè ïåðåðіñ ó çàõîïëåííÿ ëîãіêîþ, і îñòàí-ìàòåìàòèêè ïåðåðіñ ó çàõîïëåííÿ ëîãіêîþ, і îñòàí-ìàòåìàòèêè ïåðåðіñ ó çàõîïëåííÿ ëîãіêîþ, і îñòàí-
íі 35 ðîêіâ ñâîãî æèòòÿ Îëåêñàíäð Ãðèãîðîâè÷ ïðè-
ìàòåìàòèêè ïåðåðіñ ó çàõîïëåííÿ ëîãіêîþ, і îñòàí-ìàòåìàòèêè ïåðåðіñ ó çàõîïëåííÿ ëîãіêîþ, і îñòàí-
íі 35 ðîêіâ ñâîãî æèòòÿ Îëåêñàíäð Ãðèãîðîâè÷ ïðè-íі 35 ðîêіâ ñâîãî æèòòÿ Îëåêñàíäð Ãðèãîðîâè÷ ïðè-
ñâÿòèâ íàâ÷àííþ ó÷íіâ ëîãіêè, ñòàâøè àâòîðîì ìå-ñâÿòèâ íàâ÷àííþ ó÷íіâ ëîãіêè, ñòàâøè àâòîðîì ìå-ñâÿòèâ íàâ÷àííþ ó÷íіâ ëîãіêè, ñòàâøè àâòîðîì ìå-

çáіðíèêіâ çàäà÷ íà ãîòîâèõ ìàëþíêàõ ç ïëàíіìåòðії òà ñòåðåî-çáіðíèêіâ çàäà÷ íà ãîòîâèõ ìàëþíêàõ ç ïëàíіìåòðії òà ñòåðåî-

òîäèêè íàâ÷àííÿ ëîãіêè äëÿ ó÷íіâ ïî÷àòêîâîї øêîëè. òîäèêè íàâ÷àííÿ ëîãіêè äëÿ ó÷íіâ ïî÷àòêîâîї øêîëè. òîäèêè íàâ÷àííÿ ëîãіêè äëÿ ó÷íіâ ïî÷àòêîâîї øêîëè. 
ñâÿòèâ íàâ÷àííþ ó÷íіâ ëîãіêè, ñòàâøè àâòîðîì ìå-ñâÿòèâ íàâ÷àííþ ó÷íіâ ëîãіêè, ñòàâøè àâòîðîì ìå-ñâÿòèâ íàâ÷àííþ ó÷íіâ ëîãіêè, ñòàâøè àâòîðîì ìå-ñâÿòèâ íàâ÷àííþ ó÷íіâ ëîãіêè, ñòàâøè àâòîðîì ìå-ñâÿòèâ íàâ÷àííþ ó÷íіâ ëîãіêè, ñòàâøè àâòîðîì ìå-
íі 35 ðîêіâ ñâîãî æèòòÿ Îëåêñàíäð Ãðèãîðîâè÷ ïðè-íі 35 ðîêіâ ñâîãî æèòòÿ Îëåêñàíäð Ãðèãîðîâè÷ ïðè-íі 35 ðîêіâ ñâîãî æèòòÿ Îëåêñàíäð Ãðèãîðîâè÷ ïðè-íі 35 ðîêіâ ñâîãî æèòòÿ Îëåêñàíäð Ãðèãîðîâè÷ ïðè-íі 35 ðîêіâ ñâîãî æèòòÿ Îëåêñàíäð Ãðèãîðîâè÷ ïðè-
ìàòåìàòèêè ïåðåðіñ ó çàõîïëåííÿ ëîãіêîþ, і îñòàí-ìàòåìàòèêè ïåðåðіñ ó çàõîïëåííÿ ëîãіêîþ, і îñòàí-ìàòåìàòèêè ïåðåðіñ ó çàõîïëåííÿ ëîãіêîþ, і îñòàí-ìàòåìàòèêè ïåðåðіñ ó çàõîïëåííÿ ëîãіêîþ, і îñòàí-
çðîñëà äî �0. Íåñòàíäàðòíèé ïіäõіä äî íàâ÷àííÿ 

êîðîòêèé ÷àñ ñòàâ âіäîìèì çàâäÿêè ñâîїé íåñòàíäàðòíіé àâ-
òîðñüêіé ìåòîäèöі âèêëàäàííÿ ìàòåìàòèêè. Ó 1980 ðîöі ñâіò 

çðîñëà äî �0. Íåñòàíäàðòíèé ïіäõіä äî íàâ÷àííÿ 
ìàòåìàòèêè ïåðåðіñ ó çàõîïëåííÿ ëîãіêîþ, і îñòàí-ìàòåìàòèêè ïåðåðіñ ó çàõîïëåííÿ ëîãіêîþ, і îñòàí-

ñâÿòèâ íàâ÷àííþ ó÷íіâ ëîãіêè, ñòàâøè àâòîðîì ìå-
òîäèêè íàâ÷àííÿ ëîãіêè äëÿ ó÷íіâ ïî÷àòêîâîї øêîëè. 
ñâÿòèâ íàâ÷àííþ ó÷íіâ ëîãіêè, ñòàâøè àâòîðîì ìå-
òîäèêè íàâ÷àííÿ ëîãіêè äëÿ ó÷íіâ ïî÷àòêîâîї øêîëè. òîäèêè íàâ÷àííÿ ëîãіêè äëÿ ó÷íіâ ïî÷àòêîâîї øêîëè. òîäèêè íàâ÷àííÿ ëîãіêè äëÿ ó÷íіâ ïî÷àòêîâîї øêîëè. òîäèêè íàâ÷àííÿ ëîãіêè äëÿ ó÷íіâ ïî÷àòêîâîї øêîëè. 

Îëåêñàíäð Ãðèãîðîâè÷ є àâòîðîì ïåðøèõ â Óêðàїíі 
çáіðíèêіâ çàäà÷ íà ãîòîâèõ ìàëþíêàõ ç ïëàíіìåòðії òà ñòåðåî-

Îëåêñàíäð Ãðèãîðîâè÷ є àâòîðîì ïåðøèõ â Óêðàїíі 
çáіðíèêіâ çàäà÷ íà ãîòîâèõ ìàëþíêàõ ç ïëàíіìåòðії òà ñòåðåî-çáіðíèêіâ çàäà÷ íà ãîòîâèõ ìàëþíêàõ ç ïëàíіìåòðії òà ñòåðåî-çáіðíèêіâ çàäà÷ íà ãîòîâèõ ìàëþíêàõ ç ïëàíіìåòðії òà ñòåðåî-

ìàòåìàòèêè ïåðåðіñ ó çàõîïëåííÿ ëîãіêîþ, і îñòàí-ìàòåìàòèêè ïåðåðіñ ó çàõîïëåííÿ ëîãіêîþ, і îñòàí-ìàòåìàòèêè ïåðåðіñ ó çàõîïëåííÿ ëîãіêîþ, і îñòàí-ìàòåìàòèêè ïåðåðіñ ó çàõîïëåííÿ ëîãіêîþ, і îñòàí-

çáіðíèêіâ çàäà÷ íà ãîòîâèõ ìàëþíêàõ ç ïëàíіìåòðії òà ñòåðåî-
ìåòðії, à éîãî êíèæêè ç ëîãіêè äóæå ïîïóëÿðíі íå òіëüêè 
çáіðíèêіâ çàäà÷ íà ãîòîâèõ ìàëþíêàõ ç ïëàíіìåòðії òà ñòåðåî-
ìåòðії, à éîãî êíèæêè ç ëîãіêè äóæå ïîïóëÿðíі íå òіëüêè 
çáіðíèêіâ çàäà÷ íà ãîòîâèõ ìàëþíêàõ ç ïëàíіìåòðії òà ñòåðåî-
ìåòðії, à éîãî êíèæêè ç ëîãіêè äóæå ïîïóëÿðíі íå òіëüêè 
çáіðíèêіâ çàäà÷ íà ãîòîâèõ ìàëþíêàõ ç ïëàíіìåòðії òà ñòåðåî-
ìåòðії, à éîãî êíèæêè ç ëîãіêè äóæå ïîïóëÿðíі íå òіëüêè 

Óêðàїíöі ó ñâіòі
Óêðàїíöі ó ñâіòі
Óêðàїíöі ó ñâіòі
Óêðàїíöі ó ñâіòі
Óêðàїíöі ó ñâіòі
Óêðàїíöі ó ñâіòі
Óêðàїíöі ó ñâіòі
Óêðàїíöі ó ñâіòі
Óêðàїíöі ó ñâіòі
Óêðàїíöі ó ñâіòі
Óêðàїíöі ó ñâіòі
Óêðàїíöі ó ñâіòі
Óêðàїíöі ó ñâіòі
Óêðàїíöі ó ñâіòі
Óêðàїíöі ó ñâіòі
Óêðàїíöі ó ñâіòі
Óêðàїíöі ó ñâіòі
Óêðàїíöі ó ñâіòі
Óêðàїíöі ó ñâіòі
Óêðàїíöі ó ñâіòі
Óêðàїíöі ó ñâіòі
Óêðàїíöі ó ñâіòі
Óêðàїíöі ó ñâіòі
Óêðàїíöі ó ñâіòі
Óêðàїíöі ó ñâіòі
Óêðàїíöі ó ñâіòі
Óêðàїíöі ó ñâіòі
Óêðàїíöі ó ñâіòі
Óêðàїíöі ó ñâіòі
Óêðàїíöі ó ñâіòі
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ÐÎÇÄІË2 ІÍÒÅÃÐÀË ÒÀ «ÎÃÎ 
ÇÀÑÒÎÑÓÂÀÍÍß

 У ЦЬОМУ РОЗДІЛІ ВИ...
  пɨɡɧаɣɨɦитеɫɹ з поняттями первісноʀ, невизначеноɝо та 

визначеноɝо інтеɝралів� таɛлиɰеɸ первісних�
  дɿɡɧаєтеɫɹ про ɝеометричний і ɮізичний зміст визначеноɝо 

інтеɝрала� 
  ɧаɜɱитеɫɹ знаходити первісні та інтеɝрали деяких ɮункɰій, 

застосовувати первісні та інтеɝрали до розв’язування задач.

ПЕРВІСНА 
ТА Ї Ї ВɅАСТИВОСТІ 

Âèâ÷àþ÷è ìàòåìàòèêó â ïîïåðåäíіõ êëàñàõ, âè ìîãëè ïîìіòè-
òè, ùî äî áàãàòüîõ âіäîìèõ íàì äіé (îïåðàöіé) іñíóþòü îáåðíåíі. 
Îáåðíåíîþ äî äîäàâàííÿ є äіÿ âіäíіìàííÿ, îáåðíåíîþ äî ìíî-
æåííÿ (íà ÷èñëî, âіäìіííå âіä íóëÿ) є äіÿ äіëåííÿ, îáåðíåíîþ 
äî äії ìíîæåííÿ îäíî÷ëåíà íà ìíîãî÷ëåí є âèíåñåííÿ ñïіëüíîãî 
ìíîæíèêà çà äóæêè òîùî.

Òàêîæ іñíóє і îïåðàöіÿ, ùî є îáåðíåíîþ äî çíàõîäæåííÿ ïî-
õіäíîї ôóíêöії (îïåðàöії äèôåðåíöіþâàííÿ). Òàêó îïåðàöіþ íàçè-
âàþòü іíòåãðóâàííÿì.

Ìè âæå âìієìî çíàõîäèòè ïîõіäíó çà-
äàíîї ôóíêöії y = f(x). Àëå â ìàòåìà-

òèöі ÷àñòî äîâîäèòüñÿ ðîçâ’ÿçóâàòè îáåðíåíó çàäà÷ó: çíàõîäèòè 
ôóíêöіþ f(x) çà її ïîõіäíîþ f′(x). Òàê, íàïðèêëàä, ó ôіçèöі, ÿêùî 
ìè çíàєìî çàêîí ðóõó ìàòåðіàëüíîї òî÷êè s(t), òî ìîæåìî çíàéòè 
çàêîí çìіíè øâèäêîñòі v(t), îñêіëüêè v(t) = s′(t). ×àñòî âèíèêàє 
ïîòðåáà âèçíà÷èòè çàêîí ðóõó s(t) çà âіäîìîþ ôóíêöієþ v(t), 
òîáòî âіäíîâèòè ôóíêöіþ çà її ïîõіäíîþ, àáî, ÿê êàæóòü ìàòåìà-
òèêè, çíàéòè ïåðâіñíó äëÿ äàíîї ôóíêöії.

Ôóíêöіþ F(x) íàçèâàþòü ïåðâіñíîþ äëÿ ôóíêöії f(x) íà äà-
íîìó ïðîìіæêó, ÿêùî äëÿ âñіõ õ іç öüîãî ïðîìіæêó F′(x) = f(x).

ПЕРВІСНА ПЕРВІСНА 
ТА Ї Ї ВɅАСТИВОСТІ § 11. § 11. § 11. § 11. § 11. § 11. § 11. § 11. § 11. § 11. § 11. § 11. § 11. § 11. 

1. Ïîíÿòòÿ ïåðâіñíîї

Ôóíêöіþ F(x) íàçèâàþòü ïåðâіñíîþ äëÿ ôóíêöії f(f(f x) íà äà-
íîìó ïðîìіæêó, ÿêùî äëÿ âñіõ õ іç öüîãî ïðîìіæêó õ іç öüîãî ïðîìіæêó õ F′′(x) == f(f(f x).

òèêè, çíàéòè ïåðâіñíó äëÿ äàíîї ôóíêöії.

Ôóíêöіþ 
íîìó ïðîìіæêó, ÿêùî äëÿ âñіõ 
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РОЗДІЛ �

(F1(x) – F(x))′ = F1′(x) – F ′(x) = f(x) – f(x) = 0.
Âèêîðèñòîâóþ÷è îçíàêó ñòàëîñòі ôóíêöії ç êóðñó àëãåáðè і ïî-

÷àòêіâ àíàëіçó 10 êëàñó, äîõîäèìî âèñíîâêó, ùî îñêіëüêè ïîõіäíà 
ðіçíèöі F1(x) – F(x) äîðіâíþє íóëþ, òî öÿ ðіçíèöÿ є êîíñòàíòîþ, 
òîáòî ôóíêöіÿ F1(x) – F(x) íàáóâàє äåÿêîãî ñòàëîãî çíà÷åííÿ Ñ íà 
äàíîìó ïðîìіæêó. Îòæå, F1(x) – F(x) = Ñ, òîáòî F1(x) = F(x) + Ñ. 
Òàêèì ÷èíîì, áóäü-ÿêà ïåðâіñíà F1(x) ôóíêöії f(x) íà äàíîìó ïðî-
ìіæêó ìîæå áóòè çàïèñàíà ó âèãëÿäі F1(x) = F(x) + Ñ. 

Ðîçãëÿíåìî ôóíêöіþ 
f(x) = –3õ2, äëÿ ÿêîї íà ïðîìіæêó 
(–u; +u) îäíієþ ç ïåðâіñíèõ є ôóíê-
öіÿ –õ3. Ñïðàâäі, (–õ3)′ = –3õ2 = f(x). 
Òîäі çàãàëüíèé âèãëÿä óñіõ ïåðâіñ-
íèõ äëÿ ôóíêöії f(x) = –3õ2 ìîæíà 
çàïèñàòè ó âèãëÿäі F(x) = –õ3 + Ñ, 
äå C ∈ R.
Ãåîìåòðè÷íî îñíîâíà âëàñòèâіñòü 

ïåðâіñíîї îçíà÷àє, ùî ãðàôі êè áóäü-
ÿêèõ äâîõ ïåðâіñíèõ äëÿ ôóíê öії I(x) 
òàêі, ùî їõ ìîæíà îäåð æàòè îäèí ç 
îäíîãî ïàðàëåëüíèì ïåðå íåñåííÿì óçäîâæ îñі îðäèíàò (ìàë. 11.1).

�óêóïíіñòü óñіõ ïåðâіñíèõ ôóíêöії f(x) 
íàçèâàþòü íåâèçíà÷åíèì іíòåãðàëîì
і ïîçíà÷àþòü ñèìâîëîì f(x)dx (÷èòà-
þòü: «іíòåãðàë åô âіä іêñ äå іêñ»).

Ó öüîìó çàïèñі f(x) íàçèâàþòü ïіäіíòåãðàëüíîþ ôóíêöієþ, 
õ íàçèâàþòü çìіííîþ іíòåãðóâàííÿ.

Òàêèì ÷èíîì:

f(x)dõ = F(x) + Ñ, 

äå )(x) – îäíà ç ïåðâіñíèõ, à Ñ – äîâіëüíà ñòàëà.

Íàïðèêëàä, îñêіëüêè õ2 – ïåðâіñíà äëÿ 2õ, òî 2õdõ = õ2 + Ñ.

Ó ïîïåðåäíіõ êëàñàõ, ðîçâ’ÿçóþ÷è 
ðіâíÿííÿ, âè øóêàëè çíà÷åííÿ çìіí-
íîї (êîðіíü ðіâíÿííÿ), òîáòî äåÿêå íå-

âіäîìå ÷èñëî. Ó ìàòåìàòèöі òàêîæ ðîçãëÿäàþòü ðіâíÿííÿ, ó ÿêèõ 
íåâіäîìèìè є íå ÷èñëà, à ôóíêöії. Òàêі ðіâíÿííÿ íàçèâàþòü 
ôóíêöіîíàëüíèìè ðіâíÿííÿìè. Ñåðåä ôóíêöіîíàëüíèõ ðіâíÿíü òðà-
ïëÿþòüñÿ òàêі, ùî ìіñòÿòü ïîõіäíі øóêàíèõ ôóíêöіé. Òàêі ðіâ-
íÿííÿ íàçèâàþòü äèôåðåíöіàëüíèìè ðіâíÿííÿìè. Ïðèêëàäàìè 
äèôåðåíöіàëüíèõ ðіâíÿíü, äå íåâіäîìîþ є ôóíêöіÿ y = y(x), є ðіâ-
íÿííÿ ó′ = cosõ + 3; ó′ + 2ó = 0; õ + 3ó′ + ó = 0 òîùî.

Ðîçâ’ÿçêîì äèôåðåíöіàëüíîãî ðіâíÿííÿ íàçèâàþòü áóäü-ÿêó 
ôóíêöіþ, ùî çàäîâîëüíÿє öå ðіâíÿííÿ (òîáòî ôóíêöіþ, ïіñëÿ ïіä-

Ìàë. 11.1

Приклад 3.

3. Íåâèçíà÷åíèé 
іíòåãðàë

4. Íàéïðîñòіøі 
äèôåðåíöіàëüíі ðіâíÿííÿ

Çíàõîäæåííÿ ôóíêöії f(x) çà її ïîõіäíîþ f′(x) íàçèâàþòü іíòå-
ãðóâàííÿì (ëàò. integratio – âіäíîâëåííÿ). Öÿ äіÿ є îáåðíåíîþ äî 
äèôåðåíöіþâàííÿ.

Äëÿ ôóíêöії f(x) = 2õ íà ïðîìіæêó (–u; +u) ïåð-
âіñíîþ є ôóíêöіÿ F(x) = õ2, îñêіëüêè äëÿ êîæíîãî õ іç öüîãî 
ïðîìіæêó ñïðàâäæóєòüñÿ ðіâíіñòü F ′(x) = (õ2)′ = 2õ = f(x).
Çàóâàæèìî, ùî, íàïðèêëàä, ôóíêöіÿ õ2 + 1 ìàє òó ñàìó ïî-

õіäíó, ùî é ôóíêöіÿ õ2. Ñïðàâäі, (õ2 + 1)′ = 2õ. Òîìó ôóíêöіÿ 
õ2 + 1 òàêîæ є ïåðâіñíîþ äëÿ ôóíêöії f(x) = 2õ. Çðîçóìіëî, ùî 
çàìіñòü ÷èñëà 1 ìîæíà ïіäñòàâèòè áóäü-ÿêå іíøå ÷èñëî Ñ, ìàòè-
ìåìî (õ2 + Ñ)′ = 2õ. Îòæå, ìîæíà äіéòè âèñíîâêó, ùî ÿêùî çà-
äà÷à çíàõîäæåííÿ ïåðâіñíîї ìàє õî÷à á îäèí ðîçâ’ÿçîê, òî âîíà 
ìàє áåçëі÷ ðîçâ’ÿçêіâ.

Äëÿ ôóíêöії  íà її îáëàñòі âèçíà÷åííÿ 

(0; +u) îäíієþ ç ïåðâіñíèõ є ôóíêöіÿ , àäæå

Âèùå ìè âæå âñòàíîâèëè, ùî çàäà÷à 
çíàõîäæåííÿ ïåðâіñíîї ìàє áåçëі÷ 
ðîçâ’ÿçêіâ. Çíàéòè âñі öі ðîçâ’ÿçêè 

äàє çìîãó îñíîâíà âëàñòèâіñòü ïåðâіñíîї.

Ò å î ð å ì à  (îñíîâíà âëàñòèâіñòü ïåðâіñíîї). Êîæíà ç ïåð-
âіñíèõ äëÿ ôóíêöії f(x) íà çàäàíîìó ïðîìіæêó ìàє âèãëÿä 
F(x) � C, äå F(x) – îäíà іç öèõ ïåðâіñíèõ, à C – äîâіëüíà 
ñòàëà.

Ïåðø íіæ äîâåñòè öþ òåîðåìó, çàóâàæèìî, ùî â íіé êîðîòêî 
ñôîðìóëüîâàíî äâі âëàñòèâîñòі ïåðâіñíîї:

1) ÿêå á ÷èñëî çàìіñòü Ñ íå ïіäñòàâèëè ó âèðàç F(x) + Ñ, îòðè-
ìàєìî ïåðâіñíó äëÿ f(x) íà çàäàíîìó ïðîìіæêó;

2) ÿêó á ïåðâіñíó F1(x) äëÿ ôóíêöії f(x) íà çàäàíîìó ïðî-
ìіæêó ìè íå çíàéøëè, çàâæäè ìîæíà ïіäіáðàòè òàêå ÷èñëî Ñ, 
ùî äëÿ âñіõ õ іç öüîãî ïðîìіæêó áóäå ñïðàâäæóâàòèñÿ ðіâíіñòü 
F1(x) = F(x) + Ñ.

Äîâåäåííÿ òåîðåìè і çâîäèòüñÿ äî äîâåäåííÿ öèõ äâîõ âëàñòè-
âîñòåé.

Ä î â å ä å í í ÿ. 1) Çà óìîâîþ F(x) – îäíà ç ïåðâіñíèõ äëÿ f(x) 
íà äàíîìó ïðîìіæêó, òîáòî F ′(x) = f(x) äëÿ áóäü-ÿêîãî õ іç öüîãî 
ïðîìіæêó. Íåõàé C ∈ R. Òîäі

(F(x) + Ñ)′ = F ′(x) + Ñ ′ = f(x) + 0 = f(x),
òîáòî F(x) + Ñ – òàêîæ ïåðâіñíà äëÿ f(x) íà öüîìó ïðîìіæêó.

2) Íåõàé F1(x) – іíøà ïåðâіñíà äëÿ ôóíêöії f(x) íà çàäàíîìó 
ïðîìіæêó, òîáòî F1′(x) = f(x) äëÿ âñіõ õ іç öüîãî ïðîìіæêó. Ðîç-
ãëÿíåìî ïîõіäíó ðіçíèöі ôóíêöіé F1(x) – F(x).

Приклад 1.

Приклад 2.

2. �ñíîâíà âëàñòèâіñòü 
ïåðâіñíèõ

Ò å î ð å ì à  (îñíîâíà âëàñòèâіñòü ïåðâіñíîї). Êîæíà ç ïåð-
âіñíèõ äëÿ ôóíêöії f(f(f x) íà çàäàíîìó ïðîìіæêó ìàє âèãëÿä 
F(x) � C, äå F(x) – îäíà іç öèõ ïåðâіñíèõ, à C – äîâіëüíà 
ñòàëà.
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Інтеграл та його застосування

(F1(x) – F(x))′ = F1′(x) – F ′(x) = f(x) – f(x) = 0.
Âèêîðèñòîâóþ÷è îçíàêó ñòàëîñòі ôóíêöії ç êóðñó àëãåáðè і ïî-

÷àòêіâ àíàëіçó 10 êëàñó, äîõîäèìî âèñíîâêó, ùî îñêіëüêè ïîõіäíà 
ðіçíèöі F1(x) – F(x) äîðіâíþє íóëþ, òî öÿ ðіçíèöÿ є êîíñòàíòîþ, 
òîáòî ôóíêöіÿ F1(x) – F(x) íàáóâàє äåÿêîãî ñòàëîãî çíà÷åííÿ Ñ íà 
äàíîìó ïðîìіæêó. Îòæå, F1(x) – F(x) = Ñ, òîáòî F1(x) = F(x) + Ñ. 
Òàêèì ÷èíîì, áóäü-ÿêà ïåðâіñíà F1(x) ôóíêöії f(x) íà äàíîìó ïðî-
ìіæêó ìîæå áóòè çàïèñàíà ó âèãëÿäі F1(x) = F(x) + Ñ. 

Ðîçãëÿíåìî ôóíêöіþ 
f(x) = –3õ2, äëÿ ÿêîї íà ïðîìіæêó 
(–u; +u) îäíієþ ç ïåðâіñíèõ є ôóíê-
öіÿ –õ3. Ñïðàâäі, (–õ3)′ = –3õ2 = f(x). 
Òîäі çàãàëüíèé âèãëÿä óñіõ ïåðâіñ-
íèõ äëÿ ôóíêöії f(x) = –3õ2 ìîæíà 
çàïèñàòè ó âèãëÿäі F(x) = –õ3 + Ñ, 
äå C ∈ R.
Ãåîìåòðè÷íî îñíîâíà âëàñòèâіñòü 

ïåðâіñíîї îçíà÷àє, ùî ãðàôі êè áóäü-
ÿêèõ äâîõ ïåðâіñíèõ äëÿ ôóíê öії I(x) 
òàêі, ùî їõ ìîæíà îäåð æàòè îäèí ç 
îäíîãî ïàðàëåëüíèì ïåðå íåñåííÿì óçäîâæ îñі îðäèíàò (ìàë. 11.1).

�óêóïíіñòü óñіõ ïåðâіñíèõ ôóíêöії f(x) 
íàçèâàþòü íåâèçíà÷åíèì іíòåãðàëîì
і ïîçíà÷àþòü ñèìâîëîì f(x)dx (÷èòà-
þòü: «іíòåãðàë åô âіä іêñ äå іêñ»).

Ó öüîìó çàïèñі f(x) íàçèâàþòü ïіäіíòåãðàëüíîþ ôóíêöієþ, 
õ íàçèâàþòü çìіííîþ іíòåãðóâàííÿ.

Òàêèì ÷èíîì:

f(x)dõ = F(x) + Ñ, 

äå )(x) – îäíà ç ïåðâіñíèõ, à Ñ – äîâіëüíà ñòàëà.

Íàïðèêëàä, îñêіëüêè õ2 – ïåðâіñíà äëÿ 2õ, òî 2õdõ = õ2 + Ñ.

Ó ïîïåðåäíіõ êëàñàõ, ðîçâ’ÿçóþ÷è 
ðіâíÿííÿ, âè øóêàëè çíà÷åííÿ çìіí-
íîї (êîðіíü ðіâíÿííÿ), òîáòî äåÿêå íå-

âіäîìå ÷èñëî. Ó ìàòåìàòèöі òàêîæ ðîçãëÿäàþòü ðіâíÿííÿ, ó ÿêèõ 
íåâіäîìèìè є íå ÷èñëà, à ôóíêöії. Òàêі ðіâíÿííÿ íàçèâàþòü 
ôóíêöіîíàëüíèìè ðіâíÿííÿìè. Ñåðåä ôóíêöіîíàëüíèõ ðіâíÿíü òðà-
ïëÿþòüñÿ òàêі, ùî ìіñòÿòü ïîõіäíі øóêàíèõ ôóíêöіé. Òàêі ðіâ-
íÿííÿ íàçèâàþòü äèôåðåíöіàëüíèìè ðіâíÿííÿìè. Ïðèêëàäàìè 
äèôåðåíöіàëüíèõ ðіâíÿíü, äå íåâіäîìîþ є ôóíêöіÿ y = y(x), є ðіâ-
íÿííÿ ó′ = cosõ + 3; ó′ + 2ó = 0; õ + 3ó′ + ó = 0 òîùî.

Ðîçâ’ÿçêîì äèôåðåíöіàëüíîãî ðіâíÿííÿ íàçèâàþòü áóäü-ÿêó 
ôóíêöіþ, ùî çàäîâîëüíÿє öå ðіâíÿííÿ (òîáòî ôóíêöіþ, ïіñëÿ ïіä-

Ìàë. 11.1

Приклад 3.

�óêóïíіñòü óñіõ ïåðâіñíèõ ôóíêöії f(f(f x) 
íàçèâàþòü íåâèçíà÷åíèì іíòåãðàëîì
і ïîçíà÷àþòü ñèìâîëîì f(f(f x)dx (÷èòà-
þòü: «іíòåãðàë åô âіä іêñ äå іêñ»)þòü: «іíòåãðàë åô âіä іêñ äå іêñ»).

îäíîãî ïàðàëåëüíèì ïåðå íåñåííÿì óçäîâæ îñі îðäèíàò

�óêóïíіñòü óñіõ ïåðâіñíèõ ôóíêöії 
íàçèâàþòü 
і ïîçíà÷àþòü ñèìâîëîì 

3. Íåâèçíà÷åíèé 
іíòåãðàë

4. Íàéïðîñòіøі 
äèôåðåíöіàëüíі ðіâíÿííÿ
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ñòàíîâêè ÿêîї ó çàäàíå ðіâíÿííÿ îäåðæóєìî òîòîæíіñòü). Ðîçâ’ÿçà-
òè äèôåðåíöіàëüíå ðіâíÿííÿ – îçíà÷àє çíàéòè âñі éîãî ðîçâ’ÿçêè.

Ðîçãëÿíåìî äèôåðåíöіàëüíå ðіâíÿííÿ ó′ = 2õ3. Îä-

íèì ç ðîçâ’ÿçêіâ öüîãî ðіâíÿííÿ є ôóíêöіÿ  Ñïðàâäі,

 Çàóâàæèìî, ùî äëÿ ðîçâ’ÿçóâàí-

íÿ ðіâíÿííÿ ó′ = 2õ3 òðåáà çíàéòè ôóíêöіþ, ïîõіäíà ÿêîї äîðіâ-
íþє 2õ3, òîáòî çíàéòè ïåðâіñíó äëÿ ôóíêöії 2õ3. Êîðèñòóþ÷èñü 
îñíîâíîþ âëàñòèâіñòþ ïåðâіñíîї, ìîæíà äіéòè âèñíîâêó, ùî âñі 

ôóíêöії âèãëÿäó  є ðîçâ’ÿçêàìè äàíîãî äèôåðåíöіàëüíî-

ãî ðіâíÿííÿ. Ôóíêöіþ  íàçèâàþòü çàãàëüíèì ðîçâ’ÿçêîì 

äèôåðåíöіàëüíîãî ðіâíÿííÿ ó′ = 2õ3.

 Яку функцію називають первісною для функції y = f( x�? 
 Сформулюйте і доведіть основну властивість первісної.  Що 

геометрично означає основна властивість первісної?  Що нази-
вають невизначеним інтегралом?  Яке рівняння називають ди-
ференціальним і що називають його розв’язком?  Що означає 
розв’язати диференціальне рівняння?

Ðîçâ’ÿæiòü çàäà÷i òà âèêîíàéòå âïðàâè

11.1. ßêі ç ôóíêöіé є ïåðâіñíèìè äëÿ ôóíêöії f(x) = –2:
1) F(x) = 2õ;        2) F(x) = –2õ;   
3) F(x) = 0;         4) F(x) = –2õ + 7?

11.2. ßêі ç ôóíêöіé є ïåðâіñíèìè äëÿ ôóíêöії f(x) = 3:
1) F(x) = 3õ;        2) F(x) = –3õ + 1; 
3) F(x) = 3õ – 2;     4) F(x) = 0?

11.3. Âіäîìî, ùî (cosõ)′ = –sinõ. Çàïèøіòü òðè äîâіëüíі ïåðâіñíі 
äëÿ ôóíêöії f(x) = –sinõ.

11.4. Âіäîìî, ùî (sinõ)′ = cosõ. Çàïèøіòü òðè äîâіëüíі ïåðâіñíі 
äëÿ ôóíêöії f(x) = cosõ.

Äîâåäіòü, ùî ôóíêöіÿ F(x) є ïåðâіñíîþ äëÿ ôóíêöії f(x) íà 
(–u; +u), ÿêùî (11.5–11.6):

11.5. 1) F(x) = õ4 – 3õ + 1, f(x) = 4õ3 – 3; 
 2) F(x) = sin2õ + eõ, f(x) = 2cos2õ + eõ;
 3) F(x) = 14 – cos4õ, f(x) = 4sin4õ; 
 4) F(x) = õcosõ, f(x) = cosõ – õsinõ.

Приклад 4.

 Яку функцію називають первісною для функції y = f( x�? 
 Сформулюйте і доведіть основну властивість первісної.  Що 

геометрично означає основна властивість первісної?  Що нази-
вають невизначеним інтегралом?  Яке рівняння називають ди-
ференціальним і що називають його розв’язком?  Що означає 
розв’язати диференціальне рівняння?

геометрично означає основна властивість первісної? 
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11.6. 1) F(x) = õ3 + 2õ – 7, f(x) = 3õ2 + 2; 
 2) F(x) = eõ – cos2õ, f(x) = eõ + 2sin2õ;
 3) F(x) = 3 + sin8õ, f(x) = 8cos8õ; 
 4) F(x) = õsinõ, f(x) = sinõ + õcosõ.

Äîâåäіòü, ùî ôóíêöіÿ F(x) є ïåðâіñíîþ äëÿ ôóíêöії f(x) íà äàíî-
ìó ïðîìіæêó (11.�–11.�):

11.7. 1) )(x) = ctgx + x7, , x ∈ (0; π);

 2) , , x ∈ (0; +u).

11.�. 1) F(x) = x8 + tgx, , 

 2) , , x ∈ (0; +u).

×è ïðàâèëüíî çíàéäåíî íåâèçíà÷åíèé іíòåãðàë (11.�–11.1�):

11.9. 1) õ2dõ = 2õ + Ñ;       2) sinõdõ = –cosõ + Ñ?

11.1�. 1) 5õ4dõ = õ5 + Ñ;     2) cosõdõ = –sinõ + Ñ?

11.11. Ïîêàæіòü, ùî ôóíêöіÿ ó = õ3 + 5 є ðîçâ’ÿçêîì äèôåðåíöі-
àëüíîãî ðіâíÿííÿ ó′ = 3õ2.

11.12. Ïîêàæіòü, ùî ôóíêöіÿ ó = õ2 – 7 є ðîçâ’ÿçêîì äèôåðåíöі-
àëüíîãî ðіâíÿííÿ ó′ = 2õ.

×è є ôóíêöіÿ F(x) ïåðâіñíîþ äëÿ ôóíêöії f(x) íà ïðîìіæêó 
(–u; +u), ÿêùî (11.13–11.14):
11.13.  1) F(x) = 5cosx – [6, f(x) = –5sinx – 6x5;

  2) F(x) = sin2x + 1, f(x) = cos2x;
  3) F(x) = e[ – x, f(x) = e[ + 1;

  4) , ?

11.14.  1) F(x) = 3sin x + [2, f(x) = cos x + 2x;
  2) F(x) = cos 3x –5, f(x) = – 3sin 3x;
  3) F(x) = x + e x, f(x) = 1 + e x;

  4) , ?

×è є ôóíêöіÿ F(x) ïåðâіñíîþ äëÿ ôóíêöії f(x) íà ïðîìіæêó 
(0; +u), ÿêùî (11.15–11.16):

11.15. 1) , ;

  2) , ?
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11.16.  1) , ;

  2) , ?

Äîâåäіòü, ùî ôóíêöіÿ F(x) є ïåðâіñíîþ äëÿ ôóíêöії f(x) íà 
R, ÿêùî (11.1�–11.1�):

11.17. 1) F(x) = (3õ2 + 1)7, f(x) = 42õ(3õ2 + 1)6; 

  2) 

11.1�. 1) F(x) = (4õ2 – 3)6, f(x) = 48õ(4õ2 – 3)5; 

  2) 

Äîâåäіòü, ùî ôóíêöіÿ F(x) є ïåðâіñíîþ äëÿ ôóíêöії f(x) íà äàíî-
ìó ïðîìіæêó (11.1�–11.2�):

11.19.  1) , x ∈ (0; +u);

  2) , , x ∈ (–u; 0).

11.2�. 1) , , x ∈ (0; +u);

  2) , , [ ∈ (–u; 0).

×è є ôóíêöіÿ F(x) ïåðâіñíîþ äëÿ ôóíêöії f(x) íà äàíîìó ïðîìіæ-
êó (11.21–11.22):

11.21. 1) )(x) = 4[ – tg2x, , 

  2) F(x) = 2sinxcosx, f(x) = 2cos2õ, x ∈ (–u; +u);
  3) F(x) = (2x2 + 1)5, f(x) = 5(2õ2 + 1)4, x ∈ (–u; +u);

  4) , , x ∈ (0; +u)?

11.22. 1) )(x) = ctg4[ + 8x, , 

  2) F(x) = cos2x – sin2x, f(x) = 2sin2õ, x ∈ (–u; +u);
  3) F(x) = (3[ + 7)8, f(x) = 8(3õ + 7)7, x ∈ (–u; +u);

  4) , , [ ∈ (0; +u)?

11.23. Ïîêàæіòü, ùî ôóíêöіÿ ó = 2e–3õ є ðîçâ’ÿçêîì äèôåðåí-
öіàëüíîãî ðіâíÿííÿ ó′ +  3ó = 0.
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11.24. Ïîêàæіòü, ùî ôóíêöіÿ ó = 5e4õ є ðîçâ’ÿçêîì äèôåðåí-
öіàëüíîãî ðіâíÿííÿ ó′ = 4ó.

11.25. Äîâåäіòü, ùî ôóíêöіÿ  є ïåðâіñíîþ 

äëÿ ôóíêöії  íà ïðîìіæêó (0; +u).

11.26. Äîâåäіòü, ùî ôóíêöіÿ  є ïåðâіñíîþ 

äëÿ ôóíêöії  íà ïðîìіæêó (0; +u).

×è є ôóíêöіÿ F(x) ïåðâіñíîþ äëÿ ôóíêöії f(x) íà äàíîìó ïðîìіæ-
êó, ÿêùî (11.2�–11.2�):

11.27.  1) , , ; 

  2) , , ?

11.2�.  1) , , ; 

  2) , , ?

Äîâåäіòü, ùî ôóíêöіÿ F(x) є ïåðâіñíîþ äëÿ ôóíêöії f(x) íà äàíî-
ìó ïðîìіæêó (11.2�–11.3�):

11.29.  1) , f(x) = 2x – 5, ;

  2) , f(x) = 7 – 2x, .

11.3�.  1) , f(x) = 2x + 4, ;

  2) , f(x) = – 2x – 3, .

11.31. Äîâåäіòü, ùî ôóíêöіÿ F(x) = õ5|õ| є ïåðâіñíîþ äëÿ 
ôóíêöії f(x) = 6õ4|õ| íà ïðîìіæêó (–u; +u).

11.32. Äîâåäіòü, ùî ôóíêöіÿ F(x) = 3õ|õ| є ïåðâіñíîþ äëÿ ôóíêöії 
f(x) = 6|õ| íà ïðîìіæêó (–u; +u).

11.33. ×è є ðîçâ’ÿçêîì äèôåðåíöіàëüíîãî ðіâíÿííÿ õ2ó′ = 1 
ôóíêöіÿ:

            

11.34. ×è є ðîçâ’ÿçêîì äèôåðåíöіàëüíîãî ðіâíÿííÿ õ3ó′ = 2 
ôóíêöіÿ:
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11.35. Äîâåäіòü, ùî ôóíêöіÿ  є ïåðâіñíîþ äëÿ 

ôóíêöії f(x) = ctg x çà óìîâè, ùî x ≠ πn, .

11.36. Äîâåäіòü, ùî ôóíêöіÿ  є ïåðâіñíîþ äëÿ 

ôóíêöії f(x) = tg x çà óìîâè, ùî , .

11.37. Äîâåäіòü, ùî ôóíêöіÿ  є ïåðâіñíîþ äëÿ 

ôóíêöії  çà óìîâè, ùî x ≠ –3, x ≠ 3.

11.3�. Äîâåäіòü, ùî ôóíêöіÿ  є ïåðâіñíîþ äëÿ 

ôóíêöії  çà óìîâè, ùî x ≠ –2, x ≠ 2.

11.39. Äîâåäіòü, ùî ôóíêöіÿ  є ïåðâіñíîþ 

äëÿ ôóíêöії , äå .

11.4�. Äîâåäіòü, ùî ôóíêöіÿ  є ïåðâіñíîþ 

äëÿ ôóíêöії , äå . 

Äîâåäіòü, ùî ôóíêöіÿ (11.41–11.42):

11.41.

є ïåðâіñíîþ äëÿ ôóíêöії .

11.42.

є ïåðâіñíîþ äëÿ ôóíêöії .

11.43. Ùîðі÷íî êîæåí àâòîìîáіëü âíàñëіäîê ñòèðàííÿ ïî-
êðèøîê ðîçñіþє â ïîâіòðÿ 10 êã ãóìîâîãî ïèëó. ßêîþ êіëü-

êіñòþ ãóìîâîãî ïèëó çàáðóäíÿòü ïîâіòðÿ çà ðіê óñі àâòîìîáіëі íå-
âåëè÷êîãî ìіñòå÷êà, ó ÿêîìó ìåøêàþòü 6000 ðîäèí, 20 % ÿêèõ 
ìàþòü ïî îäíîìó àâòîìîáіëþ, à 5 % – ïî äâà àâòîìîáіëі?

11.44. (Âñåóêðàїíñüêà îëіìïіàäà þíèõ ìàòåìàòèêіâ, 
1962 ð.). Çíàéäіòü óñі äіéñíі ÷èñëà, ùî є ðîçâ’ÿçêàìè 
ðіâíÿííÿ .
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Ïiäãîòóéòåñÿ äî âèâ÷åííÿ íîâîãî ìàòåðiàëó

11.45. Çàïîâíіòü ïðîïóñêè îäíієþ ç ìîæëèâèõ ôóíêöіé:
1) ;     2) ;      3) ;
4) ;      5) ;     6) .

11.46. Çíàéäіòü ïîõіäíó ôóíêöії:
1) ;        2) ;

3) ;    4) .

1. Ïîëå, ïëîùà ÿêîãî 24 ãà, çîðàëè äâі áðèãàäè. Ïåðøà 

çîðàëà  ïîëÿ. Ñêіëüêè ãåêòàðіâ çîðàëà äðóãà áðèãàäà?

À Á Â Ã Ä

6 8 10 12 16

2. Óêàæіòü ïðîìіæîê, ÿêîìó íàëåæèòü êîðіíü ðіâíÿííÿ 
42õ–3 = 16.

À Á Â Ã Ä

(–u; 0) [0; 1] (1; 2] (2; 3] (3; +u)

3. Çíàéäіòü íàéáіëüøèé âіä’єìíèé ÷ëåí àðèôìåòè÷íîї 
ïðîãðåñії 4,9; 4,5; 4,1; ...

À Á Â Ã Ä

–0,5 –0,4 –0,3 –0,2 –0,1

4. Îá÷èñëіòü log927.

À Á Â Ã Ä

3 2 1,5 1 îá÷èñëèòè íåìîæëèâî

5. Ðîçâ’ÿæіòü íåðіâíіñòü .

À Á Â Ã Ä

(–u; 0] ∪ [5; +u) (0; 5) (0; 5] [5; +u) (–u; 0) ∪ [5; +u)

1. Ïîëå, ïëîùà ÿêîãî 24 ãà, çîðàëè äâі áðèãàäè. Ïåðøà 

çîðàëà  ïîëÿ. Ñêіëüêè ãåêòàðіâ çîðàëà äðóãà áðèãàäà?

À Á Â Ã Ä

6 8 10 12 16

2. Óêàæіòü ïðîìіæîê, ÿêîìó íàëåæèòü êîðіíü ðіâíÿííÿ 
42õ–3 = 16.= 16.=

À Á Â Ã Ä

(–u; 0) [0; 1] (1; 2] (2; 3] (3; +u)

3. Çíàéäіòü íàéáіëüøèé âіä’єìíèé ÷ëåí àðèôìåòè÷íîї 
ïðîãðåñії 4,9; 4,5; 4,1; ...

À Á Â Ã Ä

–0,5 –0,4 –0,3 –0,2 –0,1

4. Îá÷èñëіòü log927.

À Á Â Ã Ä

3 2 1,5 1 îá÷èñëèòè íåìîæëèâî

5. Ðîçâ’ÿæіòü íåðіâíіñòü .

À Á Â Ã Ä

(–u; 0] ∪ [5; +u) (0; 5) (0; 5] [5; +u) (–u; 0) ∪ [5; +u)

ПППЕРЕВІРТЕ СВОЮ КОМПЕТЕНТНІСТЬЕРЕВІРТЕ СВОЮ КОМПЕТЕНТНІСТЬ
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6. Ïîäàéòå âèðàç  ó âèãëÿäі ñòåïåíÿ ç îñíîâîþ b.

À Á Â Ã Ä

b6

7. Äëÿ êîæíîãî âèðàçó (1–4) çíàéäіòü òîòîæíî ðіâíèé 
éîìó âèðàç (À–Ä).

Âèðàç Òîòîæíî ðіâíèé âèðàç

1 À
2 Á
3 Â
4 Ã

Ä

�. Îá÷èñëіòü tg75° + ctg75°.
9. Çíàéäіòü f′(–4), ÿêùî .

ТАȻɅИɐЯ ПЕРВІСНИХ. 
ПРАВИɅА ЗНАХОДɀЕННЯ ПЕРВІСНИХ 

Іç ïîïåðåäíüîãî ïàðàãðàôà âè âæå çíàєòå, ÿê ïåðåâіðèòè, ÷è 
є îäíà ôóíêöіÿ ïåðâіñíîþ äëÿ іíøîї. Ó öüîìó ïàðàãðàôі íàâ÷èìî-
ñÿ çíàõîäèòè ïåðâіñíі (íåâèçíà÷åíі іíòåãðàëè) äëÿ äåÿêèõ âіäîìèõ 
ôóíêöіé.

Ó 10 êëàñі ìè ñêëàëè òàáëèöþ ïîõіä-
íèõ. Ó ïîäàëüøîìó äëÿ äåÿêèõ 
ôóíêöіé áóäåìî êîðèñòóâàòèñÿ ùå 
é òàá ëèöåþ ïåðâіñíèõ (íåâèçíà÷åíèõ 

іíòåãðàëіâ), ÿêó ñêëàäåìî íà îñíîâі òàáëèöі ïîõіäíèõ.
Òóò і â ïîäàëüøîìó ââàæàòèìåìî, ùî ôóíêöіÿ F(x) є ïåðâіñ-

íîþ äëÿ ôóíêöії f(x) íà òàêîìó ïðîìіæêó, íà ÿêîìó âèçíà÷åíà 
êîæíà ç ôóíêöіé F(x) і f(x).

Äëÿ îáґðóíòóâàííÿ ôîðìóë ç òàáëèöі íà ñ. 147 äîñòàòíüî ïå-
ðåâіðèòè, ùî ïîõіäíà âіä ïåðâіñíîї, çàïèñàíîї ó äðóãîìó ñòîâï÷è-
êó, äîðіâíþє ôóíêöії, çàäàíіé ó ïåðøîìó ñòîâï÷èêó.

Ïåðåâіðèìî, íàïðèêëàä, ïðàâèëüíіñòü çíàõîäæåííÿ ïåðâіñíèõ 

äëÿ ôóíêöії y = õD òà y = .

6. Ïîäàéòå âèðàç  ó âèãëÿäі ñòåïåíÿ ç îñíîâîþ b.

À Á Â Ã Ä

b6

7. Äëÿ êîæíîãî âèðàçó (1–4) çíàéäіòü òîòîæíî ðіâíèé 
éîìó âèðàç (À–Ä).

Âèðàç Òîòîæíî ðіâíèé âèðàç

1 À
2 Á
3 Â
4 Ã

Ä

�. Îá÷èñëіòü tg75° + ctg75°.
9. Çíàéäіòü f′(–4), ÿêùî .

ТАȻɅИɐЯ ПЕРВІСНИХ. 
ПРАВИɅА ЗНАХОДɀЕННЯ ПЕРВІСНИХ § 12. § 12. 

1. �àáëèöÿ ïåðâіñíèõ 
(íåâèçíà÷åíèõ 
іíòåãðàëіâ)
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Îñêіëüêè , 

òî  – çàãàëüíèé âèãëÿä ïåðâіñíèõ äëÿ ôóíêöії xD.

ßêùî ìàєìî ôóíêöіþ , òî D(f): x ≠ 0. Ðîçãëÿíåìî 

ôóíêöіþ F(x) = ln|x| + Ñ ïðè õ > 0 і õ < 0.

ßêùî õ > 0, òî F(x) = lnx + Ñ, òîäі 

ÿêùî õ < 0, òî F(x) = ln(–x) + Ñ, òîäі 

Îòæå, íà êîæíîìó ç ïðîìіæêіâ (–u; 0) і (0; +u) çàãàëüíèé 

âèãëÿä ïåðâіñíèõ äëÿ ôóíêöії  ìàє âèãëÿä ln|x| + Ñ.

Ôóíêöіÿ
f(x)

Çàãàëüíèé âèãëÿä 
ïåðâіñíèõ F(x) � C, 

äå C – äîâіëüíà ñòàëà

Âіäïîâіäíèé çàïèñ 
çà äîïîìîãîþ 

íåâèçíà÷åíîãî іíòåãðàëà

� Ñ 0dõ = Ñ

1 x � Ñ dx = x + Ñ

xD, D ≠ –1

ln|x| � Ñ

sinx –FRVx � C sinxdx = –cosx + Ñ

FRVx sinx � C cosxdx = sinx + Ñ

tgx � C

–FWJx � C

ex ex � C exdx = ex + Ñ

àx

(à ! �, à ≠ 1)
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Çíàéòè âñі ïåðâіñíі äëÿ ôóíêöії: 

1) f(x) = õ7;    2)      3)      4) 

Ð î ç â ’ ÿ ç à í í ÿ. Óðàõóєìî, ùî çàãàëüíèé âèãëÿä ïåðâіñíèõ 

äëÿ ôóíêöії õD ìàє âèãëÿä .

1) Òîäі 

2) Îñêіëüêè f(x) = õ–5, òî 

3) Îñêіëüêè 

4) Ìàєìî 

Â і ä ï î â і ä ü.

Ïðè çíàõîäæåííі ïåðâіñíîї (íåâèçíà÷åíîãî іíòåãðàëó) äëÿ äå-
ÿêîї ôóíê öії öþ ôóíêöіþ іíîäі ïîïåðåäíüî ñïðîùóþòü.

Çíàéòè íåâèçíà÷åíèé іíòåãðàë 

Ð î ç â ’ ÿ ç à í í ÿ. Îñêіëüêè , 

òî 

Â і ä ï î â і ä ü. sinõ + Ñ.

×àñòî â çàäà÷àõ ñòàâèòüñÿ âèìîãà çíàéòè òàêó ïåðâіñíó, ÿêà á 
çàäîâîëüíÿëà ïåâíі óìîâè, íàïðèêëàä, ùîá ãðàôіê öієї ïåðâіñíîї 
ïðîõîäèâ ÷åðåç ïåâíó òî÷êó.

Äëÿ ôóíêöії f(x) = sinõ çíàéäіòü ïåðâіñíó, ãðàôіê 

ÿêîї ïðîõîäèòü ÷åðåç òî÷êó 

Ð î ç â ’ ÿ ç à í í ÿ. 1) F(x) = –cosõ + Ñ – çàãàëüíèé âèãëÿä ïåðâіñ-
íèõ äëÿ ôóíêöії f(x) = sinõ.

Приклад 1.

Приклад 2.

Приклад 3.
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2) Çà óìîâîþ ãðàôіê øóêàíîї ïåðâіñíîї ïðîõîäèòü ÷åðåç òî÷êó 

 Îòæå, êîîðäèíàòè òî÷êè A ìàþòü çàäîâîëüíÿòè ðіâ-

íÿííÿ ïåðâіñíîї, òîáòî ìàє ñïðàâäæóâàòèñÿ ðіâíіñòü . 

Òîìó, ïіäñòàâëÿþ÷è  çàìіñòü õ, à  çàìіñòü F(x) ó çàãàëüíèé 

âèãëÿä ïåðâіñíèõ, ìàòèìåìî: 

, òîáòî , òîäі 

Îòæå, øóêàíà ïåðâіñíà F1(x) = –cosõ + 1.
Â і ä ï î â і ä ü. –cosõ + 1.

Ó ïîïåðåäíüîìó ïóíêòі ìè ðîçãëÿ-
íóëè ïèòàííÿ çíàõîäæåííÿ ïåðâіñíèõ 
(íåâèçíà÷åíèõ іíòåãðàëіâ) äëÿ ôóíê-
öіé, ùî є ïîõіäíèìè âіäîìèõ âàì 

ôóíêöіé. À ÷è ìîæíà çíàéòè ïåðâіñíі äëÿ ôóíêöіé f(x) = õ2 + sinõ; 

f(x) = 3õ5;  òîùî? Äàëі äàìî âіäïîâіäü íà öå 

çàïèòàííÿ. 
ßê і ó âèïàäêó ïîõіäíîї, äëÿ çíàõîäæåííÿ ïåðâіñíîї íåäîñòàò-

íüî ëèøå òàáëèöі ïåðâіñíèõ. Òðåáà çíàòè ùå é ïðàâèëà çíàõî-
äæåííÿ ïåðâіñíèõ (ïðàâèëà іíòåãðóâàííÿ). Öі ïðàâèëà ñõîæі íà 
ïðàâèëà äèôåðåíöіþâàííÿ.

Ïðàâèëî 1. ßêùî F – ïåðâіñíà äëÿ f, à G – ïåðâіñíà äëÿ 
g, òî F � G – ïåðâіñíà äëÿ f � g.

Ä î â å ä å í í ÿ. Îñêіëüêè F – ïåðâіñíà äëÿ f, à G – ïåðâіñíà 
äëÿ g, òî (F + G)′ = F′ + G ′ = f + g. Òîáòî F + G є ïåðâіñíîþ äëÿ 
f + g. 

Êîðèñòóþ÷èñü ïîçíà÷åííÿì íåâèçíà÷åíîãî іíòåãðàëà, öå ïðà-
âèëî ìîæíà çàïèñàòè òàê:

(f(x) � g(x))dx = f(x)dx � g(x)dx, 

òîáòî іíòåãðàë âіä ñóìè ôóíêöіé äîðіâíþè ñóìі іíòåãðà-
ëіâ âіä öèõ ôóíêöіé.

Ïðàâèëî 2. ßêùî F – ïåðâіñíà äëÿ f, à k – ñòàëà, òî 
kF – ïåðâіñíà äëÿ kf.

Ä î â å ä å í í ÿ. Âðàõîâóþ÷è òå, ùî ñòàëèé ìíîæíèê ìîæíà 
âèíåñòè çà çíàê ïîõіäíîї, ìàòèìåìî: (kF)′ = kF′ = kf, òîìó N) – 
ïåðâіñíà äëÿ kf. 

Çà äîïîìîãîþ íåâèçíà÷åíîãî іíòåãðàëà öå ïðàâèëî ìîæíà çà-
ïèñàòè òàê:

2. Ïðàâèëà çíàõîäæåííÿ 
ïåðâіñíèõ (ïðàâèëà 
іíòåãðóâàííÿ)

Ïðàâèëî 1. ßêùî F – ïåðâіñíà äëÿ f, à G – ïåðâіñíà äëÿ 
, òî F � G – ïåðâіñíà äëÿ f � f � f g.

ïðàâèëà äèôåðåíöіþâàííÿ.

Ä î â å ä å í í ÿ

Ïðàâèëî
g, òî 

f(x) � g(x))dx = f(f(f x)dx � g(x)dx, 

òîáòî іíòåãðàë âіä ñóìè ôóíêöіé äîðіâíþè ñóìі іíòåãðà-
ëіâ âіä öèõ ôóíêöіé.

âèëî ìîæíà çàïèñàòè òàê:

(f

òîáòî
ëіâ âіä öèõ ôóíêöіé

Ïðàâèëî 2. ßêùî F – ïåðâіñíà äëÿ f, à k – ñòàëà, òî 
kF – ïåðâіñíà äëÿ kf.

Ä î â å ä å í í ÿ. Âðàõîâóþ÷è òå, ùî ñòàëèé ìíîæíèê ìîæíà 

Ïðàâèëî
kF
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kf(x)dx = k f(x)dx, äå k – ñòàëà, 

òîáòî ñòàëèé ìíîæíèê ìîæíà âèíîñèòè çà çíàê íåâè-
çíà÷åíîãî іíòåãðàëà.

Ïðàâèëî 3. ßêùî F(x) – ïåðâіñíà äëÿ f(x), à k і l – äåÿêі 

ñòàëі, ïðè÷îìó k ≠ �, òî  – ïåðâіñíà äëÿ ôóíêöії 

f(kõ + l).

Ä î â å ä å í í ÿ. Âðàõîâóþ÷è ïðàâèëî äèôåðåíöіþâàííÿ ñêëà-
äåíîї ôóíêöії òà òå, ùî F ′ = f, ìàòèìåìî:

òîìó  – ïåðâіñíà äëÿ ôóíêöії f(Nõ + l). 

Âèêîðèñòîâóþ÷è íåâèçíà÷åíèé іíòåãðàë, öå ïðàâèëî ìîæíà 
çàïèñàòè òàê:

f(kx � l)dx = F(kx � l) � C.

Ðîçãëÿíåìî ïðèêëàäè çàñòîñóâàííÿ öèõ ïðàâèë.

Çíàéòè çàãàëüíèé âèãëÿä ïåðâіñíèõ äëÿ ôóíêöії: 

1)      2) f(x) = 5eõ.

Ð î ç â ’ ÿ ç à í í ÿ. 1) Îñêіëüêè  – ïåðâіñíà äëÿ õ3, à tgx – ïåðâіñ-

íà äëÿ , òî, âèêîðèñòîâóþ÷è ïðàâèëî 1, äëÿ äàíîї ôóíêöії 

ìàòèìåìî çàãàëüíèé âèãëÿä ïåðâіñíèõ: .

2) Îñêіëüêè eõ – ïåðâіñíà äëÿ eõ, òî äëÿ äàíîї ôóíêöії, âèêî-
ðèñòîâóþ÷è ïðàâèëî 2, ìàòèìåìî çàãàëüíèé âèãëÿä ïåðâіñíèõ: 
F(x) = 5eõ + Ñ.

Â і ä ï î â і ä ü. 1)    2) 5eõ + Ñ.

Çíàéòè 

Ð î ç â ’ ÿ ç à í í ÿ. Âèêîðèñòîâóþ÷è ïðàâèëà 1 і 2, ìàòèìåìî:

kf(kf(kf x)dx = k f(f(f x)dx, äå k – ñòàëà, 

òîáòî ñòàëèé ìíîæíèê ìîæíà âèíîñèòè çà çíàê íåâè-
çíà÷åíîãî іíòåãðàëà.

РОЗДІЛ �

kf

òîáòî
çíà÷åíîãî іíòåãðàëà

Ïðàâèëî 3. ßêùî F(x) – ïåðâіñíà äëÿ f(f(f x), à k і l – äåÿêі l – äåÿêі l

ñòàëі, ïðè÷îìó k ≠≠ �, òî  – ïåðâіñíà äëÿ ôóíêöії  – ïåðâіñíà äëÿ ôóíêöії 

f(f(f kõ + l).

Ïðàâèëî

ñòàëі, ïðè÷îìó 

f(f(f kx � l)dx = F(kx � l) � C.

çàïèñàòè òàê:

Ðîçãëÿíåìî ïðèêëàäè çàñòîñóâàííÿ öèõ ïðàâèë.

Приклад 4.

Приклад 5.
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Â і ä ï î â і ä ü. õ4 + 2ctgõ + Ñ.

Çíàéòè çàãàëüíèé âèãëÿä ïåðâіñíèõ äëÿ ôóíêöії 

f(x) = cos 

Ð î ç â ’ ÿ ç à í í ÿ. Äëÿ cosõ îäíієþ ç ïåðâіñíèõ є sinõ. Âèêî-
ðèñòîâóþ÷è ïðàâèëî 3, ìàòèìåìî çàãàëüíèé âèãëÿä ïåðâіñíèõ: 

Â і ä ï î â і ä ü. 

Äëÿ ôóíêöії  çíàéòè ïåðâіñíó F(x) 

òàêó, ùî F(18) = 3.
Ð î ç â ’ ÿ ç à í í ÿ. Âèêîðèñòîâóþ÷è ïðàâèëî 3 і òîé ôàêò, ùî îä-

íієþ ç ïåðâіñíèõ äëÿ ôóíêöії õ8 є , ìàòèìåìî: 

Îñêіëüêè F(18) = 3, îòðèìàєìî: 

, òîáòî 3 = 19 + Ñ, çâіäñè Ñ = 2. 

Îòæå, 

Â і ä ï î â і ä ü. 

Ó äåÿêèõ çàäà÷àõ íà çíàõîäæåííÿ ïåðâіñíîї (íåâèçíà÷åíîãî 
іíòåãðàëà) ñïî÷àòêó äîöіëüíî çâåñòè ôîðìóëó ôóíêöії äî âèãëÿ-
äó, çðó÷íîãî äëÿ іíòåãðóâàííÿ. 

Çíàéòè .

Ð î ç â ’ ÿ ç à í í ÿ. Ñïðîñòèìî ïіäіíòåãðàëüíèé âèðàç, çàñòîñó-
âàâøè ôîðìóëó ñèíóñà ñóìè, ìàòèìåìî:

Приклад 6.

Приклад 7.

Приклад 8.
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.

Â і ä ï î â і ä ü. .

Ó äåÿêèõ çàäà÷àõ çâåñòè ôóíêöіþ äî âèãëÿäó, çðó÷íîãî äëÿ 
іíòåãðóâàííÿ, ìîæíà çà äîïîìîãîþ äåÿêèõ øòó÷íèõ ïðèéîìіâ.

Çíàéòè ïåðâіñíó äëÿ ôóíêöії .

Ð î ç â ’ ÿ ç à í í ÿ. Çàïèøåìî äðіá  ó âèãëÿäі ñóìè äâîõ 

äðîáіâ: .

Îòæå, . Òîäі .

Â і ä ï î â і ä ü: .

ßêùî â çàäà÷і âіäîìèé çàêîí ïðÿìîëі-
íіéíîãî ðóõó òіëà s = s(t), òî, ùîá 
çíàéòè éîãî øâèäêіñòü ó ìîìåíò 

÷àñó t, òðåáà çíàé òè ïîõіäíó: v(t) = s′(t). Âàæëèâîþ є òàêîæ îáåð-
íåíà çàäà÷à: çà äàíîþ â êîæíèé ìîìåíò ÷àñó øâèäêіñòþ âèçíà-
÷èòè çàêîí ðóõó. Çðîçóìіëî, ùî s(t) є ïåðâіñíîþ äëÿ ôóíêöії v(t).

Àíàëîãі÷íî, îñêіëüêè ïðèñêîðåííÿ à(t) = v′(t), òî v(t) – ïåðâіñ-
íà äëÿ ôóíêöії à(t). Òàêèì ÷èíîì, ìîæíà âіäíîâèòè çàêîí ðóõó 
çà çàäàíîþ øâèäêіñòþ, à øâèäêіñòü – çà ïðèñêîðåííÿì.

Òî÷êà ðóõàєòüñÿ ïî ïðÿìіé ç ïðèñêîðåííÿì 
à(t) = –2t (ì/ñ2). Çíàéòè øâèäêіñòü òî÷êè v(t) ÿê ôóíêöіþ âіä 
÷àñó, ÿêùî â ìîìåíò ÷àñó t = 4 ñ øâèäêіñòü òî÷êè áóëà 10 ì/ñ.
Ð î ç â ’ ÿ ç à í í ÿ. 1) v(t) – ïåðâіñíà äëÿ à(t). Ìàєìî: 

= –t2 + Ñ.

2) Îñêіëüêè äëÿ t = 4 ñ âіäîìî, ùî v = 10, òîáòî v(4) = 10, òî 
10 = –42 + Ñ, îòæå, Ñ = 26.
Òàêèì ÷èíîì, îòðèìàëè çàêîí øâèäêîñòі: v(t) = 26 – t2.

Â і ä ï î â і ä ü. v(t) = 26 – t2.

Øâèäêіñòü òî÷êè, ùî ðóõàєòüñÿ ïî ïðÿìіé, çàäà-

єòüñÿ ðіâíÿííÿì  (t – ó ñåêóíäàõ, v – ó ì/ñ, s – 

ó ìåòðàõ). Ó ìîìåíò ÷àñó t = 2 òî÷êà âіääàëåíà íà s = 7 âіä ïî-
÷àòêó êîîðäèíàò. Íà ÿêіé âіäñòàíі âіä ïî÷àòêó êîîðäèíàò áóäå 
çíàõîäèòèñÿ òî÷êà â ìîìåíò ÷àñó t = 10?

Приклад 9.

3. Çàñòîñóâàííÿ 
ïåðâіñíîї ó ôіçèöі

Приклад 10.

Приклад 11.
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Ð î ç â ’ ÿ ç à í í ÿ. 1) Îñêіëüêè s(t) – ïåðâіñíà äëÿ v(t), òî 

2) Çà óìîâîþ, s(2) = 7, òîìó , îòæå, Ñ = 4. 

Òîäі  – çàêîí ðóõó òіëà.

3) Äëÿ t = 10 ìàєìî:  (ì).

Â і ä ï î â і ä ü. 39 ì.

 Запам’ятайте таблицю первісних �невизначених інтегралів�. 
 Сфор мулюйте і доведіть правила знаходження первісних.

Ðîçâ’ÿæiòü çàäà÷i òà âèêîíàéòå âïðàâè
Çíàéäіòü çàãàëüíèé âèãëÿä ïåðâіñíèõ äëÿ ôóíêöії (12.1–12.2):

12.1. 1) f(x) = –3;   2) f(x) = õ7;     3) f(x) = 4õ;    4) f(x) = cosõ.

12.2. 1) f(x) = 2;    2) f(x) = õ10;    3) f(x) = 5õ;    4) f(x) = sinõ.

Çíàéäіòü íåâèçíà÷åíèé іíòåãðàë (12.3–12.4):

12.3. 1) ;      2) ;       3) õ–3dõ;     4) 

12.4. 1) ;      2) ;       3) õ–5dõ;     4) 

12.5. Çíàéäіòü òðè ðіçíі ïåðâіñíі äëÿ ôóíêöії:

1) ;     2) ;    3)     4) 

12.6. Çíàéäіòü äâі ðіçíі ïåðâіñíі äëÿ ôóíêöії:

1) f(x) = 0;     2) ;     3)     4) 

Çíàéäіòü çàãàëüíèé âèãëÿä ïåðâіñíèõ äëÿ ôóíêöії (12.�–12.1�):

12.7. 1) f(x) = 4eõ;             

         

12.�. 1)       2)   

 3)          4) 

 Запам’ятайте таблицю первісних �невизначених інтегралів�. 
 Сфор мулюйте і доведіть правила знаходження первісних.

12.1.12.1.

12.7.
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12.9. 1) f(x) = 4 – õ;            2) f(x) = 3õ2 + 2õ – 1; 

 3) f(x) = 10õ4 + 16õ7;       4) 

12.1�. 1) f(x) = õ + 2;           2) f(x) = 4õ3 – 2õ + 1; 

  3) f(x) = 18õ2 – 22õ10;     4) 

Çíàéäіòü íåâèçíà÷åíèé іíòåãðàë (12.11–12.12):

12.11. 1)       2) (3sinx – 4cosx)dx.

12.12. 1)       2) (2cosx + 5sinx)dx.

Çíàéäіòü çàãàëüíèé âèãëÿä ïåðâіñíèõ äëÿ ôóíêöії (12.13–12.14):

12.13. 1) ;    2) .

12.14. 1) ;     2) .

Çíàéäіòü íåâèçíà÷åíèé іíòåãðàë (12.15–12.16):

12.15. 1) ;       2) .

12.16. 1) ;       2) .

Äëÿ ôóíêöії f(x) çíàéäіòü ïåðâіñíó F(x), ùî çàäîâîëüíÿє äàíó 
óìîâó (12.1�–12.1�):

12.17. 1) f(x) = 5õ4, F(–1) = 2;     2) f(x) = sinx, ) = 3.

12.1�. 1) f(x) = 3õ2, F(–1) = 3;     2) f(x) = cosx, F(π) = –1.

12.19. Äëÿ ôóíêöії f(x) çíàéäіòü ïåðâіñíó, ãðàôіê ÿêîї ïðîõî-
äèòü ÷åðåç òî÷êó Ì:

12.2�. Äëÿ ôóíêöії f(x) çíàéäіòü ïåðâіñíó, ãðàôіê ÿêîї ïðîõîäèòü 
÷åðåç òî÷êó N:

Äëÿ äàíîї ôóíêöії f(x) çíàéäіòü ïåðâіñíó F(x), ùî çàäîâîëüíÿє 
äàíó óìîâó, ÿêùî (12.21–12.22):

12.21.
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12.22.

Äëÿ ôóíêöії  çíàéäіòü ïåðâіñíó F(x), ãðàôіê ÿêîї ïðîõîäèòü 
÷åðåç òî÷êó P, ÿêùî (12.23–12.24): 

12.23. , .   12.24. , .

Äëÿ ôóíêöії f(x) çíàéäіòü ïåðâіñíó, ãðàôіê ÿêîї ïðîõîäèòü 
÷åðåç äàíó òî÷êó, ÿêùî (12.25–12.26):

12.25. 1) f(x) = 9õ2 – 2õ, À(2; –2);     2) f(x) = 3 + , À(1; 0).

12.26. 1) f(x) = 4õ3 + 6õ, Â(–1; 2);     2) f(x) =  – 5, Â(1; –1).

Äëÿ ôóíêöії f(x) çíàéäіòü çàãàëüíèé âèãëÿä ïåðâіñíèõ (12.2�–12.32):

12.27. 1) f(x) = (3õ – 2)6;      2) 

  3) f(x) = å4õ+7;          4) 

12.2�. 1) f(x) = (4õ + 1)5;      2) 

  3) f(x) = å5õ–11;         4) 

12.29.  1) ;     2) ;

  3) ;       4) .

12.3�.  1) ;       2) ;

  3) ;     4) .

12.31.  1) ;       2) ;

  3) ;      4) .

12.32.  1) ;       2) ;

  3) ;      4) .
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Çíàéäіòü íåâèçíà÷åíèé іíòåãðàë (12.33–12.34):

12.33. 1)     2) 34+2õdx.   

12.34. 1)    2) 53õ–9dx.

Äëÿ ôóíêöії f(x) çíàéäіòü ïåðâіñíó, ãðàôіê ÿêîї ïðîõîäèòü ÷åðåç 
äàíó òî÷êó (12.35–12.36):

12.35.    

12.36.    

12.37. Øâèäêіñòü ðóõó òî÷êè çàäàíî ðіâíÿííÿì v(t) = 3 + 2t (ì/ñ). 
Çíàéäіòü ðіâíÿííÿ ðóõó s = s(t), ÿêùî â ìîìåíò ÷àñó t = 5 ñ 
òî÷êà çíàõîäèëàñÿ íà âіäñòàíі s = 20 ì âіä ïî÷àòêó êîîðäèíàò.

12.3�. Ïðèñêîðåííÿ òî÷êè çàäàíî ðіâíÿííÿì à(t) = 7 – 2t (ì/ñ2). 
Çíàéäіòü ðіâíÿííÿ øâèäêîñòі v = v(t), ÿêùî â ìîìåíò ÷àñó 
t = 2 ñ øâèäêіñòü òî÷êè äîðіâíþâàëà 9 ì/ñ.

Çíàéäіòü íåâèçíà÷åíèé іíòåãðàë (12.3�–12.4�):

12.39. 1) ;     2) .

12.4�. 1) ;         2) .

Äëÿ ôóíêöії f(x) çíàéäіòü ïåðâіñíó F(x), ùî çàäîâîëüíÿє äàíó 
óìîâó (12.41–12.42):

12.41. 1) , F(0,8) = 5;     2) , . 

12.42. 1) , F(–1,5) = 7;    2) , F(0) = 5.

Äëÿ ôóíêöії f(x) çíàéäіòü çàãàëüíèé âèãëÿä ïåðâіñíèõ 
(12.43–12.44):

12.43.

12.44.

12.45. Äëÿ ôóíêöії  çíàéäіòü ïåðâіñíó, ÿêà ïðîõî-

äèòü ÷åðåç òî÷êó 
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12.46. Äëÿ ôóíêöії  çíàéäіòü ïåðâіñíó, ÿêà ïðîõî-
äèòü ÷åðåç òî÷êó (0; 2,1).

Çíàéäіòü çàãàëüíèé âèãëÿä ïåðâіñíèõ äëÿ ôóíêöії f(x), ïîïåðåä-
íüî ñïðîñòèâøè її ôîðìóëó (12.4�–12.4�):

12.47. 1) f(x) = sinxcosx;       2) 

  3) f(x) = (õ3 – 2õ)2;      4) 

12.4�. 1)     

  2) 

  3) f(x) = (õ2 – õ)2;       4) 

12.49. Çíàéäіòü ïåðâіñíó äëÿ ôóíêöії f(x) = 3õ2 – 6õ + 8, îäèí ç 
íóëіâ ÿêîї äîðіâíþє 1.

12.5�. Çíàéäіòü ïåðâіñíó äëÿ ôóíêöії f(x) = 4õ3 – 2õ + 3, îäèí ç 
íóëіâ ÿêîї äîðіâíþє –1.

12.51. Òî÷êà ðóõàєòüñÿ ïî ïðÿìіé ç ïðèñêîðåííÿì à(t) = 5 – 4t (ì/ñ2). 
Ó ìîìåíò ÷àñó t = 3 ñ øâèäêіñòü òî÷êè áóëà 7 ì/ñ. ßêîþ 
áóëà øâèäêіñòü òî÷êè â ìîìåíò ÷àñó t = 5 ñ?

12.52. Øâèäêіñòü òî÷êè, ùî ðóõàєòüñÿ ïî ïðÿìіé, çàäàєòüñÿ ðіâ-
íÿííÿì v(t) = 6t + 18 (ì/ñ). Ó ìîìåíò ÷àñó t = 1 ñ òî÷êà 
ïåðåáóâàëà íà âіäñòàíі s = 2 ì âіä ïî÷àòêó êîîðäèíàò. Íà 
ÿêіé âіäñòàíі âіä ïî÷àòêó êîîðäèíàò ïåðåáóâàòèìå òî÷êà â 
ìîìåíò ÷àñó t = 3 ñ?

Çíàéäіòü çàãàëüíèé âèãëÿä ïåðâіñíèõ äëÿ ôóíêöії (12.53–12.54):

12.53.  1) ;     2) ;

  3) ;         4) .

12.54.  1) ;      2) ;

  3) ;       4) . 
Ðîçâ’ÿæіòü ðіâíÿííÿ F(x) = 0, äå F(x) – ïåðâіñíà äëÿ ôóíêöії f(x), 
F(a) = 0, ÿêùî (12.55–12.56):

12.55. 1) , a = 1;     2) , .

12.56. 1) , a = –2;     2) , .

12.57. Äëÿ ôóíêöії f(x) = 7 – 6x çíàéäіòü òàêó ïåðâіñíó, ìíîæè-
íîþ çíà÷åíü ÿêîї є ïðîìіæîê (–u; 4].
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12.5�. Äëÿ ôóíêöії f(x) = 4[ – 2 çíàéäіòü òàêó ïåðâіñíó, ìíîæè-
íîþ çíà÷åíü ÿêîї є ïðîìіæîê [3; +u).

Äëÿ ôóíêöії f(x) çíàéäіòü ïåðâіñíó, ãðàôіê ÿêîї ïðîõîäèòü ÷åðåç 
äàíó òî÷êó (12.5�–12.6�):

12.59.  1) ; ; 

  2) ; ;

  3) ; ;     4) ; ; 

  5) ; ;

  6) ; .

12.6�.  1) ; ; 

  2) ; B(0; –5);

  3) ; ;   4) ; ;

  5) ; ;

  6) ; .

Äëÿ ôóíêöії f(x) çíàéäіòü ïåðâіñíó F(x), ùî çàäîâîëüíÿє äàíó 
óìîâó (12.61–12.62):

12.61.  1) F(x) = sinx + cos3x, ; 

  2) , F(1) = 0.

12.62.  1) , ;

  2) , F(5) = 0.

12.63. Äëÿ ôóíêöії f(x) = 2x + 3 çíàéäіòü ïåðâіñíó, ãðàôіê ÿêîї 
äîòèêàєòüñÿ äî îñі àáñöèñ. 

12.64. Äëÿ ôóíêöії f(x) = 2x – 5 çíàéäіòü ïåðâіñíó, ãðàôіê ÿêîї 
äîòèêàєòüñÿ äî îñі àáñöèñ.
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12.65. Äëÿ ôóíêöії  çíàéäіòü ïåðâіñíó, äîòè÷íîþ äî 
ãðàôіêà ÿêîї є ïðÿìà \ = 3x + 5.

12.66. Äëÿ ôóíêöії f(x) = 2x çíàéäіòü ïåðâіñíó, äîòè÷íîþ äî ãðà-
ôіêà ÿêîї є ïðÿìà \ = x + 2.

Çíàéäіòü (12.6�–12.��): 

12.6�.  1) ;     2) .

12.6�.  1) ;       2) .

12.6�.  1) ;            2) ;

  3) ;            4) .

12.��.  1) ;            2) ; 

  3) ;            4) .

12.�1. Ëіêàðі ðàäÿòü ïіä ÷àñ ñïåêè ïèòè áàãàòî âîäè, àäæå 
âòðàòà ëþäèíîþ 10–12 % âîëîãè òіëà є íåáåçïå÷íîþ äëÿ 

æèòòÿ. Ïðèïóñòèìî, ùî ìàñà òіëà äіâ÷èíè – 54 êã, à 65 % ìàñè 
òіëà ñêëàäàє âîäà. Âòðàòà ÿêîї êіëüêîñòі âîäè є íåáåçïå÷íîþ äëÿ 
öієї äіâ÷èíè?

12.�2. (Âñåóêðàїíñüêà ñòóäåíòñüêà îëіìïіàäà äëÿ ïåäà-
ãîãі÷íèõ âèøіâ, 1991 ð.) Äîâåäіòü, ùî іñíóє íåñêіí÷åííî 
áàãàòî íàòóðàëüíèõ ÷èñåë, ÿêі íå ìîæíà ïîäàòè ó âè-

ãëÿäі ñóìè êóáіâ òðüîõ íàòóðàëüíèõ ÷èñåë. 

1. Îá÷èñëіòü 

À Á Â Ã Ä

2. Óêàæіòü êіëüêіñòü íàòóðàëüíèõ ðîçâ’ÿçêіâ íåðіâíîñòі 
8 – 3õ > 2.

À Á Â Ã Ä

æîäíîãî îäèí äâà ÷îòèðè áåçëі÷

1. Îá÷èñëіòü 

À Á Â Ã Ä

2. Óêàæіòü êіëüêіñòü íàòóðàëüíèõ ðîçâ’ÿçêіâ íåðіâíîñòі 
8 – 3õ > 2.

À Á Â Ã Ä

æîäíîãî îäèí äâà ÷îòèðè áåçëі÷

ПППЕРЕВІРТЕ СВОЮ КОМПЕТЕНТНІСТЬЕРЕВІРТЕ СВОЮ КОМПЕТЕНТНІСТЬ
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3. Çíàéäіòü ñóìó øåñòè ïåðøèõ ÷ëåíіâ ãåîìåòðè÷íîї ïðî-
ãðåñії 8; 4; 2; ...

À Á Â Ã Ä

4. Ðîçòàøóéòå ÷èñëà a, b і c â ïîðÿäêó çðîñòàííÿ, ÿêùî 
à = sin90°, b = sin89°, c = sin107°.

À Á Â Ã Ä

a < b < c a < c < b b < a < c c < a < b c < b < a

5. Çíàéäіòü , ÿêùî f(x) = 2cos[ – 3. 

À Á Â Ã Ä

–5 –1 2 –2 0

6. Óêàæіòü ïðîìіæîê, ÿêîìó íàëåæèòü ÷èñëî .

À Á Â Ã Ä

(0; 1) (1; 2) (2; 3) (3; 4) (4; +u)

7. Óñòàíîâіòü âіäïîâіäíіñòü ìіæ ôóíêöіÿìè, çàäàíèìè 
ôîðìóëîþ (1–4), і çíà÷åííÿìè їõ ïîõіäíèõ ó òî÷öі x = 0 
(À–Ä).

Ôóíêöіÿ Çíà÷åííÿ ïîõіäíîї

1 À 1
2 Á 3
3 Â 5
4 Ã 7

Ä 9

�. Çíàéäіòü çíà÷åííÿ âèðàçó 

ÿêùî ò = 1,2.

9. Îá÷èñëіòü çíà÷åííÿ âèðàçó 

3. Çíàéäіòü ñóìó øåñòè ïåðøèõ ÷ëåíіâ ãåîìåòðè÷íîї ïðî-
ãðåñії 8; 4; 2; ...

À Á Â Ã Ä

4. Ðîçòàøóéòå ÷èñëà a, b і c â ïîðÿäêó çðîñòàííÿ, ÿêùî 
à = sin90= sin90= °, b = sin89= sin89= °, c = sin107= sin107= °.

À Á Â Ã Ä

a < b < c a < c < b b < a < c c < a < b c < b < a

5. Çíàéäіòü , ÿêùî f(x) = 2cos= 2cos= [ – 3. 

À Á Â Ã Ä

–5 –1 2 –2 0

6. Óêàæіòü ïðîìіæîê, ÿêîìó íàëåæèòü ÷èñëî .

À Á Â Ã Ä

(0; 1) (1; 2) (2; 3) (3; 4) (4; +u)

7. Óñòàíîâіòü âіäïîâіäíіñòü ìіæ ôóíêöіÿìè, çàäàíèìè 
ôîðìóëîþ (1–4), і çíà÷åííÿìè їõ ïîõіäíèõ ó òî÷öі x = 0 
(À–Ä).

Ôóíêöіÿ Çíà÷åííÿ ïîõіäíîї

1 À 1
2 Á 3
3 Â 5
4 Ã 7

Ä 9

�. Çíàéäіòü çíà÷åííÿ âèðàçó 

ÿêùî ò = 1,2.= 1,2.=

9. Îá÷èñëіòü çíà÷åííÿ âèðàçó 
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ВИЗНАЧЕНИЙ ІНТЕȽРАɅ� ЙОȽО ɎІЗИЧНИЙ 
ТА ȽЕОМЕТРИЧНИЙ ЗМІСТ 

Ó öüîìó ïàðàãðàôі ïîçíàéîìèìîñÿ ç îäíèì іç íàéâàæëèâіøèõ 
ïîíÿòü ìàòåìàòè÷íîãî àíàëіçó – ïîíÿòòÿì âèçíà÷åíîãî іíòåãðàëà.

Çàäà÷à 1 (ïðî ïëîùó êðèâîëіíіéíîї 
òðàïåöії). Íåõàé äàíî íåïåðåðâíó 
ôóíêöіþ ó = f(x), ÿêà íà ïðîìіæêó 
[à; b] íàáóâàє ëèøå íåâіä’єìíèõ çíà-

÷åíü. Ôіãóðó, ÿêà îáìåæåíà ãðàôіêîì öієї ôóíêöії, âіññþ àáñöèñ 
òà ïðÿìèìè õ = à, õ = b, íàçèâàþòü êðèâîëіíіéíîþ òðàïåöієþ
(ìàë. 13.1).

Êîæíà êðèâîëіíіéíà òðàïåöіÿ ìàє ïåâíó ïëîùó. Äîâåäåìî, ùî 
ïëîùó êðèâîëіíіéíîї òðàïåöії ìîæíà çíàéòè çà äîïîìîãîþ ïåðâіñíîї.

Ò å î ð å ì à  (ïðî ïëîùó êðèâîëіíіéíîї òðàïåöії). Íåõàé 
y = f(x) – íåïåðåðâíà íà ïðîìіæêó >a; b@ ôóíêöіÿ, ÿêà 
íà öüîìó ïðîìіæêó íàáóâàє ëèøå íåâіä’єìíèõ çíà÷åíü, 
à F(x) – ïåðâіñíà äëÿ f(x) íà öüîìó ïðîìіæêó. �îäі ïëî-
ùó S êðèâîëіíіéíîї òðàïåöії, îáìåæåíîї ãðàôіêîì ôóíê-
öії y = f(x), âіññþ àáñöèñ òà ïðÿìèìè x = a і x = b, ìîæíà 
çíàéòè çà ôîðìóëîþ:

S = F(b) – F(à).

Ä î â å ä å í í ÿ. Íåõàé õ – äîâіëüíà òî÷êà ç 
ïðîìіæêó [à; b]. Ïîçíà÷èìî ÷åðåç S(x) ïëîùó 
êðèâîëіíіéíîї òðàïåöії, îáìå æåíîї ãðà ôіêîì 
ôóíêöії ó = f(x), âіññþ àáñöèñ, ïðÿìîþ õ = à
òà ïðÿìîþ, ùî ïðîõîäèòü ÷åðåç òî÷êó (õ; 0) 
ïåðïåíäèêóëÿðíî äî îñі àáñöèñ (ìàë. 13.2). 
Çðîçóìіëî, ùî S(x) – ôóíêöіÿ âіä õ.

Äîâåäåìî, ùî S′(x) = f(x) äëÿ áóäü-ÿêîãî 
õ ∈ [à; b]. Äëÿ öüîãî äîñòàòíüî äîâåñòè (çà 

îçíà÷åííÿì ïîõіäíîї), ùî 

Ðîçãëÿíåìî âèïàäîê, êîëè 'õ > 0 (âè-
ïàäîê 'õ < 0 ðîçãëÿäàєòüñÿ àíàëîãі÷íî). 
Îñêіëüêè 'S = S(x + 'x) – S(x), òî 'S – ïëî-
ùà ôіãóðè, çàøòðèõîâàíîї íà ìàëþíêó 13.3. 

Ðîçãëÿíåìî òåïåð ïðÿìîêóòíèê, ùî ìàє 
òàêó ñàìó ïëîùó 'S, ó ÿêî ãî îäíà çі ñòîðіí 
äîðіâíþє âіäðіçêó ç êіíöÿìè â òî÷êàõ (õ; 0) 
і (õ + 'x; 0). Òàêèé ïðÿìîêóòíèê çîáðàæåíî íà ìàëþíêó 13.4. 
Îñêіëüêè ôóíêöіÿ ó = f(x) íåïåðåðâíà, òî âèñîòà öüîãî ïðÿìî-
êóòíèêà äîðіâíþє f(d), äå d ∈ [õ; õ + 'x]. Òîìó 'S = f(d) · 'x, à 

îòæå, .

ВИЗНАЧЕНИЙ ІНТЕȽРАɅ� ЙОȽО ɎІЗИЧНИЙ 
ТА ȽЕОМЕТРИЧНИЙ ЗМІСТ § 13. § 13. 

Ìàë. 13.1

1. Çàäà÷і, ùî ïðèâîäÿòü 
äî ïîíÿòòÿ 
âèçíà÷åíîãî іíòåãðàëà

Ò å î ð å ì à  (ïðî ïëîùó êðèâîëіíіéíîї òðàïåöії). Íåõàé 
y == f(f(f x) – íåïåðåðâíà íà ïðîìіæêó >a; b@ ôóíêöіÿ, ÿêà 
íà öüîìó ïðîìіæêó íàáóâàє ëèøå íåâіä’єìíèõ çíà÷åíü, 
à F(x) – ïåðâіñíà äëÿ f(f(f x) íà öüîìó ïðîìіæêó. �îäі ïëî-
ùó S êðèâîëіíіéíîї òðàïåöії, îáìåæåíîї ãðàôіêîì ôóíê-
öії y == f(f(f x), âіññþ àáñöèñ òà ïðÿìèìè x == a і x == b, ìîæíà 
çíàéòè çà ôîðìóëîþ:

S == F(b) – F(à).

Ìàë. 13.2
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          Ìàë. 13.3                      Ìàë. 13.4

Îñêіëüêè ó = f(x) – íåïåðåðâíà ôóíêöіÿ, òî d o õ і f(d) o f(x), 

ÿêùî 'x o 0. Îòæå,  ïðè 'x o 0, òîáòî 

À öå îçíà÷àє, ùî S′(x) = f(x), òîáòî S(x) – ïåðâіñíà äëÿ ôóíê-
öії f(x).

Çà îñíîâíîþ âëàñòèâіñòþ ïåðâіñíîї äëÿ âñіõ õ ∈ [à; b] ìàєìî: 
S(x) = F(x) + Ñ, äå F(x) – îäíà ç ïåðâіñíèõ ôóíêöії ó = f(x), à Ñ – 
äåÿêà ñòàëà. Ùîá çíàéòè Ñ, çàìіñòü x ó ôîðìóëó ïåðâіñíîї S(x) 
ïіäñòàâèìî ÷èñëî à. Î÷åâèäíî, ùî S(à) = 0. Òîäі 0 = F(à) + Ñ, 
îòæå, Ñ = –F(à).

Òàêèì ÷èíîì, S(x) = F(x) – F(à). Âðàõîâóþ÷è òå, ùî øóêàíà 
ïëîùà êðèâîëіíіéíîї òðàïåöії äîðіâíþє S(b), ïіäñòàâèìî çàìіñòü 
õ ÷èñëî b â îñòàííþ ôîðìóëó і îòðèìàєìî:

S = S(b) = F(b) – F(à). 

Íåõàé F(x) – ïåðâіñíà äëÿ ôóíêöії f(x) íà ïðîìіæêó [a; b].

Ðіçíèöþ F(b) – F(à) íàçèâàþòü âèçíà÷åíèì іíòåãðàëîì

ôóíêöії f(x) íà ïðîìіæêó >à; b@ і ïîçíà÷àþòü 

(÷èòàþòü: «іíòåãðàë âіä à äî b åô âіä іêñ äå іêñ»).

Äëÿ îá÷èñëåííÿ ðіçíèöі F(b) – F(à) ìîæíà êîðèñòóâàòèñÿ 
áóäü-ÿêîþ ç ïåðâіñíèõ ôóíêöії f(x), çàãàëüíèé âèãëÿä ÿêèõ 
F(x) + Ñ. Àëå (F(b) + Ñ) – (F(à) + Ñ) = F(b) – F(à). Òîìó ïðèéíÿòî 
âèêîðèñòîâóâàòè òó ïåðâіñíó, ó ÿêіé Ñ = 0.

Çàóâàæèìî, ùî â ìàòåìàòèöі є é іíøå îçíà÷åííÿ âèçíà÷åíîãî 
іíòåãðàëà (÷åðåç іíòåãðàëüíі ñóìè). Ðîçãëÿäàòè öå 
îçíà÷åííÿ â äàíîìó ïіäðó÷íèêó íå áóäåìî.

Îá÷èñëèòè ïëîùó S êðèâîëіíіéíîї 
òðàïåöії, îáìåæåíîї ãðàôіêîì ôóíêöії f(x) = õ2 òà 
ïðÿìèìè ó = 0; õ = 1; õ = 2.
Ð î ç â ’ ÿ ç à í í ÿ. Íà ìàëþíêó 13.5 çîáðàæå-
íî äàíó êðèâîëіíіéíó òðàïåöіþ. Äëÿ ôóíêöії 

Ðіçíèöþ F(b) – F(à) íàçèâàþòü âèçíà÷åíèì іíòåãðàëîì

ôóíêöії f(f(f x) íà ïðîìіæêó >à; b@ і ïîçíà÷àþòü 

(÷èòàþòü: «іíòåãðàë âіä à äî b åô âіä іêñ äå іêñ»).

Íåõàé 

Ðіçíèöþ 

ôóíêöії 

Ìàë. 13.5

Приклад 1.
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f(x) = õ2 îäíієþ ç ïåðâіñíèõ є ôóíêöіÿ . Òîäі 

Â і ä ï î â і ä ü.

Çàäà÷à 2 (ïðî îá÷èñëåííÿ ïåðåìіùåííÿ òî÷êè). Íåõàé 
øâèäêіñòü òî÷êè, ùî ðóõàєòüñÿ ïðÿìîëіíіéíî, ó êîæíèé ìî-
ìåíò ÷àñó t ∈ [a; b] ìîæíà çàäàòè ôóíêöієþ v = v(t). Íà ïðÿ-
ìіé, óçäîâæ ÿêîї ðóõàєòüñÿ òî÷êà, âèáåðåìî ñèñòåìó êîîðäèíàò 
і ïîçíà÷èìî ÷åðåç s(t) êîîðäèíàòó òî÷êè â ìîìåíò ÷àñó t. Òîäі 
ïåðåìіùåííÿ òî÷êè çà ïðîìіæîê ÷àñó [à; b] áóäå äîðіâíþâàòè 
s(b) – s(à). Îñêіëüêè øâèäêіñòü є ïîõіäíîþ âіä êîîðäèíàòè, òîáòî 
v(t) = s′(t), òî s(t) – ïåðâіñíà äëÿ ôóíêöії v(t).

Îòæå, ïåðåìіùåííÿ òî÷êè, ùî ðóõàєòüñÿ ïðÿìîëіíіéíî çі 
øâèäêіñòþ v = v(t) çà ïðîìіæîê ÷àñó [à; b], äîðіâíþє ðіçíèöі 
s(b) – s(à), äå s(t) – ïåðâіñíà äëÿ v(t), òîáòî äîðіâíþє іíòåãðàëó 

Ìàòåðіàëüíà òî÷êà ðóõàєòüñÿ ïðÿìîëіíіéíî çі 
øâèäêіñòþ v(t) = 3t2 + 1 (ì/ñ). Çíàéòè ïåðåìіùåííÿ òî÷êè çà 
ïåðøі äâі ñåêóíäè ðóõó.

Ð î ç â ’ ÿ ç à í í ÿ. Ìàєìî s(t) = t3 + t – îäèí ç ìîæëèâèõ çàêîíіâ 
ðóõó äàíîї ìàòåðіàëüíîї òî÷êè. Îá÷èñëèìî ïåðåìіùåííÿ s òî÷êè 
çà ïåðøі äâі ñåêóíäè ðóõó: 
s = s(2) – s(0) = (23 + 2) – (03 + 0) = 10 (ì).
Â і ä ï î â і ä ü. 10 ì.

Âèõîäÿ÷è ç âèùåçàçíà÷åíîãî, ìîæíà 
ç’ÿ ñóâàòè ãåî ìåò ðè÷íèé òà ôіçè÷íèé 
çìіñò âèçíà÷åíîãî іíòåãðàëà.

Ãåîìåòðè÷íèé çìіñò âèçíà÷åíîãî 
іíòåãðàëà ïîëÿãàє ó òîìó, ùî: 

іíòåãðàë  âіä ôóíêöії ó = f(x), ÿêà íåïåðåðâíà íà 

ïðîìіæêó >à; b@ і íàáóâàє íà öüîìó ïðîìіæêó ëèøå íå-
âіä’єìíèõ çíà÷åíü, є ïëîùåþ êðèâîëіíіéíîї òðàïåöії, 
îáìåæåíîї ãðàôіêîì öієї ôóíêöії òà ïðÿìèìè ó = �, 
õ = à і õ = b.

Ãåîìåòðè÷íèé çìіñò іíòåãðàëà ìîæíà âèêîðèñòîâóâàòè äëÿ 
çíàõîäæåííÿ âèçíà÷åíèõ іíòåãðàëіâ ó òîìó âèïàäêó, êîëè ïåð-

Приклад 2.

2. Ãåîìåòðè÷íèé çìіñò 
òà ôіçè÷íèé çìіñò 
âèçíà÷åíîãî іíòåãðàëà

іíòåãðàë  âіä ôóíêöії  âіä ôóíêöії ó == f(f(f x), ÿêà íåïåðåðâíà íà 

ïðîìіæêó >à; b@ і íàáóâàє íà öüîìó ïðîìіæêó ëèøå íå-
âіä’єìíèõ çíà÷åíü, є ïëîùåþ êðèâîëіíіéíîї òðàïåöії, 
îáìåæåíîї ãðàôіêîì öієї ôóíêöії òà ïðÿìèìè ó == �,  �, = �, == �, =
õ == à і õ == b.

іíòåãðàëà

іíòåãðàë 
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âіñíó ôóíêöії ó = f(x) çíàéòè âàæêî àáî íåìîæëèâî, à ïëîùó ôі-
ãóðè çíàéòè ëåãêî, âèõîäÿ÷è ç ãåîìåòðè÷íèõ ìіðêóâàíü.

Îá÷èñëèòè , âèêîðèñòîâóþ÷è ãåî ìåò ðè÷-

íèé çìіñò іíòåãðàëà.
Ð î ç â ’ ÿ ç à í í ÿ. Øóêàíèé іíòåãðàë äîðіâíþє ïëîùі êðè-

âîëіíіéíîї òðàïåöії, îáìåæåíîї ëіíіÿìè  і ó = 0 

(ìàë. 13.6). Ïіäíåñåìî îáèäâі ÷àñòèíè ðіâíîñòі  äî 
êâàäðàòà і çàïèøåìî її ó âèãëÿäі x2 + y2 = 1, 
äå y I 0. Îòæå, öÿ êðèâîëіíіéíà òðàïåöіÿ є 
ïіâêðóãîì ðàäіóñà 1. Òîìó 

Â і ä ï î â і ä ü.

Ôіçè÷íèé çìіñò âèçíà÷åíîãî іíòåãðàëà ïîëÿãàє ó òîìó, ùî:

іíòåãðàë  є ïåðåìіùåííÿì çà ïðîìіæîê ÷àñó >a; b@ 

ìàòåðіàëüíîї òî÷êè, ùî ðóõàєòüñÿ ïðÿìîëіíіéíî çі øâèä-
êіñòþ v(t).

 Що називають криволінійною трапецією?  Сформулюйте 
теорему про площу криволінійної трапеції.  Що називають ви-
значеним інтегралом функції f ( x� на проміжку >a� b@?  ɍ чому 
полягає геометричний зміст визначеного інтеграла?  ɍ чому 
полягає фізичний зміст визначеного інтеграла?

Ðîçâ’ÿæiòü çàäà÷i òà âèêîíàéòå âïðàâè
13.1. ßêі ç ôіãóð (ìàë. 13.7–13.12) ìîæíà íàçâàòè êðèâîëі-
íіéíèìè òðàïåöіÿìè?

        

     Ìàë. 13.7             Ìàë. 13.8            Ìàë. 13.9

Ìàë. 13.6

Приклад 3.

іíòåãðàë  є ïåðåìіùåííÿì çà ïðîìіæîê ÷àñó >a; b@ 

ìàòåðіàëüíîї òî÷êè, ùî ðóõàєòüñÿ ïðÿìîëіíіéíî çі øâèä-
êіñòþ v(t(t( ).

Ôіçè÷íèé çìіñò âèçíà÷åíîãî іíòåãðàëà 

іíòåãðàë 

 Що називають криволінійною трапецією?  Що називають криволінійною трапецією?  Сформулюйте 
теорему про площу криволінійної трапеції.  Що називають ви-
значеним інтегралом функції f ( x� на проміжку >a� b@?  ɍ чому 
полягає геометричний зміст визначеного інтеграла?  ɍ чому 
полягає фізичний зміст визначеного інтеграла?

теорему про площу криволінійної трапеції. 
значеним інтегралом функції 
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     Ìàë. 13.10            Ìàë. 13.11           Ìàë. 13.12

13.2. Çàïèøіòü ó âèãëÿäі âèçíà÷åíîãî іíòåãðàëà ïëîùó êîæíîї 
ç ôіãóð, çîáðàæåíèõ íà ìàëþíêàõ 13.13 òà 13.14.

     

             Ìàë. 13.13           Ìàë. 13.14

Çíàéäіòü ïëîùó ôіãóðè, îáìåæåíîї ëіíіÿìè (13.3–13.4):

13.3. 1) ó = õ2, ó = 0, õ = 1 і õ = 3;    
 2) ó = õ, ó = 0, õ = 2 і õ = 5;

 3) ó = cosõ, ó = 0, õ = 0 і õ = ; 

 4) ó = 1 + õ2, ó = 0, õ = 0 і õ = 1.
13.4. 1) ó = õ3, ó = 0, õ = 1 і õ = 2;  

 2) ó = õ2, ó = 0, õ = 3 і õ = 4;

 3) ó = sinõ, ó = 0, õ =

 4) ó = 1 + õ, ó = 0, õ = 1 і õ = 4.
Çíàéäіòü, âèêîíàâøè ïîïåðåäíüî ñõåìàòè÷íèé ìàëþíîê, ïëîùó 
ôіãóðè, îáìåæåíîї ëіíіÿìè (13.5–13.6):
13.5. 1) ó = õ3, ó = 0 і õ = 2;         2) ó = 4 – õ2 і ó = 0.

13.6. 1) ó = õ, ó = 0 і õ = 4;          2) ó = 1 – õ2 і ó = 0.

Çíàéäіòü ïëîùó ôіãóðè, îáìåæåíîї ëіíіÿìè (13.�–13.12):
13.7. 1) ó = eõ, ó = 0, õ = 0 і õ = 2;  

 2) ó = 2õ, ó = 0, õ = –1 і õ = 0;
 3) ó = 2 + eõ, ó = 0, õ = –1 і õ = 1; 
 4) ó = 3õln3, ó = 0, õ = 0 і õ = 1.

13.�. 1) ó = eõ, ó = 0, õ = –1 і õ = 0;   
 2) ó = 5õ, ó = 0, õ = 0 і õ = 1; 
 3) ó = 1 + eõ, ó = 0, õ = –2 і õ = 2; 
 4) ó = 2õln2, ó = 0, õ = 0 і õ = 1.

13.3.13.3.
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13.9.  1) , y = 0, x = 1, x = e;

 2) , y = 0, x = 0,1, x = 10.

13.1�.  1) , y = 0, x = 1, ;

  2) , y = 0, x = –5x = –0,2.

13.11.  1) , y = 0, x = 1, x = 9;

  2) , y = 0, x = 0, x = 8.

13.12.  1) , y = 0, x = 0, x = 4;

  2) , y = 0, x = 1, x = 8.

13.13. Òіëî ðóõàєòüñÿ ïðÿìîëіíіéíî çі øâèäêіñòþ v(t) = 6 + 0,4t (ì/ñ). 
Çíàéäіòü ïåðåìіùåííÿ òіëà:
1) çà ïåðøі 2 ñ ïіñëÿ ïî÷àòêó âіäëіêó ÷àñó; 
2) çà іíòåðâàë ÷àñó âіä t1 = 4 ñ äî t2 = 10 ñ.

13.14. Ìàòåðіàëüíà òî÷êà ðóõàєòüñÿ ïðÿìîëіíіéíî çі øâèäêіñòþ 
v(t) = 8 + 0,6t (ì/ñ). Çíàéäіòü ïåðåìіùåííÿ òî÷êè:
1) çà ïåðøі 4 ñ ïіñëÿ ïî÷àòêó âіäëіêó ÷àñó; 
2) çà іíòåðâàë ÷àñó âіä t1 = 10 ñ äî t2 = 20 ñ.

Çíàéäіòü, âèêîíàâøè ïîïåðåäíüî ñõåìàòè÷íèé ìàëþíîê, 
ïëîùó ôіãóðè, îáìåæåíîї ëіíіÿìè (13.15–13.1�):

13.15. 1) ó = õ2 – 1, ó = 0 і õ = 3; 
  2) ó = õ2 – 2õ, ó = 0 і õ = –1;
  3) ó = , ó = 0 і õ = 4;       4) ó = , ó = 0 і õ = 0.

13.16. 1) ó = õ2 – 4, ó = 0 і õ = 3;  
  2) ó = õ2 + 2õ, ó = 0 і õ = –4;
  3) ó = , ó = 0 і õ = 9;       4) ó = , ó = 0 і õ = 0.

13.17. 1) ó = cos4õ, ó = 0, 

  2)  і õ = π;

  3) ó = e3õ–6, ó = 0, õ = 2 і õ = 3; 

  4) ó = ó = 0, õ = 0 і õ = 1.

13.1�. 1) ó = sin2õ, ó = 0, 

  2) ó = 0, õ = 0 і õ = 2π;

  3) ó = e5õ+1, ó = 0, õ = 0 і õ = 2; 
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  4) ó = ó = 0, õ = 3 і õ = 5.

Ïîáóäóéòå ôіãóðó, ïëîùà ÿêîї äîðіâíþє äàíîìó іíòåãðàëó, òà 
îá÷èñëіòü її ïëîùó (13.1�–13.2�):

13.19. 1) ;      2) . 

13.2�. 1) ;      2) . 

Âèêîðèñòîâóþ÷è ãåîìåòðè÷íèé çìіñò âèçíà÷åíîãî іíòåãðàëà, 
îá÷èñëіòü (13.21–13.22): 

13.21. .        13.22. .

13.23. Îá÷èñëіòü , ÿêùî ãðàôіê ôóíêöії y = f(x) çîáðàæå-

íî íà ìàëþíêó 13.15.

        

           Ìàë. 13.15                 Ìàë. 13.16

13.24. Îá÷èñëіòü , ÿêùî ãðàôіê ôóíêöії y = g(x) çîáðàæå-

íî íà ìàëþíêó 13.16.

Îá÷èñëіòü ïëîùó ôіãóðè, îáìåæåíîї ëіíіÿìè (13.25–13.2�):

13.25.  1) y = 1 + 2 cos x, y = 0, , ;

  2) , y = 0, x = 0, x = π.

13.26.  1) y = 1 + 2 sin x, y = 0, x = 0, ;

  2) , y = 0, , x = 0.

13.27. , y = 0, x = –1, x = 3.
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13.2�. , y = 0, x = 2, x = 5.

13.29. Øâèäêіñòü ïîòÿãà (ó ì/ñ), ùî ðóõàєòüñÿ ïіä óêëіí, ìîæíà 
îá÷èñëèòè çà ôîðìóëîþ . Çíàéäіòü äîâæèíó 
óêëîíó, ÿêùî ïîòÿã ïîäîëàâ éîãî çà 20 ñåêóíä.

13.3�. Øâèäêіñòü àâòîìîáіëÿ (ó ì/ñ) ïіä ÷àñ ãàëüìóâàííÿ ìîæíà 
îá÷èñëèòè çà ôîðìóëîþ . Çíàéäіòü âіäñòàíü, 
ÿêó ïîäîëàâ àâòîìîáіëü, ÿêùî âіí çóïèíèâñÿ ÷åðåç 15 ñ 
ïіñëÿ ïî÷àòêó ãàëüìóâàííÿ. 

13.31. Òіëî ðóõàєòüñÿ ïðÿìîëіíіéíî çі øâèäêіñòþ v(t) = 5t – 0,2t2 (ì/ñ). 
Çíàéäіòü: 
1) ïåðåìіùåííÿ òіëà âіä ïî÷àòêó ðóõó äî çóïèíêè;
2) ïðèñêîðåííÿ òіëà â ìîìåíò ÷àñó t = 10 ñ.

13.32. Òіëî ðóõàєòüñÿ ïðÿìîëіíіéíî çі øâèäêіñòþ v(t) = 4t – 0,4t2 (ì/ñ). 
Çíàéäіòü: 
1) ïåðåìіùåííÿ òіëà âіä ïî÷àòêó ðóõó äî çóïèíêè;
2) ïðèñêîðåííÿ òіëà â ìîìåíò ÷àñó t = 5 ñ.

13.33. Òіëî ðóõàєòüñÿ ïðÿìîëіíіéíî çі øâèäêіñòþ  (ì/ñ). 
Çà ÿêèé ÷àñ, ïî÷èíàþ÷è âіä ïî÷àòêó ðóõó, òіëî ïîäîëàє 
øëÿõ çàâäîâæêè 4 ì?

13.34. Òіëî ðóõàєòüñÿ ïðÿìîëіíіéíî çі øâèäêіñòþ  (ì/ñ). 
Çà ÿêèé ÷àñ, ïî÷èíàþ÷è âіä ïî÷àòêó ðóõó, òіëî ïîäîëàє 
øëÿõ, ùî äîðіâíþє 21 ì?

Îá÷èñëіòü іíòåãðàë, âèêîðèñòîâóþ÷è éîãî ãåîìåòðè÷íèé çìіñò 
(13.35–13.36):

13.35. 1) ;     2) . 

13.36. 1) ;     2) . 

Çíàéäіòü, âèêîíàâøè ïîïåðåäíüî ñõåìàòè÷íèé ìàëþíîê, ïëîùó 
ôіãóðè, îáìåæåíîї ëіíіÿìè (13.3�–13.4�):

13.37.  1) ó = 0, õ = –4 і õ = –1;

  2) ó = |sinx|, ó = 0, õ = π і 

13.3�. 1) ó = 0, õ = –9 і õ = –1;

  2) ó = |cosx|, ó = 0, 

13.39.  і ó = 0.
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13.4�.  і ó = 0.

13.41. Ìàòåðіàëüíà òî÷êà ðóõàєòüñÿ ïðÿìîëіíіéíî ç ïðèñêîðåí-
íÿì à(t) = 3t2 + 1 (ó ì/ñ2). Çíàéäіòü øëÿõ, ÿêèé ïðîéøëà 
òî÷êà çà іíòåðâàë ÷àñó âіä t1 = 1 ñ äî t2 = 2 ñ, ÿêùî â ìîìåíò 
÷àñó t = 1 ñ її øâèäêіñòü áóëà 5 ì/ñ.

13.42. Òіëî ðóõàєòüñÿ ïðÿìîëіíіéíî ç ïðèñêîðåííÿì à(t) = 2t – 1 
(ó ì/ñ2). Çíàéäіòü øëÿõ, ÿêèé ïðîéøëî òіëî çà іíòåðâàë 
÷àñó âіä t1 = 3 ñ äî t2 = 6 ñ, ÿêùî â ìîìåíò ÷àñó t = 2 ñ éîãî 
øâèäêіñòü áóëà 7 ì/ñ.

13.43. Ïðè ÿêîìó çíà÷åííі ïàðàìåòðà a (a < 0) ïëîùà ôіãóðè, îá-

ìåæåíîї ëіíіÿìè , y = 0, x = a òà x = –1, äîðіâíþє ?

13.44. Ïðè ÿêîìó çíà÷åííі ïàðàìåòðà a (a > 0) ïëîùà ôіãóðè, 

îáìåæåíîї ëіíіÿìè , y = 0, x = 1 òà x = a, äîðіâíþє ?

Âèêîðèñòîâóþ÷è ãåîìåòðè÷íèé çìіñò іíòåãðàëà, îá÷èñëіòü 
(13.45–13.46):

13.45. 1) ;      2) .

13.46. 1) ;     2) .

13.4�. Ïåðåáóâàþ÷è ïіä ÷àñ ëіòíіõ êàíіêóë ó ñåëі â áàáóñі, 
áðàò іç ñåñòðè÷êîþ çіáðàëè òà íàñóøèëè 8 êã ëèïîâîãî öâіòó.

1) Íà ñêіëüêè ñêëÿíîê çàïàøíîãî êîðèñíîãî ÷àþ âèñòà÷èòü 
çіáðàíîãî øêîëÿðàìè öâіòó, ÿêùî äëÿ çàâàðþâàííÿ îäíієї 
ñêëÿíêè òàêîãî ÷àþ òðåáà 2 ã öâіòó?
2) Íà ñêіëüêè äíіâ âèñòà÷èòü öüîãî öâіòó, ÿêùî äіòè ïåðåäà-
äóòü éîãî äî ïóëüìîíîëîãі÷íîãî âіääіëåííÿ äèòÿ÷îї ëіêàðíі, 
äå ùîäíÿ â ñåðåäíüîìó ïðîõîäÿòü ëіêóâàííÿ 100 äіòåé, äî 
ìåäè÷íèõ ïðîöåäóð ÿêèõ âêëþ÷åíî 1 ñêëÿíêó ÷àþ ç ëèïîþ 
íà äåíü?

13.4�. Çíàéäіòü íàéìåíøå çíà÷åííÿ ôóíêöії 
y = (x + 1)(x + 2)(x + 3)(x + 4).
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1. Îá÷èñëіòü log212 – log23.

À Á Â Ã Ä

4 log29 9 2 1

2. Áðèãàäèð ìàє ðîçïîäіëèòè ÷îòèðè çàâäàííÿ ìіæ ÷î-
òèðìà ðîáіòíèêàìè, ðîçäàâøè êîæíîìó ïî îäíîìó çàâäàí-
íþ. Ñêіëüêîìà ñïîñîáàìè âіí ìîæå öå çðîáèòè?

À Á Â Ã Ä

4 8 16 24 48

3. Âіäîìî, ùî ò > n. Ñåðåä íàâåäåíèõ íåðіâíîñòåé óêà-
æіòü ïðàâèëüíó.

À Á Â Ã Ä

–m > –n 2 – m > 2 – n

4. Çíàéäіòü íàéìåíøèé äîäàòíèé êîðіíü ðіâíÿííÿ 

À Á Â Ã Ä

5. Íà ìàëþíêó çîáðàæåíî ãðàôіê 
ôóíêöії ó = f(x), ÿêà âèçíà÷åíà íà 
ïðîìіæêó [–4; 4]. Ñêіëüêè âñüîãî êî-
ðåíіâ ìàє ðіâíÿííÿ f(x) = –õ íà öüî-
ìó ïðîìіæêó?

À Á Â Ã Ä

0 1 2 3 4

6. Îá÷èñëіòü 

À Á Â Ã Ä

109 17 16 33

1. Îá÷èñëіòü log212 – log23.

À Á Â Ã Ä

4 log29 9 2 1

2. Áðèãàäèð ìàє ðîçïîäіëèòè ÷îòèðè çàâäàííÿ ìіæ ÷î-
òèðìà ðîáіòíèêàìè, ðîçäàâøè êîæíîìó ïî îäíîìó çàâäàí-
íþ. Ñêіëüêîìà ñïîñîáàìè âіí ìîæå öå çðîáèòè?

À Á Â Ã Ä

4 8 16 24 48

3. Âіäîìî, ùî ò > n. Ñåðåä íàâåäåíèõ íåðіâíîñòåé óêà-
æіòü ïðàâèëüíó.

À Á Â Ã Ä

–m > –n 2 – m > 2 – n

4. Çíàéäіòü íàéìåíøèé äîäàòíèé êîðіíü ðіâíÿííÿ 

À Á Â Ã Ä

5. Íà ìàëþíêó çîáðàæåíî ãðàôіê 
ôóíêöії ó = f(x), ÿêà âèçíà÷åíà íà 
ïðîìіæêó [–4; 4]. Ñêіëüêè âñüîãî êî-
ðåíіâ ìàє ðіâíÿííÿ f(x) = –= –= õ íà öüî-
ìó ïðîìіæêó?

À Á Â Ã Ä

0 1 2 3 4

6. Îá÷èñëіòü 

À Á Â Ã Ä

109 17 16 33

ПППЕРЕВІРТЕ СВОЮ КОМПЕТЕНТНІСТЬЕРЕВІРТЕ СВОЮ КОМПЕТЕНТНІСТЬ
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7. Óñòàíîâіòü âіäïîâіäíіñòü ìіæ íåðіâíіñòþ (1–4) òà 
ìíîæèíîþ її ðîçâ’ÿçêіâ (À–Ä).

Íåðіâíіñòü Ìíîæèíà ðîçâ’ÿçêіâ

1 (x – 2)(x + 4) < 0 À
Á
Â
Ã
Ä

(–u; 2] 
(–u; 2) 
(–4; 2)
[–4; 2]
(0; 2)

2

3 |x + 1| J 3
4 3x – 4 < x

�. Îá÷èñëіòü ñóìó ïåðøèõ äâàäöÿòè íåïàðíèõ íàòóðàëü-
íèõ ÷èñåë.

9. Çíàéäіòü íàéìåíøå çíà÷åííÿ ôóíêöії f(x) = 2õ3 – 3õ2

íà ïðîìіæêó [0; 2].

ДОМАШНЯ САМОСТІЙНА РОБОТА № ͺ
Êîæíå çàâäàííÿ ìàє ïî ÷îòèðè âàðіàíòè âіäïîâіäі (À–Ã), ñå-

ðåä ÿêèõ ëèøå îäèí є ïðàâèëüíèì. Îáåðіòü ïðàâèëüíèé âàðіàíò 
âіäïîâіäі.

1. ßêà ç íàâåäåíèõ ôóíêöіé íå є ïåðâіñíîþ äëÿ ôóíêöії 
f(x) = –5? 

À. F(x) = 4 – 5x     Á. F(x) = –5x
Â. F(x) = 4 + 5x      Ã. F(x) = –5x + 1 
2. Óêàæіòü çàãàëüíèé âèãëÿä ïåðâіñíèõ äëÿ ôóíêöії .

À.         Á.

Â.         Ã.

3.  ...

À.     Á.     Â.     Ã.

4. Óêàæіòü ôóíêöіþ, ùî є ïåðâіñíîþ äëÿ ôóíêöії 
.

À.       Á.
Â.          Ã.
5. Çíàéäіòü ïëîùó ôіãóðè, îáìåæåíîї ëіíіÿìè ; y = 0; 

x = 1; x = 3.

À.       Á. 9       Â.      Ã. 8

7. Óñòàíîâіòü âіäïîâіäíіñòü ìіæ íåðіâíіñòþ (1–4) òà 
ìíîæèíîþ її ðîçâ’ÿçêіâ (À–Ä).

Íåðіâíіñòü Ìíîæèíà ðîçâ’ÿçêіâ

1 (x – 2)(x + 4) < 0 À
Á
Â
Ã
Ä

(–u; 2] 
(–u; 2) 
(–4; 2)
[–4; 2]
(0; 2)

2

3 |x + 1| J 3
4 3x – 4 < x

�. Îá÷èñëіòü ñóìó ïåðøèõ äâàäöÿòè íåïàðíèõ íàòóðàëü-
íèõ ÷èñåë.

9. Çíàéäіòü íàéìåíøå çíà÷åííÿ ôóíêöії f(x) = 2= 2= õ3 – 3õ2

íà ïðîìіæêó [0; 2].

âіäïîâіäі
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6. Òіëî ðóõàєòüñÿ ïðÿìîëіíіéíî çі øâèäêіñòþ  (ì/ñ). 
Çíàéäіòü âіäñòàíü, ÿêó ïîäîëàє òіëî çà іíòåðâàë ÷àñó âіä t1 = 5 ñ 
äî t2 = 10 ñ.

À. 4 ì     Á. 45 ì     Â. 55 ì     Ã. 50 ì

7. Äëÿ ôóíêöії  çíàéäіòü ïåðâіñíó, ãðàôіê 

ÿêîї ïðîõîäèòü ÷åðåç òî÷êó .

À.       Á.

Â.      Ã.

�. Çíàéäіòü, ïîïåðåäíüî ñõåìàòè÷íî âèêîíàâøè ìàëþíîê, 

ïëîùó ôіãóðè, îáìåæåíîї ëіíіÿìè y = _sinx_; y = 0; x = –π; .

À. 0,5     Á. 1,5     Â. 1     Ã.

9. Çíàéäіòü іíòåãðàë .

À.         Á.

Â.         Ã.

1�. Çíàéäіòü çàãàëüíèé âèãëÿä ïåðâіñíèõ äëÿ ôóíêöії 

, ïîïåðåäíüî ñïðîñòèâøè її ôîðìóëó:

À.       Á.

Â.      Ã.

11. Äëÿ ôóíêöії  çíàéäіòü ïåðâіñíó F(x), ùî çà-
äîâîëüíÿє óìîâó F(4) = 50.

À.        Á.

Â.       Ã.

12. Ïðè ÿêîìó çíà÷åííі ïàðàìåòðà a, a > 0, ïëîùà ôіãóðè, 

îáìåæåíîї ëіíіÿìè ; y = 1; y = a äîðіâíþє 15?

À. òàêèõ çíà÷åíü a íåìàє    Á. 2;     Â.     Ã. 2
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ЗАВДАННЯ ДЛЯ ПЕРЕВІРКИ ЗНАНЬ ДО §§ 11–13
1. ßêà ç ôóíêöіé F(x) = –3x; F(x) = 3x – 7; F(x) = 0 є ïåðâіñ-
íîþ äëÿ ôóíêöії f(x) = 3?

2. Çíàéäіòü çàãàëüíèé âèãëÿä ïåðâіñíèõ äëÿ ôóíêöії:
1) ;     2) .

3. Çíàéäіòü íåâèçíà÷åíèé іíòåãðàë: 

1) ;      2) .

4. Äîâåäіòü, ùî ôóíêöіÿ F(x) є ïåðâіñíîþ äëÿ ôóíêöії f(x) 
íà (–u; +u), ÿêùî:

1) , ;
2) , .

5. Çíàéäіòü ïëîùó ôіãóðè, îáìåæåíîї ëіíіÿìè , y = 0, 
x = 1, x = 4.

6. Òіëî ðóõàєòüñÿ ïðÿìîëіíіéíî çі øâèäêіñòþ  (ì/ñ). 
Çíàéäіòü ïåðåìіùåííÿ òіëà çà іíòåðâàë ÷àñó âіä  ñ äî  ñ.

�. Äëÿ ôóíêöії  çíàéäіòü ïåðâіñíó, ãðàôіê 

ÿêîї ïðîõîäèòü ÷åðåç òî÷êó .

�. Çíàéäіòü, ïîïåðåäíüî âèêîíàâøè ìàëþíîê, ïëîùó ôіãóðè, 

îáìåæåíîї ëіíіÿìè , y = 0 òà x = 16.

9. Çíàéäіòü çàãàëüíèé âèãëÿä ïåðâіñíèõ äëÿ ôóíêöії, ïîïå-
ðåäíüî ñïðîñòèâøè її ôîðìóëó:

1) f(x) = 4sin 2xcos 2x;      

2) .

Äîäàòêîâі çàâäàííÿ

1�. ×è є ôóíêöіÿ F(x) ïåðâіñíîþ äëÿ ôóíêöії f(x) íà äàíîìó 
ïðîìіæêó:

1) ; ; ;

2) ; ; ?

11. Çíàéäіòü, ïîïåðåäíüî âèêîíàâøè ìàëþíîê, ïëîùó ôіãó-

ðè, îáìåæåíó ëіíіÿìè , y = 0, , .

ЗАВДАННЯ ДЛЯ ПЕРЕВІРКИ ЗНАНЬ ДО §§ 11–13

Äîäàòêîâі çàâäàííÿ

2) 
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ОȻЧИСɅЕННЯ ВИЗНАЧЕНИХ ІНТЕȽРАɅІВ. 
ОСНОВНІ ВɅАСТИВОСТІ ВИЗНАЧЕНИХ 
ІНТЕȽРАɅІВ 

Ó ïîïåðåäíüîìó ïàðàãðàôі ìè ââåëè ïîíÿòòÿ âèçíà÷åíîãî 

іíòåãðàëà  ÿê ðіçíèöі F(b) – F(à), äå F(x) – ïåðâіñíà äëÿ 

ôóíêöії f(x), ðîçãëÿíóëè éîãî ãåîìåòðè÷íèé і ôіçè÷íèé çìіñò. 
Ó öüîìó ïàðàãðàôі ðîçãëÿíåìî ìåòîäè îá÷èñëåííÿ âèçíà÷åíîãî 
іíòåãðàëà.

Ç ïîïåðåäíüîãî ïàðàãðàôà íàì âі-
äîìî, ùî:

Öþ ôîðìóëó íàçèâàþòü ôîðìóëîþ Íüþòîíà–Ëåéáíіöà. Ðіç-

íèöþ F(b) – F(à) ùå ïîçíà÷àþòü òàê:  Âèêîðèñòîâóþ÷è 

öå ïîçíà÷åííÿ, ôîðìóëó Íüþòîíà–Ëåéáíіöà çàïèñóþòü ùå é ó 
òàêîìó âèãëÿäі:

Ôîðìóëà Íüþòîíà–Ëåéáíіöà є îäíієþ ç íàéâàæëèâіøèõ ó 
êóðñі ìàòåìàòè÷íîãî àíàëіçó. Її âèêîðèñòîâóþòü äëÿ îá÷èñëåí-
íÿ âèçíà÷åíèõ іíòåãðàëіâ ó âèïàäêó, êîëè äëÿ ïіäіíòåãðàëüíîї 
ôóíêöії f(x) ìîæíà çíàéòè ïåðâіñíó F(x). Ñàìå òàêі âèçíà÷åíі 
іíòåãðàëè і ðîçãëÿäàþòü ó øêіëüíîìó êóðñі ìàòåìàòèêè. Ïðè 
öüîìó çàóâàæèìî, ùî óìîâà f(x) I 0 äëÿ áóäü-ÿêîãî õ ∈ [à; b] 
íå є îáîâ’ÿçêîâîþ, îáîâ’ÿçêîâîþ є ëèøå íåïåðåðâíіñòü ôóíêöії 
ó = f(x) íà ïðîìіæêó [à; b].

Ðîçãëÿíåìî ïðèêëàäè çàñòîñóâàííÿ ôîðìóëè Íüþòîíà–Ëåéáíіöà.

Îá÷èñëèòè 

Ð î ç â ’ ÿ ç à í í ÿ. Äëÿ ôóíêöії f(x) = sinõ îäíієþ ç ïåðâіñíèõ 
є F(x) = –cosx, òîìó çà ôîðìóëîþ Íüþòîíà–Ëåéáíіöà ìàєìî:

Â і ä ï î â і ä ü. 1.

ОȻЧИСɅЕННЯ ВИЗНАЧЕНИХ ІНТЕȽРАɅІВ. 
ОСНОВНІ ВɅАСТИВОСТІ ВИЗНАЧЕНИХ 
ІНТЕȽРАɅІВ 

§ 14. § 14. 

1. �á÷èñëåííÿ 
âèçíà÷åíèõ іíòåãðàëіâ 
çà ôîðìóëîþ 
Íüþòîíàp�åéáíіöà

äîìî, ùî:

òàêîìó âèãëÿäі:

Приклад 1.
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Îá÷èñëèòè 

Ð î ç â ’ ÿ ç à í í ÿ. Ñïî÷àòêó çíàéäåìî ïåðâіñíó äëÿ ôóíêöії 
f(x) = 2õ – 3õ2. Âèêîðèñòîâóþ÷è ïðàâèëà çíàõîäæåííÿ ïåðâіñ-
íèõ òà òàáëèöþ ïåðâіñíèõ, ìàòèìåìî: 

= õ2 – õ3. Îòæå,

Â і ä ï î â і ä ü. –2.

Çàóâàæèìî, ùî çíàõîäæåííÿ ïåðâіñíîї íåîáîâ’ÿçêîâî çàïèñó-
âàòè îêðåìî, ÿê ìè çðîáèëè öå ó ïðèêëàäі 2. Îôîðìèòè ðîçâ’ÿ-
çàííÿ ìîæíà áóëî òàê:

Îá÷èñëèòè іíòåãðàë 

Ð î ç â ’ ÿ ç à í í ÿ. Ïîäàìî ïіäіíòåãðàëüíó ôóíêöіþ 

ó âèãëÿäі, çðó÷íîìó äëÿ іíòåãðóâàííÿ:  Äëÿ çíàõî-
äæåííÿ ïåðâіñíîї âèêîðèñòàєìî ïðàâèëî 3 і òàáëèöþ ïåðâіñíèõ. 

Ìàòèìåìî: 

Âèêîðèñòîâóþ÷è ôîðìóëó Íüþòîíà–Ëåéáíіöà, îòðèìàєìî:

Â і ä ï î â і ä ü. 

Çàóâàæèìî, ùî â îñòàííüîìó ïðèêëàäі âèíåñåííÿ çà äóæêè 

ñïіëüíîãî ìíîæíèêà  ñïðîùóє îá÷èñëåííÿ.

Приклад 2.

Приклад 3.
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Ðîçãëÿíåìî íàéïðîñòіøі âëàñòèâîñòі 
âèçíà÷åíîãî іíòåãðàëà. Âèçíà÷åíèé 

іíòåãðàë âèãëÿäó ìè ðîçãëÿ-

äàëè ó âèïàäêó à < b, àëå éîãî ìîæíà ðîçãëÿäàòè і ó âèïàäêó à I b. 
Ïðè öüîìó ñïðàâäæóþòüñÿ òàêі âëàñòèâîñòі.

Âëàñòèâіñòü 1. Ïðè ïåðåñòàíîâöі ìåæ іíòåãðóâàííÿ 
іíòåãðàë çìіíþє çíàê:

Ä î â å ä å í í ÿ. Îñêіëüêè 

 òî 

Âëàñòèâіñòü 2. Äëÿ áóäü-ÿêîãî à ìàєìî:

Ä î â å ä å í í ÿ. 

Ðîçãëÿíåìî ùå êіëüêà âëàñòèâîñòåé âèçíà÷åíîãî іíòåãðàëà.

Âëàñòèâіñòü 3. æíòåãðàë ñóìè ôóíêöіé äîðіâíþє ñóìі іí-
òåãðàëіâ öèõ ôóíêöіé, òîáòî

Ä î â å ä å í í ÿ. Íåõàé F(x) – ïåðâіñíà äëÿ f(x), à G(x) – ïåðâіñ-
íà äëÿ g(x), òîäі F(x) + G(x) – ïåðâіñíà äëÿ f(x) + g(x). Ìàєìî:



Çðîçóìіëî, ùî âëàñòèâіñòü 3 ñïðàâäæóєòüñÿ äëÿ áóäü-ÿêîї 
êіëüêîñòі äîäàíêіâ.

Âëàñòèâіñòü 4. �òàëèé ìíîæíèê ìîæíà âèíîñèòè çà 
çíàê іíòåãðàëà, òîáòî

2. �ñíîâíі âëàñòèâîñòі 
âèçíà÷åíîãî іíòåãðàëà

Âëàñòèâіñòü 1. Ïðè ïåðåñòàíîâöі ìåæ іíòåãðóâàííÿ 
іíòåãðàë çìіíþє çíàê:

Ïðè öüîìó ñïðàâäæóþòüñÿ òàêі âëàñòèâîñòі.

Âëàñòèâіñòü 1.
іíòåãðàë çìіíþє çíàê:

Âëàñòèâіñòü 2. Äëÿ áóäü-ÿêîãî à ìàєìî:Âëàñòèâіñòü 2.

Âëàñòèâіñòü 3. æíòåãðàë ñóìè ôóíêöіé äîðіâíþє ñóìі іí-
òåãðàëіâ öèõ ôóíêöіé, òîáòî

Ðîçãëÿíåìî ùå êіëüêà âëàñòèâîñòåé âèçíà÷åíîãî іíòåãðàëà.

Âëàñòèâіñòü 3.
òåãðàëіâ öèõ ôóíêöіé, òîáòî

Âëàñòèâіñòü 4. �òàëèé ìíîæíèê ìîæíà âèíîñèòè çà 
çíàê іíòåãðàëà, òîáòî

êіëüêîñòі äîäàíêіâ.

Âëàñòèâіñòü 4.
çíàê іíòåãðàëà, òîáòî
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Ä î â å ä å í í ÿ. Íåõàé F(x) – ïåðâіñíà äëÿ f(x), òîäі ôóíêöіÿ 
kF(x) áóäå ïåðâіñíîþ äëÿ kf(x). Ìàєìî



Äâі îñòàííі âëàñòèâîñòі ìîæíà áóëî âèêîðèñòàòè і äëÿ 
îá÷èñëåí íÿ іíòåãðàëіâ ó ïðèêëàäі 2 öüîãî ïàðàãðàôà.

Îá÷èñëèòè іíòåãðàë 

Ð î ç â ’ ÿ ç à í í ÿ. Ïîñëіäîâíî çàñòîñóєìî âëàñòèâîñòі 4 і 3, ìà-
òèìåìî:

Â і ä ï î â і ä ü. 8ln2 – 15.

Âëàñòèâіñòü 5. ßêùî ñ ∈ >à; b@, òî

Ä î â å ä å í í ÿ. Íåõàé F(x) – ïåðâіñíà äëÿ f(x), òîäі

= 

Îá÷èñëèòè , ÿêùî:

Ð î ç â ’ ÿ ç à í í ÿ.

Â і ä ï î â і ä ü. 

Приклад 4.

Âëàñòèâіñòü 5. ßêùî ñ ∈∈ >à; b@, òî

Â і ä ï î â і ä ü. 8ln2 – 15.

Âëàñòèâіñòü 5.

Приклад 5.
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ßê і äëÿ çíàõîäæåííÿ ïåðâіñíèõ (íå-
âèçíà÷åíèõ іíòåãðàëіâ), äëÿ çíàõî-
äæåííÿ âèçíà÷åíèõ іíòåãðàëіâ ìîæíà 
çàñòîñîâóâàòè ïåâíі øòó÷íі ïðèéîìè, 
ÿêі äàäóòü çìîãó ïîäàòè ïіäіíòå-

ãðàëüíó ôóíêöіþ ó âèãëÿäі, çðó÷íîìó äëÿ іíòåãðóâàííÿ, íàïðè-
êëàä ó âèãëÿäі ñóìè àáî ðіçíèöі ïðîñòіøèõ, íіæ â óìîâі, ôóíê-
öіé, òîáòî ôóíêöіé ç òàáëèöі ïåðâіñíèõ.

Îá÷èñëèòè іíòåãðàë .

Ð î ç â ’ ÿ ç à í í ÿ. Ïåðåòâîðèìî âèðàç  òàê:

.
Òîäі 

.

Â і ä ï î â і ä ü. . 

Ñåðåä ó÷åíèõ, ÿêі íàéáіëüø ñïðèÿëè ðîç-
âèòêó іíòåãðàëüíîãî ÷èñëåííÿ, íàñàìïå-
ðåä ñëіä çãàäàòè Ãîòôðіäà Ëåéáíіöà òà 

Іñààêà Íüþòîíà.
Ñàêñîíñüêèé ôіëîñîô, ëîãіê, ìàòåìàòèê, ìåõàíіê, ôіçèê, 

þðèñò, іñòîðèê, äèïëîìàò, âèíàõіäíèê òà ìîâîçíàâåöü 
Ã. Ëåéáíіö ó 1686 ð. îïóáëіêóâàâ ïðàöþ «Ïðî ïðèõîâàíó ãåîìå-
òðіþ òà àíàëіç íåïîäіëüíèõ», ùî ñòàëà ïåðøîþ ñåðåä ïðàöü 
ç іíòåãðàëüíîãî ÷èñëåííÿ. Îñíîâíèì ïîíÿòòÿì 
ó Ëåéáíіöà áóëà ñóìà âñіõ íåñêіí÷åííî ìàëèõ 
òðèêóòíèêіâ, íà ÿêі ìîæíà ðîçáèòè êðèâîëі-
íіéíó ôіãóðó, òîáòî îñíîâíèì ïîíÿòòÿì éîãî 
ïðàöі ñòàâ âèçíà÷åíèé іíòåãðàë. Ó öіé ïðàöі íå 

òіëüêè âïåðøå ç’ÿâèâñÿ ñèìâîë іíòåãðàëà , àëå 

é ïîçíà÷åííÿ , ïðè÷îìó Ëåéáíіö ïîïåðå-

äæàâ, ùî íå ñëіä çàáóâàòè çàïèñóâàòè ìíîæ-
íèê G[. Ñèìâîë іíòåãðàëà – öå íіáèòî âèòÿãíóòà 
ëіòåðà 6, ùî є ïåðøîþ â ëàòèíñüêîìó ñëîâі 

3. �èêîðèñòàííÿ 
øòó÷íèõ ïðèéîìіâ äëÿ 
îá÷èñëåííÿ âèçíà÷åíèõ 
іíòåãðàëіâ

Приклад 6.

Ñåðåä ó÷åíèõ, ÿêі íàéáіëüø ñïðèÿëè ðîç-
âèòêó іíòåãðàëüíîãî ÷èñëåííÿ, íàñàìïå-
ðåä ñëіä çãàäàòè Ãîòôðіäà Ëåéáíіöà òà 

Іñààêà Íüþòîíà.
Ñàêñîíñüêèé ôіëîñîô, ëîãіê, ìàòåìàòèê, ìåõàíіê, ôіçèê, 

þðèñò, іñòîðèê, äèïëîìàò, âèíàõіäíèê òà ìîâîçíàâåöü 
Ã. Ëåéáíіö ó 1686 ð. îïóáëіêóâàâ ïðàöþ «Ïðî ïðèõîâàíó ãåîìå-
òðіþ òà àíàëіç íåïîäіëüíèõ», ùî ñòàëà ïåðøîþ ñåðåä ïðàöü 
ç іíòåãðàëüíîãî ÷èñëåííÿ. Îñíîâíèì ïîíÿòòÿì 
ó Ëåéáíіöà áóëà ñóìà âñіõ íåñêіí÷åííî ìàëèõ 
òðèêóòíèêіâ, íà ÿêі ìîæíà ðîçáèòè êðèâîëі-
íіéíó ôіãóðó, òîáòî îñíîâíèì ïîíÿòòÿì éîãî 
ïðàöі ñòàâ âèçíà÷åíèé іíòåãðàë. Ó öіé ïðàöі íå 

òіëüêè âïåðøå ç’ÿâèâñÿ ñèìâîë іíòåãðàëà , àëå 

é ïîçíà÷åííÿ , ïðè÷îìó Ëåéáíіö ïîïåðå-

äæàâ, ùî íå ñëіä çàáóâàòè çàïèñóâàòè ìíîæ-
íèê G[. Ñèìâîë іíòåãðàëà – öå íіáèòî âèòÿãíóòà 
ëіòåðà 6, ùî є ïåðøîþ â ëàòèíñüêîìó ñëîâі 

é ïî

þðèñò, іñòîðèê, äèïëîìàò, âèíàõіäíèê òà ìîâîçíàâåöü 
Ã. Ëåéáíіö ó 1686 ð. îïóáëіêóâàâ ïðàöþ «Ïðî ïðèõîâàíó ãåîìå-Ã. Ëåéáíіö ó 1686 ð. îïóáëіêóâàâ ïðàöþ «Ïðî ïðèõîâàíó ãåîìå-Ã. Ëåéáíіö ó 1686 ð. îïóáëіêóâàâ ïðàöþ «Ïðî ïðèõîâàíó ãåîìå-Ã. Ëåéáíіö ó 1686 ð. îïóáëіêóâàâ ïðàöþ «Ïðî ïðèõîâàíó ãåîìå-
òðіþ òà àíàëіç íåïîäіëüíèõ», ùî ñòàëà ïåðøîþ ñåðåä ïðàöü 
Ã. Ëåéáíіö ó 1686 ð. îïóáëіêóâàâ ïðàöþ «Ïðî ïðèõîâàíó ãåîìå-
òðіþ òà àíàëіç íåïîäіëüíèõ», ùî ñòàëà ïåðøîþ ñåðåä ïðàöü 
ç іíòåãðàëüíîãî ÷èñëåííÿ. Îñíîâíèì ïîíÿòòÿì 
ó Ëåéáíіöà áóëà ñóìà âñіõ íåñêіí÷åííî ìàëèõ 

Ã. Ëåéáíіö ó 1686 ð. îïóáëіêóâàâ ïðàöþ «Ïðî ïðèõîâàíó ãåîìå-Ã. Ëåéáíіö ó 1686 ð. îïóáëіêóâàâ ïðàöþ «Ïðî ïðèõîâàíó ãåîìå-
òðіþ òà àíàëіç íåïîäіëüíèõ», ùî ñòàëà ïåðøîþ ñåðåä ïðàöü 
ç іíòåãðàëüíîãî ÷èñëåííÿ. Îñíîâíèì ïîíÿòòÿì 
ó Ëåéáíіöà áóëà ñóìà âñіõ íåñêіí÷åííî ìàëèõ 

Ã. Ëåéáíіö ó 1686 ð. îïóáëіêóâàâ ïðàöþ «Ïðî ïðèõîâàíó ãåîìå-Ã. Ëåéáíіö ó 1686 ð. îïóáëіêóâàâ ïðàöþ «Ïðî ïðèõîâàíó ãåîìå-
òðіþ òà àíàëіç íåïîäіëüíèõ», ùî ñòàëà ïåðøîþ ñåðåä ïðàöü 
ç іíòåãðàëüíîãî ÷èñëåííÿ. Îñíîâíèì ïîíÿòòÿì 
ó Ëåéáíіöà áóëà ñóìà âñіõ íåñêіí÷åííî ìàëèõ ó Ëåéáíіöà áóëà ñóìà âñіõ íåñêіí÷åííî ìàëèõ ó Ëåéáíіöà áóëà ñóìà âñіõ íåñêіí÷åííî ìàëèõ 
òðèêóòíèêіâ, íà ÿêі ìîæíà ðîçáèòè êðèâîëі-òðèêóòíèêіâ, íà ÿêі ìîæíà ðîçáèòè êðèâîëі-òðèêóòíèêіâ, íà ÿêі ìîæíà ðîçáèòè êðèâîëі-

òіëüêè âïåðøå ç’ÿâèâñÿ 

ïðàöі ñòàâ âèçíà÷åíèé іíòåãðàë. Ó öіé ïðàöі íå ïðàöі ñòàâ âèçíà÷åíèé іíòåãðàë. Ó öіé ïðàöі íå ïðàöі ñòàâ âèçíà÷åíèé іíòåãðàë. Ó öіé ïðàöі íå ïðàöі ñòàâ âèçíà÷åíèé іíòåãðàë. Ó öіé ïðàöі íå 
íіéíó ôіãóðó, òîáòî îñíîâíèì ïîíÿòòÿì éîãî íіéíó ôіãóðó, òîáòî îñíîâíèì ïîíÿòòÿì éîãî íіéíó ôіãóðó, òîáòî îñíîâíèì ïîíÿòòÿì éîãî 
òðèêóòíèêіâ, íà ÿêі ìîæíà ðîçáèòè êðèâîëі-òðèêóòíèêіâ, íà ÿêі ìîæíà ðîçáèòè êðèâîëі-òðèêóòíèêіâ, íà ÿêі ìîæíà ðîçáèòè êðèâîëі-òðèêóòíèêіâ, íà ÿêі ìîæíà ðîçáèòè êðèâîëі-òðèêóòíèêіâ, íà ÿêі ìîæíà ðîçáèòè êðèâîëі-
ó Ëåéáíіöà áóëà ñóìà âñіõ íåñêіí÷åííî ìàëèõ ó Ëåéáíіöà áóëà ñóìà âñіõ íåñêіí÷åííî ìàëèõ ó Ëåéáíіöà áóëà ñóìà âñіõ íåñêіí÷åííî ìàëèõ ó Ëåéáíіöà áóëà ñóìà âñіõ íåñêіí÷åííî ìàëèõ ó Ëåéáíіöà áóëà ñóìà âñіõ íåñêіí÷åííî ìàëèõ 

þðèñò, іñòîðèê, äèïëîìàò, âèíàõіäíèê òà ìîâîçíàâåöü 
Ñàêñîíñüêèé ôіëîñîô, ëîãіê, ìàòåìàòèê, ìåõàíіê, ôіçèê, Ñàêñîíñüêèé ôіëîñîô, ëîãіê, ìàòåìàòèê, ìåõàíіê, ôіçèê, 

Іñààêà Íüþòîíà.Іñààêà Íüþòîíà.
Ñàêñîíñüêèé ôіëîñîô, ëîãіê, ìàòåìàòèê, ìåõàíіê, ôіçèê, 

Іñààêà Íüþòîíà.Іñààêà Íüþòîíà.Іñààêà Íüþòîíà.Іñààêà Íüþòîíà.Іñààêà Íüþòîíà.

òðèêóòíèêіâ, íà ÿêі ìîæíà ðîçáèòè êðèâîëі-
íіéíó ôіãóðó, òîáòî îñíîâíèì ïîíÿòòÿì éîãî 
òðèêóòíèêіâ, íà ÿêі ìîæíà ðîçáèòè êðèâîëі-
íіéíó ôіãóðó, òîáòî îñíîâíèì ïîíÿòòÿì éîãî íіéíó ôіãóðó, òîáòî îñíîâíèì ïîíÿòòÿì éîãî íіéíó ôіãóðó, òîáòî îñíîâíèì ïîíÿòòÿì éîãî 
ïðàöі ñòàâ âèçíà÷åíèé іíòåãðàë. Ó öіé ïðàöі íå ïðàöі ñòàâ âèçíà÷åíèé іíòåãðàë. Ó öіé ïðàöі íå ïðàöі ñòàâ âèçíà÷åíèé іíòåãðàë. Ó öіé ïðàöі íå ïðàöі ñòàâ âèçíà÷åíèé іíòåãðàë. Ó öіé ïðàöі íå 

òіëüêè âïåðøå ç’ÿâèâñÿ 

ïðàöі ñòàâ âèçíà÷åíèé іíòåãðàë. Ó öіé ïðàöі íå 

òіëüêè âïåðøå ç’ÿâèâñÿ 

ïðàöі ñòàâ âèçíà÷åíèé іíòåãðàë. Ó öіé ïðàöі íå 

òіëüêè âïåðøå ç’ÿâèâñÿ òіëüêè âïåðøå ç’ÿâèâñÿ òіëüêè âïåðøå ç’ÿâèâñÿ òіëüêè âïåðøå ç’ÿâèâñÿ 

� ùå ðàíіøå...� ùå ðàíіøå...� ùå ðàíіøå...� ùå ðàíіøå...� ùå ðàíіøå...� ùå ðàíіøå...� ùå ðàíіøå...� ùå ðàíіøå...� ùå ðàíіøå...� ùå ðàíіøå...� ùå ðàíіøå...� ùå ðàíіøå...� ùå ðàíіøå...� ùå ðàíіøå...� ùå ðàíіøå...� ùå ðàíіøå...� ùå ðàíіøå...� ùå ðàíіøå...� ùå ðàíіøå...� ùå ðàíіøå...� ùå ðàíіøå...� ùå ðàíіøå...� ùå ðàíіøå...� ùå ðàíіøå...� ùå ðàíіøå...� ùå ðàíіøå...� ùå ðàíіøå...� ùå ðàíіøå...� ùå ðàíіøå...� ùå ðàíіøå...� ùå ðàíіøå...

Ãîòôðіä
Ëåéáíіö 

(1646–1716)
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VXPPa, ùî â ïåðåêëàäі îçíà÷àє – ñóìà, à çàïèñ ydx íàãàäóє äî-
äàíêè öієї ñóìè. Íàçâó ñèìâîëà іíòåãðàëà, òîáòî ñàì òåðìіí 
«іíòåãðàë» (âіä ëàòèíñüêîãî inWeJer, ó ïåðåêëàäі – öіëèé, 
òîáòî «âñÿ ïëîùà»), áóëî çàïðîïîíîâàíî â 1696 ð. �îãàííîì 
Áåðíóëëі òà ñõâàëåíî Ëåéáíіöåì, õî÷à ìàòåìàòèêè öþ íàçâó 
ñïðèéíÿëè íåîõî÷å, áî Ëåéáíіö íà òîé ÷àñ âèêîðèñòîâóâàâ òåð-
ìіí «ñóìà âñіõ ydx». Òàêîæ ó âèùåçàçíà÷åíіé ïðàöі Ëåéáíіö 
âñòàíîâèâ çâ’ÿçîê ìіæ äèôåðåíöіàëüíèì òà іíòåãðàëüíèì ÷èñ-
ëåííÿìè. Âіí òàêîæ, âèõîäÿ÷è ç ïîíÿòòÿ âèçíà÷åíîãî іíòå-
ãðàëà, äіéøîâ ïîíÿòòÿ ïåðâіñíîї )(x) äëÿ ôóíêöії I(x). ¡å âіí 
çàïèñóâàâ òàê: 

F′(x) = I(x) àáî G)(x) = I(x)G[.
Ëåéáíіö òàêîæ äіéøîâ âèñíîâêó ïðî òå, ùî äèôåðåíöіàëüíå 
òà іíòåãðàëüíå ÷èñëåííÿ є âçàєìíî îáåðíåíèìè äіÿìè íà 
êøòàëò äîäàâàííÿ і âіäíіìàííÿ, ìíîæåííÿ і äіëåííÿ òîùî.

Іíøèé ó÷åíèé, àíãëіéñüêèé ôіçèê, ìàòåìàòèê, 
ìåõàíіê òà àñòðîíîì Іñààê Íüþòîí ó 16�1 ð. 
îïóáëіêóâàâ ïðàöþ «Ìåòîä ôëþêñіé» (íàãàäà-
єìî, ùî ôóíêöіþ âіí íàçèâàâ «ôëþåíòîþ», à ïî-
õіäíó ôóíêöії – «ôëþêñієþ»). Ó öіé ïðàöі âіí 
ñôîðìóëþâàâ äâі ïðîáëåìè, ÿê çà äàíèì ñïіââіäíî-
øåííÿì ìіæ äâîìà ôëþåíòàìè çíàéòè ñïіââіä-
íîøåííÿ ìіæ ôëþêñіÿìè òà ÿê çà äàíèì 
ðіâíÿííÿì, ùî ìіñòèòü ôëþêñії, çíàéòè ñïіââіä-
íîøåííÿ ìіæ ôëþåíòàìè. Ðîçâ’ÿçàííÿ ïåðøîї 
ïðîáëåìè ïðèâîäèòü Íüþòîíà äî îá÷èñëåííÿ 
ôëþêñії (ïîõіäíîї) âіä äàíîї ôëþåíòè (ôóíêöії), 
òîáòî äî äèôåðåíöіàëüíîãî ÷èñëåííÿ. Ðîçâ’ÿçàííÿ æ äðóãîї ïðî-
áëåìè, çîêðåìà, ìіñòèòü çíàõîäæåííÿ ôóíêöії çà її ïîõіäíîþ, 
òîáòî çíàõîäæåííÿ ïåðâіñíîї. Ñàìå öÿ ïðîáëåìà ïðèâåëà äî ïî-
íÿòòÿ íåâèçíà÷åíîãî іíòåãðàëà, à ñàì òåðìіí «ïåðâіñíà» áóëî 
ââåäåíî Ëàãðàíæåì íà ïî÷àòêó  VIII ñò. 

Òàêèì ÷èíîì, äëÿ Íüþòîíà â ïîáóäîâі òåîðії іíòåãðàëüíîãî 
÷èñëåííÿ ïî÷àòêîâèìè ñòàëè ïîíÿòòÿ ïåðâіñíîї àáî íåâèçíà-
÷åíîãî іíòåãðàëà. Ó òîé æå ÷àñ äëÿ Ëåéáíіöà ïåðâіñíèì ïî-
íÿòòÿì äëÿ éîãî òåîðії ñòàâ âèçíà÷åíèé іíòåãðàë. Îáèäâà 
öèõ ó÷åíèõ, íåçàëåæíî îäèí âіä îäíîãî, äіéøëè ôîðìóëè:

,

òîìó її і íàçèâàþòü «ôîðìóëîþ Íüþòîíà–
Ëåéáíіöà». 

Çíà÷íèé âíåñîê ó ðîçâèòîê іíòåãðàëüíîãî 
÷èñëåííÿ áóëî çðîá ëåíî âіäîìèì óêðàїíñüêèì ìà-
òåìàòèêîì Ìèõàéëîì Âàñèëüîâè÷åì Îñòðîãðàä-
ñüêèì. �îãî іì’ÿ íîñÿòü êіëüêà ôîðìóë, òåîðåì 
і ìåòîäіâ çíàõîäæåííÿ іíòåãðàëіâ. Êіëüêà ïðàöü 
Îñòðîãðàäñüêîãî ïðèñâÿ÷åíî і ðîçâ’ÿçóâàííþ äè-
ôåðåíöіàëüíèõ ðіâíÿíü.

Іñààê
Íüþòîí 

(1643–1727)

VXPPa, ùî â ïåðåêëàäі îçíà÷àє – ñóìà, à çàïèñ ydx íàãàäóє äî-
äàíêè öієї ñóìè. Íàçâó ñèìâîëà іíòåãðàëà, òîáòî ñàì òåðìіí 
«іíòåãðàë» (âіä ëàòèíñüêîãî inWeJer, ó ïåðåêëàäі – öіëèé, 
òîáòî «âñÿ ïëîùà»), áóëî çàïðîïîíîâàíî â 1696 ð. �îãàííîì 
«іíòåãðàë» (âіä ëàòèíñüêîãî inWeJer, ó ïåðåêëàäі – öіëèé, 
òîáòî «âñÿ ïëîùà»), áóëî çàïðîïîíîâàíî â 1696 ð. �îãàííîì 
«іíòåãðàë» (âіä ëàòèíñüêîãî inWeJer, ó ïåðåêëàäі – öіëèé, 

Áåðíóëëі òà ñõâàëåíî Ëåéáíіöåì, õî÷à ìàòåìàòèêè öþ íàçâó 
ñïðèéíÿëè íåîõî÷å, áî Ëåéáíіö íà òîé ÷àñ âèêîðèñòîâóâàâ òåð-
ìіí «ñóìà âñіõ ydx». Òàêîæ ó âèùåçàçíà÷åíіé ïðàöі Ëåéáíіö 
âñòàíîâèâ çâ’ÿçîê ìіæ äèôåðåíöіàëüíèì òà іíòåãðàëüíèì ÷èñ-
ëåííÿìè. Âіí òàêîæ, âèõîäÿ÷è ç ïîíÿòòÿ âèçíà÷åíîãî іíòå-
ãðàëà, äіéøîâ ïîíÿòòÿ ïåðâіñíîї )(x) äëÿ ôóíêöії I(x). ¡å âіí 
çàïèñóâàâ òàê: 

F′(x) = I(x) àáî G)(x) = I(x)G[.
Ëåéáíіö òàêîæ äіéøîâ âèñíîâêó ïðî òå, ùî äèôåðåíöіàëüíå 
òà іíòåãðàëüíå ÷èñëåííÿ є âçàєìíî îáåðíåíèìè äіÿìè íà 
êøòàëò äîäàâàííÿ і âіäíіìàííÿ, ìíîæåííÿ і äіëåííÿ òîùî.

Іíøèé ó÷åíèé, àíãëіéñüêèé ôіçèê, ìàòåìàòèê, 
ìåõàíіê òà àñòðîíîì Іñààê Íüþòîí ó 16�1 ð. 
îïóáëіêóâàâ ïðàöþ «Ìåòîä ôëþêñіé» (íàãàäà-
єìî, ùî ôóíêöіþ âіí íàçèâàâ «ôëþåíòîþ», à ïî-
õіäíó ôóíêöії – «ôëþêñієþ»). Ó öіé ïðàöі âіí 
ñôîðìóëþâàâ äâі ïðîáëåìè, ÿê çà äàíèì ñïіââіäíî-
øåííÿì ìіæ äâîìà ôëþåíòàìè çíàéòè ñïіââіä-
íîøåííÿ ìіæ ôëþêñіÿìè òà ÿê çà äàíèì 
ðіâíÿííÿì, ùî ìіñòèòü ôëþêñії, çíàéòè ñïіââіä-
íîøåííÿ ìіæ ôëþåíòàìè. Ðîçâ’ÿçàííÿ ïåðøîї 
ïðîáëåìè ïðèâîäèòü Íüþòîíà äî îá÷èñëåííÿ 
ôëþêñії (ïîõіäíîї) âіä äàíîї ôëþåíòè (ôóíêöії), 
òîáòî äî äèôåðåíöіàëüíîãî ÷èñëåííÿ. Ðîçâ’ÿçàííÿ æ äðóãîї ïðî-
áëåìè, çîêðåìà, ìіñòèòü çíàõîäæåííÿ ôóíêöії çà її ïîõіäíîþ, 
òîáòî çíàõîäæåííÿ ïåðâіñíîї. Ñàìå öÿ ïðîáëåìà ïðèâåëà äî ïî-
íÿòòÿ íåâèçíà÷åíîãî іíòåãðàëà, à ñàì òåðìіí «ïåðâіñíà» áóëî 
ââåäåíî Ëàãðàíæåì íà ïî÷àòêó  VIII ñò. 

Òàêèì ÷èíîì, äëÿ Íüþòîíà â ïîáóäîâі òåîðії іíòåãðàëüíîãî 
÷èñëåííÿ ïî÷àòêîâèìè ñòàëè ïîíÿòòÿ ïåðâіñíîї àáî íåâèçíà-
÷åíîãî іíòåãðàëà. Ó òîé æå ÷àñ äëÿ Ëåéáíіöà ïåðâіñíèì ïî-
íÿòòÿì äëÿ éîãî òåîðії ñòàâ âèçíà÷åíèé іíòåãðàë. Îáèäâà 
öèõ ó÷åíèõ, íåçàëåæíî îäèí âіä îäíîãî, äіéøëè ôîðìóëè:

,

òîìó її і íàçèâàþòü «ôîðìóëîþ Íüþòîíà–
Ëåéáíіöà». 

Çíà÷íèé âíåñîê ó ðîçâèòîê іíòåãðàëüíîãî 
÷èñëåííÿ áóëî çðîá ëåíî âіäîìèì óêðàїíñüêèì ìà-
òåìàòèêîì Ìèõàéëîì Âàñèëüîâè÷åì Îñòðîãðàä-
ñüêèì. �îãî іì’ÿ íîñÿòü êіëüêà ôîðìóë, òåîðåì 
òåìàòèêîì Ìèõàéëîì Âàñèëüîâè÷åì Îñòðîãðàä-
ñüêèì. �îãî іì’ÿ íîñÿòü êіëüêà ôîðìóë, òåîðåì 
òåìàòèêîì Ìèõàéëîì Âàñèëüîâè÷åì Îñòðîãðàä-

і ìåòîäіâ çíàõîäæåííÿ іíòåãðàëіâ. Êіëüêà ïðàöü 
Îñòðîãðàäñüêîãî ïðèñâÿ÷åíî і ðîçâ’ÿçóâàííþ äè-
ôåðåíöіàëüíèõ ðіâíÿíü.

Іñààê
Íüþòîí 

(1643–1727)

Ì.Â. Îñòðî-
ãðàäñüêèé 

(1801–1862)
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 Запам’ятайте формулу ɇьютона–Лейбніца.  Сформулюйте 
і доведіть властивості визначених інтегралів.

Ðîçâ’ÿæiòü çàäà÷i òà âèêîíàéòå âïðàâè
14.1. ×è ïðàâèëüíî çíàéäåíî âèçíà÷åíèé іíòåãðàë:

1)       2) 

3) 

4) 

Îá÷èñëіòü іíòåãðàë (14.2–14.25):

14.2.

14.3.

14.4.  1) ;      2) ;        3) ;

 4) ;        5) ;       6) ;

 7) ;     8) .

14.5.  1) ;          2) ;        3) ;

 Запам’ятайте формулу ɇьютона–Лейбніца.  Сформулюйте 
і доведіть властивості визначених інтегралів.і доведіть властивості визначених інтегралів.
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 4) ;          5) ;      6) ;

 7) ;      8) .

14.6.            

14.7.          

               

14.�.         

          

14.9.        

          

14.1�.         

14.11.            

14.12.  1) ;     2) .

14.13.  1) ;     2) . 

14.14.  1) ;       2) ; 

  3) ;         4) .
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14.15. 1) ;          2) ; 

  3) ;         4) .

14.16.  1) ;     2) . 

14.17. 1) ;     2) . 

14.1�. 1) ;    2) ;   3) ;   4) .

14.19. 1) ;    2) ;   3) ;   4) .

14.2�.

  

14.21.

  

14.22.               

14.23.                

14.24.
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14.25.

Îá÷èñëіòü іíòåãðàë, âèêîðèñòîâóþ÷è éîãî ãåîìåòðè÷íèé çìіñò 
(14.26–14.2�):

14.26.

14.27.

Îá÷èñëіòü іíòåãðàë (14.2�–14.35):

14.2�. 1) ;      2) . 

14.29. 1) ;     2) . 

14.3�. 1) ;            2) . 

14.31. 1) ;            2) ; 

14.32.

      

14.33.

  

14.34.  1) ;       2) ; 

  3) ;     4) ;
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  5) ;         6) .

14.35.  1) ;         2) ; 

  3) ;     4) ;

  5) ;          6) .

14.36. Çíàéäіòü 

14.37. Çíàéäіòü 

Îá÷èñëіòü іíòåãðàë (14.3�–14.3�):

14.3�.       14.39.

14.4�. Îá÷èñëіòü іíòåãðàë  âèêîðèñòîâóþ÷è éîãî 

ãåîìåòðè÷íèé çìіñò.

14.41. Îá÷èñëіòü іíòåãðàë , âèêîðèñòîâóþ÷è éîãî 

ãåîìåòðè÷íèé çìіñò.

Çíàéäіòü (14.42–14.43):

14.42. 1) ;     2) . 

14.43. 1) ;     2) . 

Îá÷èñëіòü (14.44–14.4�):

14.44. 1) ;        2) . 
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14.45. 1) ;        2) . 

14.46. .     14.47. .

14.4�. 1) ;     2) . 

14.49. 1) ;      2) . 

14.5�. Íåõàé ; ; . Çíàéäіòü a і b.

Ðîçâ’ÿæіòü ðіâíÿííÿ âіäíîñíî çìіííîї W (14.51–14.52):

14.51. 1) ;        2) .

14.52. 1) ;        2) .

Ðîçâ’ÿæіòü íåðіâíіñòü âіäíîñíî çìіííîї W (14.53–14.54):

14.53. 1) ;      2) .

14.54. 1) ;      2) .

14.55. Ïіñëÿ óðîêіâ ïіä ÷àñ ïðèáèðàííÿ êëàñíèõ êіìíàò 
áóëî çіáðàíî 0,9 êã ïàïåðîâèõ âіäõîäіâ. 

1) ßêùî ó÷íі âàøîї øêîëè ùîäíÿ çàëèøàòèìóòü òàêó êіëü-
êіñòü ïàïåðó, òî ñêіëüêè éîãî áóäå âèêèíóòî çà 190 íàâ÷àëü-
íèõ äíіâ? À ñêіëüêè ó òðèäöÿòè øêîëàõ ðàéîíó? 
2) Äëÿ âèðîáíèöòâà 1 ò ïàïåðó ïîòðіáíî ïðèáëèçíî 900 ì2

ëіñó. Ñêіëüêè êóáîìåòðіâ ëіñó âðÿòóþòü øêîëÿðі öèõ øêіë, 
ÿêùî íå âèêèäàòèìóòü âèùåâêàçàíó êіëüêіñòü ïàïåðîâîãî 
ñìіòòÿ, à çäàâàòèìóòü íà ïåðåðîáêó?
3) Ïðîåêòíà äіÿëüíіñòü. Ç’ÿñóéòå: 1) ÿê ïðàâèëüíî ïіäãîòó-
âàòè (âіäñîðòóâàòè) ïàïåðîâі âіäõîäè (ìàêóëàòóðó) äëÿ ïåðå-
ðîáêè; 2) ÿêі ïàïåðîâі âіäõîäè íå ïðèéìàþòü íà ïåðåðîáêó 
і ÷îìó; 3) ÿêі òîâàðè ç íàéáëèæ÷îãî äî âàñ ñóïåðìàðêåòó 
âèãîòîâëÿþòü ç ïåðåðîáëåíîї ïàïåðîâîї ñèðîâèíè. 

14.56. (Íàöіîíàëüíà îëіìïіàäà Àâñòðії, 19�1 ð.) Äîâå-
äіòü, ùî äëÿ áóäü-ÿêèõ äîäàòíèõ ÷èñåë a, b і c ñïðàâ-
äæóєòüñÿ íåðіâíіñòü: 

. 
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1. Ó äåÿêîìó êëàñі êіëüêіñòü õëîïöіâ âіäíîñèòüñÿ äî 
êіëüêîñòі äіâ÷àò ÿê 2 : 3. ßêîþ ìîæå áóòè êіëüêіñòü ó÷íіâ 
ó öüîìó êëàñі?

À Á Â Ã Ä

20 21 22 23 24

2. Íà ïîëèöі ñòîÿòü 5 êíèæîê ç àëãåáðè, 3 – ç ãåîìåò-
ðії, 2 – ç ôіçèêè. Ç ïîëèöі íàâìàííÿ áåðóòü îäíó êíèæêó. 
ßêà éìîâіðíіñòü òîãî, ùî âîíà íå ç ôіçèêè?

À Á Â Ã Ä

0,2 0,3 0,5 0,7 0,8

3. Ñïðîñòіòü âèðàç (1 – sin2D)tg2D.

À Á Â Ã Ä

sin2a sin2a tg2a іíøà 
âіäïîâіäü

4. Ðîçâ’ÿæіòü íåðіâíіñòü .

À Á Â Ã Ä

(–u; 2) (–u; 1) (1; +u) (1; 2) (2; +u)

5. Íà ìàëþíêó çîáðàæåíî ãðàôіê ôóíê-
öії ó = àõ2 + bõ + ñ. Óêàæіòü ïðàâèëüíå 
òâåðäæåííÿ ïðî êîåôіöієíòè à, b і ñ.

À Á Â Ã Ä

6. Îá÷èñëіòü 

À Á Â Ã Ä

1,5 2,5 4,5

1. Ó äåÿêîìó êëàñі êіëüêіñòü õëîïöіâ âіäíîñèòüñÿ äî 
êіëüêîñòі äіâ÷àò ÿê 2 : 3. ßêîþ ìîæå áóòè êіëüêіñòü ó÷íіâ 
ó öüîìó êëàñі?

À Á Â Ã Ä

20 21 22 23 24

2. Íà ïîëèöі ñòîÿòü 5 êíèæîê ç àëãåáðè, 3 – ç ãåîìåò-
ðії, 2 – ç ôіçèêè. Ç ïîëèöі íàâìàííÿ áåðóòü îäíó êíèæêó. 
ßêà éìîâіðíіñòü òîãî, ùî âîíà íå ç ôіçèêè?

À Á Â Ã Ä

0,2 0,3 0,5 0,7 0,8

3. Ñïðîñòіòü âèðàç (1 – sin2D)tg2D.

À Á Â Ã Ä

sin2a sin2a tg2a іíøà 
âіäïîâіäü

4. Ðîçâ’ÿæіòü íåðіâíіñòü .

À Á Â Ã Ä

(–u; 2) (–u; 1) (1; +u) (1; 2) (2; +u)

5. Íà ìàëþíêó çîáðàæåíî ãðàôіê ôóíê-
öії ó = àõ2 + bõ + ñ. Óêàæіòü ïðàâèëüíå 
òâåðäæåííÿ ïðî êîåôіöієíòè à, b і ñ.

À Á Â Ã Ä

6. Îá÷èñëіòü 

À Á Â Ã Ä

1,5 2,5 4,5

ПППЕРЕВІРТЕ СВОЮ КОМПЕТЕНТНІСТЬЕРЕВІРТЕ СВОЮ КОМПЕТЕНТНІСТЬ
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7. Óñòàíîâіòü âіäïîâіäíіñòü ìіæ âëàñòèâіñòþ ÷èñåë (1–4) 
і ïàðîþ ÷èñåë (À–Ä), ùî ìàє öþ âëàñòèâіñòü.

Âëàñòèâіñòü ÷èñåë Ïàðà ÷èñåë

1
2

3

4

×èñëà ïàðíі
Íàéáіëüøèé ñïіëüíèé 
äіëüíèê ÷èñåë äîðіâíþє 3
Íàéìåíøå ñïіëüíå êðàòíå 
÷èñåë äîðіâíþє 50
×èñëà âçàєìíî ïðîñòі

À
Á
Â
Ã
Ä

21 і 24
25 і 10
20 і 35
18 і 20
30 і 49

�. Çíàéäіòü íàéìåíøèé êîðіíü ðіâíÿííÿ ||2õ – 1| + 3| = 5.

9. Çíàéäіòü çíà÷åííÿ âèðàçó sin15°sin75°.

ОȻЧИСɅЕННЯ ПɅОɓ ПɅОСКИХ ɎІȽУР 
ТА ІНɒІ ЗАСТОСУВАННЯ ІНТЕȽРАɅА 

Â îäíîìó ç ïîïåðåäíіõ ïàðàãðàôіâ ìè âèêîðèñòîâóâàëè ïåð-
âіñíó ôóíêöії ÿê äëÿ çíàõîäæåííÿ ïëîùі êðèâîëіíіéíîї òðàïå-
öії, òàê і äëÿ ðîçâ’ÿçàííÿ ïåâíèõ ôіçè÷íèõ çàäà÷. Ðîçãëÿíåìî 
âèêîðèñòàííÿ âèçíà÷åíîãî іíòåãðàëà äëÿ îá÷èñëåííÿ ïëîù ïëî-
ñêèõ ôіãóð, îá’єìіâ òіë îáåðòàííÿ òà äåÿêèõ іíøèõ çàäà÷.

ßê ìè âæå çíàєìî, ïëîùó êðèâîëі-
íіéíîї òðàïåöії, îáìåæåíîї ãðàôіêîì 
íåïåðåðâíîї ôóíêöії ó = f(x), ïðÿìèìè 

ó = 0, õ = à і õ = b çà óìîâè, ùî f(x) I 0 äëÿ âñіõ õ ∈ [à; b], îá-
÷èñëþþòü ÿê ðіçíèöþ F(b) – F(à), äå 
F(x) – ïåðâіñíà ôóíêöії f(x) (ìàë. 15.1). 
Ç іí øîãî áîêó, çà ôîðìóëîþ Íüþòîíà–
Ëåéáíіöà 

Îòæå, ìîæíà äіéòè âèñíîâêó, ùî

ïëîùó S êðèâîëіíіéíîї òðàïåöії, îáìåæåíîї ãðàôіêîì 
íåïåðåðâíîї ôóíêöії y = f(x), ïðÿìèìè y = �, x = a і x = b
çà óìîâè, ùî f(x) I � äëÿ âñіõ x ∈ >a; b@, îá÷èñëþþòü çà 
ôîðìóëîþ

.

7. Óñòàíîâіòü âіäïîâіäíіñòü ìіæ âëàñòèâіñòþ ÷èñåë (1–4) 
і ïàðîþ ÷èñåë (À–Ä), ùî ìàє öþ âëàñòèâіñòü.

Âëàñòèâіñòü ÷èñåë Ïàðà ÷èñåë

1
2

3

4

×èñëà ïàðíі
Íàéáіëüøèé ñïіëüíèé 
äіëüíèê ÷èñåë äîðіâíþє 3
Íàéìåíøå ñïіëüíå êðàòíå 
÷èñåë äîðіâíþє 50
×èñëà âçàєìíî ïðîñòі

À
Á
Â
Ã
Ä

21 і 24
25 і 10
20 і 35
18 і 20
30 і 49

�. Çíàéäіòü íàéìåíøèé êîðіíü ðіâíÿííÿ ||2õ – 1| + 3| = 5.

9. Çíàéäіòü çíà÷åííÿ âèðàçó sin15°sin75°.

ОȻЧИСɅЕННЯ ПɅОɓ ПɅОСКИХ ɎІȽУР 
ТА ІНɒІ ЗАСТОСУВАННЯ ІНТЕȽРАɅА § 15. § 15. 

Ìàë. 15.1

1. �á÷èñëåííÿ ïëîù 
ïëîñêèõ ôіãóð

ïëîùó S êðèâîëіíіéíîї òðàïåöії, îáìåæåíîї ãðàôіêîì 
íåïåðåðâíîї ôóíêöії y == f(f(f x), ïðÿìèìè y == �, x == a і x == b
çà óìîâè, ùî f(f(f x) II � äëÿ âñіõ x ∈∈ >a; b@, îá÷èñëþþòü çà 
ôîðìóëîþ

.

ïëîùó 
íåïåðåðâíîї ôóíêöії 
çà óìîâè, ùî 
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Îá÷èñëèòè çà äîïîìîãîþ 
âèçíà÷åíîãî іíòåãðàëà ïëîùó êðèâîëі-
íіéíîї òðàïåöії, îáìåæåíîї ëіíіÿìè 

ó = sinx,  і õ = π.

Ð î ç â ’ ÿ ç à í í ÿ. Ìàєìî (ìàë. 15.2):

Â і ä ï î â і ä ü. 1,5.

Ðîçãëÿíåìî ïëîñêó ôіãóðó, îáìåæåíó çâåðõó ãðàôіêîì ôóíê-
öії ó = f(x), çíèçó – ãðàôіêîì ôóíêöії ó = g(x), à òàêîæ âåðòè-
êàëüíèìè ïðÿìèìè õ = à, õ = b, ïðè÷îìó ôóíêöії ó = f(x),
ó = g(x) – íåïåðåðâíі íà [à; b] і äëÿ âñіõ õ ∈ [à; b] ñïðàâäæóþòüñÿ 
íåðіâíîñòі f(x) I 0, g(x) I 0, f(x) I g(x) (ìàë. 15.3).

Ïëîùà öієї ôіãóðè S äîðіâíþє ðіç-
íèöі ïëîù Sf – Sg, äå Sf – ïëîùà êðè-

âîëіíіéíîї òðàïåöії, îáìåæåíîї ëіíіÿìè 
ó = f(x), ó = 0, õ = à, õ = b, à Sg – ïëîùà 
êðèâîëіíіéíîї òðàïåöії, îáìåæåíîї ëіíі-
ÿìè ó = g(x), ó = 0, õ = à, õ = b. Ìàєìî:

Âèêîðèñòîâóþ÷è âëàñòèâîñòі іíòåãðàëà, îòðèìàєìî: 

.

Öÿ ôîðìóëà áóäå ïðàâèëüíîþ і ó âèïàäêó, êîëè îäíà àáî îáè-
äâі óìîâè f(x) I 0 і g(x) I 0 íå âèêîíóþòüñÿ. Àäæå â öüîìó âè-
ïàäêó äîñòàòíüî ïåðåíåñòè ïëîñêó ôіãóðó âçäîâæ îñі îðäèíàò íà 
ò îäèíèöü, âèáðàâøè ò äîâіëüíèì ÷èíîì òàê, ùîá óñÿ ôіãóðà 
ðîçìіñòèëàñÿ âèùå îñі àáñöèñ (ìàë. 15.4).

Ìàë. 15.4

Приклад 1.

Ìàë. 15.2

Ìàë. 15.3
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Òîäі ïëîùà øóêàíîї ôіãóðè

Îòæå,

ïëîùó S ïëîñêîї ôіãóðè, ÿêà îáìåæåíà íåïåðåðâíèìè íà 
ïðîìіæêó >a; b@ ôóíêöіÿìè y = f(x) і y = g(x), òàêèìè, ùî 
f(x) I g(x) äëÿ âñіõ x ∈ >a; b@, òà ïðÿìèìè x = a і x = b, 
îá÷èñëþþòü çà ôîðìóëîþ

Çíàéòè ïëîùó ôіãóðè, îáìåæåíîї 
ëіíіÿìè ó = 5 – õ2 і ó = 1.
Ð î ç â ’ ÿ ç à í í ÿ. 1) Çíàéäåìî àáñöèñè òî÷îê 
ïåðåòèíó ãðàôіêіâ, ðîçâ’ÿçàâøè ðіâíÿííÿ: 
5 – õ2 = 1, çâіäêè õ1,2 = r 2. Îðäèíàòè îáîõ 
òî÷îê ïåðåòèíó äîðіâíþþòü 1.
2) Çîáðàçèìî ñõåìàòè÷íî ãðàôіêè ôóíêöіé 
і àáñöèñè їõ òî÷îê ïåðåòèíó (ìàë. 15.5).
3) Òîäі: 

Â і ä ï î â і ä ü. 

Çíàéòè ïëîùó ôіãóðè, îáìåæåíîї ëіíіÿìè ó = õ2 + 2õ
і ó = 4 – õ.
Ð î ç â ’ ÿ ç à í í ÿ. 1) Çíàéäåìî àáñöèñè 
òî÷îê ïåðåòèíó ãðàôіêіâ ôóíêöіé:  
         õ2 + 2õ = 4 – õ; 
         õ2 + 3õ – 4 = 0; 
         õ1 = 1; õ2 = –4. 
Îðäèíàòè òî÷îê ïåðåòèíó ó1 = 3; ó2 = 8. 
2) Çîáðàçèìî ãðàôіêè ôóíêöії ñõåìà-
òè÷íî (ìàë. 15.6).
3) Îòæå,

ïëîùó S ïëîñêîї ôіãóðè, ÿêà îáìåæåíà íåïåðåðâíèìè íà 
ïðîìіæêó >a; b@ ôóíêöіÿìè y = f(f(f x) і y = g(x), òàêèìè, ùî 

x) I g(x) äëÿ âñіõ x ∈ >a; b@, òà ïðÿìèìè x = a і x = b, 
îá÷èñëþþòü çà ôîðìóëîþ

Îòæå,

ïëîùó 
ïðîìіæêó >
f(f(f x

Приклад 2.

Ìàë. 15.5

Приклад 3.

Ìàë. 15.6
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Â і ä ï î â і ä ü. 

Çà äîïîìîãîþ âèçíà÷åíîãî іíòåãðàëà 
ìîæíà îá÷èñëþâàòè îá’єìè òіë. Íå-
õàé є òіëî ïåâíîãî îá’єìó V і äåÿêà 

ïðÿìà, ïåðïåíäèêóëÿðíî äî ÿêîї ïðîâåäåíî ïëîùèíè, ÿêі ïåðå-
òèíàþòü öå òіëî (ìàë.15.7). Ïðèïóñòèìî, ùî âñі çíà÷åííÿ S ïëîù 
ïåðåðіçіâ òіëà, ùî ïðè öüîìó óòâîðèëèñÿ, íàì âіäîìі. Ïëîùèíà, 

ïåðïåíäèêóëÿðíà äî îñі àáñöèñ, ïåðå-
òèíàє її ó äåÿêіé òî÷öі õ, ùî íàëåæèòü 
âіäðіçêó [à; b]. Òîìó êîæíîìó ÷èñëó 
õ ∈ [à; b] ñòàâèòüñÿ ó âіä ïîâіäíіñòü 
єäèíå ÷èñëî S(x) – ïëîùà ïåðåðіçó 
òіëà ïëîùèíîþ, ùî ïðîõîäèòü ÷åðåç 
öþ òî÷êó, ïåðïåíäèêóëÿðíî äî îñі 
àáñöèñ. Òàêèì ÷èíîì, íà âіäðіçêó 
[à; b] çàäàíî äåÿêó ôóíêöіþ S(x). 
ßêùî ôóíêöіÿ S(x) – íåïåðåðâíà íà 
[à; b], òî îá’єì òіëà V ìîæíà çíàéòè çà 
ôîðìóëîþ

.

Äîâåäåííÿ öієї ôîðìóëè є äîñèòü ãðîìіçäêèì, òîìó ìè éîãî 
íå íàâîäèìî.

Çà öієþ ôîðìóëîþ ìîæ íà çíàõîäèòè îá’єìè òіë îáåðòàííÿ.

Íåõàé äàíî êðèâîëіíіéíó òðàïåöіþ, îáìåæåíó ãðà-
ôіêîì íåïåðåðâíîї íà [à; b] ôóíêöії ó = f(x) òàêîї, ùî f(x) I 0 
äëÿ êîæíîãî õ ∈ [à; b], òà ïðÿìèìè ó = 0, õ = à і õ = b. Äîâå-
ñòè, ùî îá’єì òіëà, ÿêå óòâîðèëîñÿ âíàñëіäîê îáåðòàííÿ öієї 
òðàïåöії íàâêîëî îñі àáñöèñ, ìîæíà îá÷èñ ëèòè çà ôîðìóëîþ

Ä î â å ä å í í ÿ. Ðîçãëÿíåìî òіëî, çàäàíå â óìîâі (ìàë. 15.8). 
Êîæíà ïëîùèíà, ùî ïåðïåíäèêóëÿðíà äî îñі àáñöèñ і ïåðåòè-

Ìàë. 15.7

2. �á÷èñëåííÿ 
îá’èìіâ òіë

Приклад 4.
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íàє âіäðіçîê [à; b] ó òî÷öі õ, äàє â ïåðåðіçі òіëà êðóã, ðàäіóñ 
ÿêîãî äîðіâíþє f(x) (ìàë. 15.9). Òîäі ìàєìî ïëîùó òàêîãî êðóãà: 
S(x) = πf 2(x). Îòæå, äëÿ îá’єìó òіëà îáåðòàííÿ îòðèìàєìî:

      

           Ìàë. 15.8                    Ìàë. 15.9

Çíàéòè îá’єì òіëà, ÿêå óòâîðè-
ëîñÿ âíàñëіäîê îáåðòàííÿ íàâêîëî îñі àáñöèñ 
êðèâîëіíіéíîї òðàïåöії, îáìåæåíîї ëіíіÿìè 
ó = õ2 + 1, ó = 0, õ = 0 і õ = 2.
Ð î ç â ’ ÿ ç à í í ÿ. Êðèâîëіíіéíó òðàïåöіþ, ÿêó 
îáåðòàþòü íàâêîëî îñі y, çîáðàæåíî íà ìà-
ëþíêó 15.10. Çíàéäåìî îá’єì óòâîðåíîãî òіëà 
îáåðòàííÿ:

Â і ä ï î â і ä ü. 

Ðîçãëÿíåìî îäíå іç çàñòîñóâàíü âè-
çíà÷åíîãî іíòåãðàëà ó ôіçèöі. 

Íåõàé ìàòåðіàëüíà òî÷êà ðóõàєòü-
ñÿ âçäîâæ îñі àáñöèñ ïіä äієþ ñèëè, 

ïðîåêöіÿ ÿêîї íà öþ âіñü – íåïåðåðâíà íà äåÿêîìó ïðîìіæêó 
ôóíêöіÿ f(x). Íåõàé âіäðіçîê [à; b] íàëåæèòü ïðîìіæêó íåïåðåðâ-
íîñòі ôóíêöії, і ïіä äієþ öієї ñèëè ìàòåðіàëüíà òî÷êà ïåðåìіñòè-
ëàñÿ ç òî÷êè Ì(à) ó òî÷êó N(b) (ìàë. 15.11). Òîäі ðîáîòó À öієї 
ñèëè ìîæíà îá÷èñëèòè çà ôîðìóëîþ

Ïðèéìåìî öåé ôàêò áåç äîâåäåííÿ.

Ìàë. 15.10

Приклад 5.

3. Çàñòîñóâàííÿ 
âèçíà÷åíîãî іíòåãðàëà 
ó ôіçèöі

Ìàë. 15.11
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Îá÷èñëèòè ðîáîòó ñèëè f ïіä ÷àñ ðîçòÿãíåííÿ ïðó-
æèíè íà 0,05 ì, ÿêùî äëÿ ðîçòÿãíåííÿ ïðóæèíè íà 0,02 ì 
ïîòðіáíà ñèëà 4 Í.
Ð î ç â ’ ÿ ç à í í ÿ. 1) Çà çàêîíîì Ãóêà, ñèëà f ïðîïîðöіéíà ðîç-
òÿãíåííþ (àáî ñòèñêàííþ) ïðóæèíè, òîáòî f = kx, äå õ – âåëè-
÷èíà ðîçòÿãíåííÿ (àáî ñòèñêàííÿ), k – ñòàëà.
2) Îñêіëüêè äëÿ õ = 0,02 ì ìàєìî, ùî f = 4 Í, òî ìîæåìî çíàé-

òè k. Òîäі  Îòæå, F(x) = 200õ.

3) Çíàéäåìî ðîáîòó À äëÿ ðîçòÿãíåííÿ ïðóæèíè íà 0,05 ì:

= 0,25 (Äæ).
Â і ä ï î â і ä ü. 0,25 Äæ.

 Як обчислити площу плоскої фігури?  Як за допомогою визна-
ченого інтеграла можна обчислювати об’єми тіл?  Як застосо-
вують визначений інтеграл у фізиці?

Ðîçâ’ÿæiòü çàäà÷i òà âèêîíàéòå âïðàâè
15.1. Çà ÿêîþ ôîðìóëîþ ìîæíà çíàé òè 
ïëîùó çàøòðè õî âà íîї ôіãóðè, çîáðà-
æåíîї íà ìàëþíêó 15.12:

     

     

Çíàéäіòü ïëîùó çàøòðèõîâàíîї ôіãóðè 
(15.2–15.3), çîáðàæåíîї íà:
15.2. 1) Ìàëþíêó 15.13;     2) ìàëþíêó 15.14.

15.3. 1) Ìàëþíêó 15.15;     2) ìàëþíêó 15.16.

Îá÷èñëіòü çà äîïîìîãîþ іíòåãðàëà ïëîùó êðèâîëіíіéíîї òðà-
ïåöії, îáìåæåíîї ëіíіÿìè (15.4–15.�):

15.4.  1) y = 2x + 1, y = 0, x = 1, x = 3; 
 2) y = x3, y = 0, x = 1, x = 4;
 3) y = x4 + 1, y = 0, x = 0, x = 2; 

 4) , y = 0, x = 1, x = 2;

Приклад 6.

Ìàë. 15.12

 Як обчислити площу плоскої фігури?  Як за допомогою визна-
ченого інтеграла можна обчислювати об’єми тіл?  Як застосо-
вують визначений інтеграл у фізиці?
ченого інтеграла можна обчислювати об’єми тіл? 
вують визначений інтеграл у фізиці?

15.3.
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   Ìàë. 15.13       Ìàë. 15.14     Ìàë. 15.15     Ìàë. 15.16

 5) , y = 0, x = 1, x = 4; 

 6) y = sin x, y = 0, x = , x = π;

 7) y = cos x, y = 0, x = 0, x = ; 

 8) , y = 0, x = , x = π.

15.5.  1) y = 4x + 1, y = 0, x = 0, x = 2; 
 2) y = x3, y = 0, x = 2, x = 3;
 3) y = x4 + 2, y = 0, x = 0, x = 1; 

 4) , y = 0, x = 1, x = 10;

 5) , y = 0, x = 4, x = 9; 

 6) y = cos x, y = 0, x = , x = ;

 7) y = sin x, y = 0, x = , x = ; 

 8) , y = 0, x = 0, x = .

15.6.  1) y = ex, y = 0, x = 0, x = 3;    
 2) y = e–[, y = 0, x = 1, x = 2;

 3) , y = 0, x = 1, x = e; 

 4) , y = 0, x = –1, x = –e2.

15.7.  1) y = ex, y = 0, x = 1, x = 3;    2) y = e–[, y = 0, x = 0, x = 2;

 3) , y = 0, x = 1, x = e2; 
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 4) , y = 0, x = –1, x = –e.

Çíàéäіòü ïëîùó ôіãóðè, ÿêà îáìåæåíà âіññþ àáñöèñ і ïàðàáîëîþ 
(15.�–15.�):
15.�.  1) y = 4 – x2;               2) y = –x2 + 3x – 2;

 3) y = (2x + 4)(3 – x);       4) y = (1 – x)(x + 3);
 5) y = 24 – 2x – 2x2;        6) y = –2(x – 3)2 + 2.

15.9.  1) y = 1 – x2;               2) y = –x2 + 4x – 3;
 3) y = (2x + 4)(3 – x);       4) y = (1 – x)(x + 3);
 5) y = 24 – 2x – 2x2;        6) y = –2(x – 3)2 + 2.

Çíàéäіòü ïëîùó çàøòðèõîâàíîї ôіãóðè (15.1�–15.11), çîáðàæåíîї íà:
15.1�. 1) Ìàëþíêó 15.17;     2) ìàëþíêó 15.18.

15.11. 1) Ìàëþíêó 15.19;     2) ìàëþíêó 15.20.

         

   Ìàë. 15.17      Ìàë. 15.18      Ìàë. 15.19       Ìàë. 15.20

15.12. Òіëî ðóõàєòüñÿ âçäîâæ îñі àáñöèñ ïіä äієþ ñèëè, ïðîåêöіþ 
ÿêîї íà öþ âіñü çàäàíî ôîðìóëîþ f(x) = õ2 – 2õ. Çíàé äіòü 
ðîáîòó, ÿêó âèêîíóє öÿ ñèëà ïðè ïåðåìіùåííі òіëà ç òî÷êè 
ç àáñöèñîþ 3 â òî÷êó ç àáñöèñîþ 6.

15.13. Òіëî ðóõàєòüñÿ âçäîâæ îñі àáñöèñ ïіä äієþ ñèëè, ïðîåêöіþ 
ÿêîї íà öþ âіñü çàäàíî ôîðìóëîþ f(x) = 2õ + 5. Çíàé äіòü 
ðîáîòó, ÿêó âèêîíóє öÿ ñèëà ïðè ïåðåìіùåííі òіëà ç òî÷êè 
ç àáñöèñîþ 2 â òî÷êó ç àáñöèñîþ 4.

15.14. Äàíî ïðÿìîëіíіéíèé íåîäíîðіäíèé ñòåðæåíü äîâæèíè l. 
Éîãî ãóñòèíó â òî÷öі x ìîæíà çíàéòè çà ôîðìóëîþ q = q(x). 
Çíàéäіòü ìàñó ñòåðæíÿ, ÿêùî:
1) q(x) = 2x + 1, l = 3;       2) q(x) = 8x + x2, l = 4.

15.15. Äàíî ïðÿìîëіíіéíèé íåîäíîðіäíèé ñòåðæåíü äîâæèíè l. 
Éîãî ãóñòèíó â òî÷öі x ìîæíà çíàéòè çà ôîðìóëîþ q = q(x). 
Çíàéäіòü ìàñó ñòåðæíÿ, ÿêùî:
1) q(x) = 2x + 3, l = 4;       2) q(x) = 6x – x2, l = 3.

Çíàéäіòü îá’єì òіëà, ùî óòâîðèëîñÿ âíàñëіäîê îáåðòàííÿ íàâêîëî 
îñі àáñöèñ êðèâîëіíіéíîї òðàïåöії, îáìåæåíîї ëіíіÿìè (15.16–15.1�):
15.16. 1) ó = , ó = 0, õ = 2 і õ = 5;    2) ó = õ2, ó = 0 і õ = 5.
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15.17. 1) ó = , ó = 0, õ = 4 і õ = 6;    2) ó = õ, ó = 0 і õ = 3.

Çíàéäіòü ïëîùó ôіãóðè, îáìåæåíîї ëіíіÿìè (15.1�–15.25):

15.1�. 1) ó = õ2 і ó = 3õ;             2) ó = 2 – õ2 і ó = õ;
  3) ó = 7 – õ2 і ó = 3;           4) ó = 3õ2 і ó = 2õ + 1;
  5) ó = 3õ2 і ó = 4 – õ2;  
  6) ó = õ2 – 2õ, ó = 3 і õ = 0 çà óìîâè, ùî õ J 0.

15.19. 1) ó = õ2 і ó = –3õ;            2) ó = õ2 – 3 і ó = 2õ; 
  3) ó = 4 – õ2 і ó = 3;           4) ó = 2õ2 і ó = õ + 1; 
  5) ó = õ2 і ó = 8 – õ2; 
  6) ó = õ2 – 3õ, ó = 4 і õ = 0 çà óìîâè, ùî õ J 0.

15.2�.  1) y = 6x – x2 і y = x + 4;      2) y = (x + 2)2 і y = x + 2;
  3) y = 3 – x2 + 2x і x + y = 3; 
  4) y = x2 – 3x + 2 і y = x – 1;
  5) y = 5 – 2x2 + 3x і y = x + 1; 
  6)  y = –x2 + 4x – 3 і ïðÿìîþ, ÿêà ïðîõîäèòü ÷åðåç òî÷êè 

(1; 0) і (0; –3).
15.21.  1) y = 4 – x2 і y = x + 2;      2) y = (x – 2)2 і y = x – 1;

  3) y = x2 – 1 і y –2x = 2; 
  4)  y = x2 + 4x і ïðÿìîþ, ÿêà ïðîõîäèòü ÷åðåç òî÷êè (0; 0) 

і (2; 8).
15.22.  1) , , ;      2) , ;

  3) , ;    
  4) , ;
  5) , , ;      6) , , ;
  7) , , ;      8) , .

15.23.  1) , , ;
  2) , ;
  3) , ; 

  4) , , ;     

  5) , , ;      6) , .
15.24. 1) ó = 2õ, ó = 4õ і õ = 1;       2) ó = åõ, ó = 1 і õ = 1; 

  3) õ = 3 і ó = 3;        4)  і ó = 5 – õ.

15.25. 1) ó = eõ, ó = e2õ і õ = 1;      2) ó = 4õ, ó = 1 і õ = 1; 

  3) õ = 4 і ó = 4;        4)  і ó = 7 – õ.

Çíàéäіòü îá’єì òіëà, ùî óòâîðèëîñÿ âíàñëіäîê îáåðòàííÿ íàâêîëî 
îñі àáñöèñ êðèâîëіíіéíîї òðàïåöії, îáìåæåíîї ëіíіÿìè (15.26–15.2�):

15.26.

  2) ó = 3õ + 1, ó = 0, õ = 1 і õ = 2.

15.1�15.1�
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15.27.

  2) ó = 3õ – 1, ó = 0, õ = 1, õ = 3.
15.2�. Ñèëà ó 3 Í ðîçòÿãóє ïðóæèíó íà 1 ñì. ßêó ðîáîòó òðåáà 

âèêîíàòè, ùîá ðîçòÿãíóòè öþ ïðóæèíó íà 5 ñì?

15.29. Ñèëà â 5 Í ðîçòÿãóє ïðóæèíó íà 2 ñì. ßêó ðîáîòó òðåáà 
âèêîíàòè, ùîá ðîçòÿãíóòè öþ ïðóæèíó íà 6 ñì?

Çíàéäіòü ïëîùó ôіãóðè, îáìåæåíîї ëіíіÿìè (15.3�–15.3�):

15.3�. 1) y = cosx, y = –3cosx, , x = 0;    

15.31. 1) y = sinx, y = –2sinx, , x = 0;     

15.32.  1) , , , ;

  2) , , , .

15.33.  1) , , , ;

  2) , , .

15.34. , , , .

15.35. , , , .

15.36. ó = 2õ, ó = 4–õ і ó = 4.

15.37. ó = 3–õ, ó = 9õ і ó = 9.

15.3�. Çíàéäіòü ïëîùó ôіãóðè, îáìåæåíîї ïàðàáîëîþ ó = õ2 + 4õ, 
äîòè÷íîþ, ïðîâåäåíîþ äî öієї ïàðàáîëè â òî÷öі ç àáñöèñîþ 
õ = –1, òà âіññþ îðäèíàò.

15.39. Çíàéäіòü ïëîùó ôіãóðè, îáìåæåíîї ïàðàáîëîþ , 
äîòè÷íîþ, ïðîâåäåíîþ äî öієї ïàðàáîëè â òî÷öі ç àáñöèñîþ 

, і âіññþ îðäèíàò.

Çíàéäіòü îá’єì òіëà, ùî óòâîðèëîñÿ âíàñëіäîê îáåðòàííÿ íàâêîëî 
îñі àáñöèñ ôіãóðè, îáìåæåíîї ëіíіÿìè (15.4�–15.41):

15.4�. ó = 1 і õ = 3.          15.41. ó = õ, ó = 2 і õ = 5.

15.42. Äëÿ òîãî ùîá ñòèñíóòè ïðóæèíó íà 0,03 ì, òðåáà âèêî-
íàòè ðîáîòó â 16 Äæ. Íà ÿêó äîâæèíó ìîæíà ñòèñíóòè öþ 
ïðóæèíó, âèêîíàâøè ðîáîòó ó 144 Äæ?

15.43. Äëÿ òîãî ùîá ñòèñíóòè ïðóæèíó íà 0,02 ì, òðåáà âèêî-
íàòè ðîáîòó â 4 Äæ. Íà ÿêó äîâæèíó ìîæíà ñòèñíóòè öþ 
ïðóæèíó, âèêîíàâøè ðîáîòó ó 100 Äæ?

15.37.
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15.44. Çíàéäіòü ïëîùó ôіãóðè, ÿêà îáìåæåíà ãðàôіêîì ôóíêöії 
 і ãðàôіêîì її ïåðâіñíîї, ÿêèé ïðîõîäèòü ÷åðåç òî÷-

êó A(1; –3).
15.45. Çíàéäіòü ïëîùó ôіãóðè, ÿêà îáìåæåíà ãðàôіêîì ôóíêöії 

 і ãðàôіêîì її ïåðâіñíîї, ÿêèé ïðîõîäèòü ÷åðåç òî÷-
êó B(2; 6).

Îá÷èñëіòü ïëîùó ôіãóðè, îáìåæåíîї ëіíіÿìè (15.46–15.5�):

15.46. 1) , , ;    2) , , . 

15.47. 1) , , ;     2) , , , .

15.4�.  і .     15.49.  і .

15.5�.  1) , , , ; 

  2) , , , . 

15.51.  1) , , , ; 

  2) , , , . 

15.52.  1) , , ;   2) , , . 

15.53.  1) , , ;    2) , , . 

15.54. , , , .

15.55. , , , .

15.56.  1)  і ;      2)  і . 

15.57. 1)  і ;      2)  і . 

15.5�. Îá÷èñëіòü ïëîùó ôіãóðè, îáìåæåíîї ãðàôіêîì ôóíêöії 

, äîòè÷íîþ, ïðîâåäåíîþ äî ãðàôіêà öієї ôóíêöії ó òî÷-
öі ç àáñöèñîþ , і âіññþ àáñöèñ.

15.59. Îá÷èñëіòü ïëîùó ôіãóðè, îáìåæåíîї ãðàôіêîì ôóíêöії 

, äîòè÷íîþ, ïðîâåäåíîþ äî ãðàôіêà öієї ôóíêöії ó òî÷-
öі ç àáñöèñîþ , і âіññþ îðäèíàò.

Çíàéäіòü ïëîùó ôіãóðè, îáìåæåíîї ëіíіÿìè (15.6�–15.63): 
15.6�. ,  і .

15.61. ,  і .

15.62. , , .

15.63. , , .

15.64. Çíàéäіòü ïëîùó ôіãóðè, îáìåæåíîї ïàðàáîëîþ 
òà äâîìà âçàєìíî ïåðïåíäèêóëÿðíèìè äîòè÷íèìè, ïðîâåäå-
íèìè äî íåї ç òî÷êè, ùî íàëåæèòü îñі îðäèíàò.

15.63.
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15.65. Çíàéäіòü ïëîùó ôіãóðè, îáìåæåíîї ïàðàáîëîþ 
òà äâîìà âçàєìíî ïåðïåíäèêóëÿðíèìè äîòè÷íèìè, ïðîâåäå-
íèìè äî íåї ç òî÷êè, ùî íàëåæèòü îñі îðäèíàò.

15.66. Çíàéäіòü ïëîùó ôіãóðè, îáìåæåíîї ïàðàáîëîþ 
і äîòè÷íèìè, ïðîâåäåíèìè äî íåї ó òî÷êàõ ç àáñöèñàìè 

 і .

15.6�. Çíàéäіòü ïëîùó ôіãóðè, îáìåæåíîї ïàðàáîëîþ 
і äîòè÷íèìè, ïðîâåäåíèìè äî íåї ó òî÷êàõ ç àáñöèñàìè 

 і .

15.6�. Çíàéäіòü ïëîùó ôіãóðè, îáìåæåíîї ïàðàáîëîþ 
òà äâîìà äîòè÷íèìè äî íåї, ùî ïðîõîäÿòü ÷åðåç òî÷êó 

.

15.6�. Çíàéäіòü ïëîùó ôіãóðè, îáìåæåíîї ïàðàáîëîþ 
òà äâîìà äîòè÷íèìè äî íåї, ùî ïðîõîäÿòü ÷åðåç òî÷êó B(2; 3).

15.��. Ïðÿìà  є äîòè÷íîþ äî êîæíîї ç äâîõ ïàðàáîë 
 і . Çíàéäіòü:

1) çíà÷åííÿ a і b;     
2) êîîðäèíàòè òî÷îê äîòèêó;
3) ïëîùó ôіãóðè, ÿêà îáìåæåíà öèìè ïàðàáîëàìè òà öієþ 
äîòè÷íîþ.

15.71. Ïðÿìі  і  äîòèêàþòüñÿ äî ïàðàáîëè 
. Çíàéäіòü:

1) çíà÷åííÿ a і b;     
2) êîîðäèíàòè òî÷îê äîòèêó;
3) ïëîùó ôіãóðè, ÿêà îáìåæåíà ïàðàáîëîþ òà öèìè ïðÿìèìè.

15.72. Çíàéäіòü óñі çíà÷åííÿ ïàðàìåòðà a ( ), ïðè êîæíî-
ìó ç ÿêèõ ïëîùà ôіãóðè, ùî ëåæèòü ó ïіâïëîùèíі 
і îáìåæåíà ïðÿìèìè y = 1 і y = 2 òà ãðàôіêàìè 

і , áóäå íàéáіëüøîþ. Çíàéäіòü öþ ïëîùó. 

15.73. Çíàéäіòü óñі çíà÷åííÿ ïàðàìåòðà a ( ), ïðè êîæ-
íîìó ç ÿêèõ ïëîùà ôіãóðè, ùî ëåæèòü ó ïіâïëîùèíі 
і îáìåæåíà ïðÿìèìè y = 2 і y = 3 òà ãðàôіêàìè 

і , áóäå íàéìåíøîþ. Çíàéäіòü öþ ïëîùó. 

15.74. Çíàéäіòü óñі çíà÷åííÿ ïàðàìåòðà b (b > 0), ïðè êîæíî-
ìó ç ÿêèõ ïëîùà ôіãóðè, îáìåæåíîї ïàðàáîëàìè 
і , áóäå äîðіâíþâàòè ÷èñëó S. Ïðè ÿêèõ çíà÷åííÿõ 6 
çàäà÷à ìàє ðîçâ’ÿçêè?

15.75. Çíàéäіòü óñі çíà÷åííÿ ïàðàìåòðà S (p < 0), ïðè êîæíî-
ìó ç ÿêèõ ïëîùà ôіãóðè, îáìåæåíîї ïàðàáîëàìè 
і , äîðіâíþâàòèìå ÷èñëó S. Ïðè ÿêèõ çíà÷åííÿõ 
6 çàäà÷à ìàє ðîçâ’ÿçêè?

15.�6. Îôіñ îáëàäíàíî ïðèëàäàìè îñâіòëåííÿ, ÿêі ñïîæèâà-
þòü 900 Âò ùîãîäèíè. Ùîäîáè ïðèëàäè ïðàöþþòü ïî 



199

Інтеграл та його застосування

10 ãîäèí. ßêùî çàìіíèòè їõ íà åíåðãîçáåðіãàþ÷і ïðèëàäè, òî âè-
òðàòè ñêîðîòÿòüñÿ íà 80 %. 

1) Ñêіëüêè Âò ïðîòÿãîì òèæíÿ (5 ðîáî÷èõ äíіâ) ìîæíà çà-
îùàäèòè, âèêîðèñòîâóþ÷è åíåðãîçáåðіãàþ÷і ïðèëàäè?
2) Ïðîåêòíà äіÿëüíіñòü. Äіçíàéòåñÿ òàðèô íà 1 êÂò · ãîä 
(1 êÂò = 1000 Âò) åëåêòðîåíåðãії. Îá÷èñëіòü, ñêіëüêè êîøòіâ 
ìîæíà çàîùàäèòè ïðîòÿãîì öèõ 5 äíіâ, ÿêùî âèêîðèñòîâó-
âàòè åíåðãîçáåðіãàþ÷і ïðèëàäè îñâіòëåííÿ.

15.��. (Íàöіîíàëüíà îëіìïіàäà ×åõîñëîâà÷÷èíè, 1956 ð.) 

Çíàéäіòü óñі ïàðè ÷èñåë (x; y), äå , , 

ùî є ðîçâ’ÿçêàìè ñèñòåìè ðіâíÿíü: 

1. ßêà ç òî÷îê íàëåæèòü ãðàôіêó ðіâíÿííÿ 2õ – 3ó  7?

À Á Â Ã Ä

(–2; 1) (2; –1) (–2; –1) (2; 1) æîäíà 
іç çàïðîïîíîâàíèõ

2. ×èñëà 4, õ і 1 є ïîñëіäîâíèìè ÷ëåíàìè ãåîìåòðè÷íîї 
ïðîãðåñії. Çíàéäіòü õ.

À Á Â Ã Ä

2,5 2 2 àáî –2 0 âèçíà÷èòè 
íåìîæëèâî

3. Ìíîæèíîþ çíà÷åíü ôóíêöії ó = 2õ + 1 є ïðîìіæîê...

À Á Â Ã Ä

[0; +u) (–u; +u) (0; +u) (1; +u) [1; +u)

4. Äëÿ ôóíêöії f(x) = sinx óêàæіòü ïåðâіñíó, ÿêà ïðîõî-
äèòü ÷åðåç òî÷êó (π; 2).

À Á Â Ã Ä

–cosx –cosx + 2 –cosx + 1 sinx + 1 cosx + 3

1. ßêà ç òî÷îê íàëåæèòü ãðàôіêó ðіâíÿííÿ 2õ – 3ó  7?

À Á Â Ã Ä

(–2; 1) (2; –1) (–2; –1) (2; 1) æîäíà 
іç çàïðîïîíîâàíèõ

2. ×èñëà 4, õ і 1 є ïîñëіäîâíèìè ÷ëåíàìè ãåîìåòðè÷íîї 
ïðîãðåñії. Çíàéäіòü õ.

À Á Â Ã Ä

2,5 2 2 àáî –2 0 âèçíà÷èòè 
íåìîæëèâî

3. Ìíîæèíîþ çíà÷åíü ôóíêöії ó = 2= 2= õ + 1 є ïðîìіæîê...

À Á Â Ã Ä

[0; +u) (–u; +u) (0; +u) (1; +u) [1; +u)

4. Äëÿ ôóíêöії f(x) = sin= sin= x óêàæіòü ïåðâіñíó, ÿêà ïðîõî-
äèòü ÷åðåç òî÷êó (π; 2).

À Á Â Ã Ä

–cosx –cosx + 2 –cosx + 1 sinx + 1 cosx + 3

ПППЕРЕВІРТЕ СВОЮ КОМПЕТЕНТНІСТЬЕРЕВІРТЕ СВОЮ КОМПЕТЕНТНІСТЬ
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5. Óêàæіòü ðіâíÿííÿ, ùî ìàє áåçëі÷ ðîçâ’ÿçêіâ.

À Á Â

2(x – 1) = 2x – 2 sinx = –1,5 |x – 3| = 1

Ã Ä

x2 + 2x – 3 = 0

6. Îá÷èñëіòü 

À Á Â Ã Ä

 + 2 8 –  + 8 15

7. Óñòàíîâіòü âіäïîâіäíіñòü ìіæ ôîðìóëîþ ôóíêöії (1–4) 
і êðèòè÷íèìè òî÷êàìè öієї ôóíêöії (À–Ä).

Ôóíêöіÿ Êðèòè÷íі òî÷êè ôóíêöії

1

2

3

4

À

Á

Â

Ã

Ä

ôóíêöіÿ íå ìàє êðèòè÷íèõ òî÷îê

–1

0

1

2

�. Çíàéäіòü íàéáіëüøå çíà÷åííÿ ôóíêöії 

ßêùî ôóíêöіÿ íå ìàє íàéáіëüøîãî çíà÷åííÿ, òî çàïèøіòü 
ó âіäïîâіäü ÷èñëî 100.

9. Ó ÿùèêó 7 áіëèõ, 5 ÷îðíèõ і êіëüêà æîâòèõ êóëüîê. 
Çíàé äіòü, ñêіëüêè âñüîãî êóëüîê ó ÿùèêó, ÿêùî éìîâіð-
íіñòü âèòÿãíóòè íàâìàííÿ æîâòó êóëüêó äîðіâíþє 0,25.

ДОМАШНЯ САМОСТІЙНА РОБОТА № ͻ
Êîæíå çàâäàííÿ ìàє ïî ÷îòèðè âàðіàíòè âіäïîâіäі (À–Ã), ñå-

ðåä ÿêèõ ëèøå îäèí є ïðàâèëüíèì. Îáåðіòü ïðàâèëüíèé âàðіàíò 
âіäïîâіäі.

1. Îá÷èñëіòü іíòåãðàë .

À.      Á.      Â.      Ã.

5. Óêàæіòü ðіâíÿííÿ, ùî ìàє áåçëі÷ ðîçâ’ÿçêіâ.

À Á Â

2(x – 1) = 2x – 2 sinx = –1,5 |x – 3| = 1

Ã Ä

x2 + 2x – 3 = 0

6. Îá÷èñëіòü 

À Á Â Ã Ä

 + 2 8 –  + 8 15

7. Óñòàíîâіòü âіäïîâіäíіñòü ìіæ ôîðìóëîþ ôóíêöії (1–4) 
і êðèòè÷íèìè òî÷êàìè öієї ôóíêöії (À–Ä).

Ôóíêöіÿ Êðèòè÷íі òî÷êè ôóíêöії

1

2

3

4

À

Á

Â

Ã

Ä

ôóíêöіÿ íå ìàє êðèòè÷íèõ òî÷îê

–1

0

1

2

�. Çíàéäіòü íàéáіëüøå çíà÷åííÿ ôóíêöії 

ßêùî ôóíêöіÿ íå ìàє íàéáіëüøîãî çíà÷åííÿ, òî çàïèøіòü 
ó âіäïîâіäü ÷èñëî 100.

9. Ó ÿùèêó 7 áіëèõ, 5 ÷îðíèõ і êіëüêà æîâòèõ êóëüîê. 
Çíàé äіòü, ñêіëüêè âñüîãî êóëüîê ó ÿùèêó, ÿêùî éìîâіð-
íіñòü âèòÿãíóòè íàâìàííÿ æîâòó êóëüêó äîðіâíþє 0,25.
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2. Çà ÿêîþ ôîðìóëîþ ìîæíà çíàéòè ïëîùó çàøòðèõîâàíîї íà 
ìàëþíêó 15.21 ôіãóðè?

À.       Á.

Â.       Ã.

       

            Ìàë. 15.21                  Ìàë. 15.22

3. Çíàéäіòü ïëîùó çàøòðèõîâàíîї ôіãóðè íà ìàëþíêó 15.22.

À. 4       Á.      Â.      Ã.

4. Îá÷èñëіòü іíòåãðàë .

À. –16     Á. –15     Â. –8      Ã. –12 
5. Îá÷èñëіòü çà äîïîìîãîþ âèçíà÷åíîãî іíòåãðàëó ïëîùó êðè-

âîëіíіéíîї òðàïåöії, îáìåæåíîї ëіíіÿìè ; ; ; 
.

À. 14      Á. 12      Â.      Ã. 16

6. Çíàéäіòü îá’єì òіëà, ùî óòâîðèëîñÿ âíàñëіäîê îáåðòàííÿ 
íàâêîëî îñі àáñöèñ êðèâîëіíіéíîї òðàïåöії, îáìåæåíîї ëіíіÿìè 
y = x; y = 0; x = 1; x = 4.

À.     Á.       Â.      Ã.

�. Îá÷èñëіòü .

À. 128     Á. 510      Â. 512     Ã. 127 
�. Çíàéäіòü ïëîùó ôіãóðè, îáìåæåíîї ëіíіÿìè y = 6x і y = 2x2. 
À. 9       Á. 27       Â. 18      Ã. 12 
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�. Îá÷èñëіòü іíòåãðàë , âèêîðèñòîâóþ÷è éîãî ãåî-

ìåòðè÷íèé çìіñò.

À.      Á.        Â.        Ã.

1�. Çíàéäіòü , ÿêùî 

À. 96,8    Á. 109,2     Â. 97,2     Ã. 108,8 

11. Îá÷èñëіòü іíòåãðàë . 

À.       Á.        Â.        Ã.

12. Çíàéäіòü ïëîùó ôіãóðè, îáìåæåíîї ïàðàáîëîþ , 
äîòè÷íîþ, ïðîâåäåíîþ äî íåї ó òî÷öі ç àáñöèñîþ x = 3, і âіññþ 
îðäèíàò.

À. 9       Á. 12       Â. 8       Ã. 6 

ЗАВДАННЯ ДЛЯ ПЕРЕВІРКИ ЗНАНЬ ДО §§ 1ͺ–1ͻ

1. Îá÷èñëіòü іíòåãðàë: 1) ;     2) .

2. Çà ÿêîþ ôîðìóëîþ ìîæíà çíàéòè ïëîùó çàøòðèõîâàíîї ôі-
ãóðè, çîáðàæåíîї íà ìàëþíêó 15.23?

        

         Ìàë. 15.23                     Ìàë. 15.24

3. Çíàéäіòü ïëîùó çàøòðèõîâàíîї ôіãóðè (ìàë. 15.24).

4. Îá÷èñëіòü іíòåãðàë: 

1) ;      2) .
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5. Îá÷èñëіòü çà äîïîìîãîþ âèçíà÷åíîãî іíòåãðàëó ïëîùó êðè-
âîëіíіéíîї òðàïåöії, îáìåæåíîї ëіíіÿìè y = ex, y = 0, x = 0, x = 3.

6. Çíàéäіòü îá’єì òіëà, óòâîðåíîãî îáåðòàííÿì íàâêîëî îñі 
àáñöèñ êðèâîëіíіéíîї òðàïåöії, îáìåæåíîї ëіíіÿìè y = x2, y = 0, 
x = 3.

�. Îá÷èñëіòü іíòåãðàë: 1) ;     2) .

�. Çíàéäіòü ïëîùó ôіãóðè, îáìåæåíîї ëіíіÿìè y = 2x2 і y = 4x. 

�. Çíàéäіòü , ÿêùî 

Äîäàòêîâі çàâäàííÿ

1�. Îá÷èñëіòü іíòåãðàë , âèêîðèñòîâóþ÷è éîãî 

ãåî ìåòðè÷íèé çìіñò.

11. Çíàéäіòü ïëîùó ôіãóðè, îáìåæåíîї ïàðàáîëîþ , 
äîòè÷íîþ, ïðîâåäåíîþ äî íåї â òî÷öі ç àáñöèñîþ x = 1, і âіñ-
ñþ îðäèíàò.

ВПРАВИ ДЛЯ ПОВТОРЕННЯ РОЗДІЛУ 2
До § 11

1. ßêі ç ôóíêöіé є ïåðâіñíèìè äëÿ ôóíêöії f(x) = 5:

1) F(x) = 5x2;    2) F(x) = 5x;   3) F(x) = 0;   4) F(x) = 5[ – 7?
2. Âіäîìî, ùî (x2)′ = 2x. Çàïèøіòü òðè äîâіëüíі ïåðâіñíі äëÿ 

ôóíêöії f(x) = x2.

3. Äîâåäіòü, ùî ôóíêöіÿ F(x) є ïåðâіñíîþ äëÿ ôóíêöії f(x) 
íà (–u; +u):

1) F(x) = x5 – 4x + 7, I(x) = 5x4 – 4;
2) F(x) = e3x – cosx, f(x) = 3e3x + sinx;
3) F(x) = 12 + sin3x, f(x) = 3cos3x;
4) F(x) = exsinx, f(x) = ex(sinx + cosx).
4. Äîâåäіòü, ùî ôóíêöіÿ F(x) є ïåðâіñíîþ äëÿ ôóíêöії f(x) íà 

äàíîìó ïðîìіæêó:

1) F(x) = tgx + ctgx, , ;

2) , , x ∈ (0; +u).

5. ×è ïðàâèëüíî çíàéäåíî íåâèçíà÷åíèé іíòåãðàë:

1) 7[G[ = 7 + C;     2) cos[G[ = sinx + C?

1) 

ôóíêöії 
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6. Ïîêàæіòü, ùî ôóíêöіÿ f(x) = x4 + 3 є ðîçâ’ÿçêîì äèôåðåí-
öіàëüíîãî ðіâíÿííÿ y′ = 4x3.

7. Äîâåäіòü, ùî ôóíêöіÿ F(x) є ïåðâіñíîþ äëÿ ôóíêöії f(x) íà R.
1) F(x) = (5x3 – 7)4, f(x) = 60x2(5x3 – 7)3;

2) , 

�. Äîâåäіòü, ùî ôóíêöіÿ F(x) є ïåðâіñíîþ äëÿ ôóíêöії f(x) íà 
âêàçàíîìó ïðîìіæêó:

1) , , x ∈ (0; +u);

2) , , x ∈ (–u; 0).

9. ×è є ôóíêöіÿ F(x) ïåðâіñíîþ äëÿ ôóíêöії f(x) íà âêàçàíî-
ìó ïðîìіæêó:

1) F(x) = 2x + tg4x, , ;

2) , , x ∈ (0; +u);

3) F(x) = 3x2 – ctg2x, , ;

4) F(x) = (3x2 + 7)5, f(x) = 30x(3x2 + 7)4, x ∈ (–u; +u)?

1�. Ïîêàæіòü, ùî ôóíêöіÿ y = 5e2x є ðîçâ’ÿçêîì äèôåðåíöі-
àëüíîãî ðіâíÿííÿ y′ – 2y = 0.

11. Äîâåäіòü, ùî ôóíêöіÿ F(x) = x3|x| є ïåðâіñíîþ äëÿ ôóíê-
öії f(x) = 4x2|x| íà ïðîìіæêó (–u; +u).

12. ×è є ðîçâ’ÿçêîì äèôåðåíöіàëüíîãî ðіâíÿííÿ x4y′ = –3 
ôóíê öіÿ:

1)      2)      3)      4) ?

13. ×è є ôóíêöіÿ F(x) = |[ – 3| ïåðâіñíîþ äëÿ ôóíêöії f(x) = 1, 
ÿêùî x ∈ [0; 4]?

До § 12
14. Çíàéäіòü çàãàëüíèé âèãëÿä ïåðâіñíèõ äëÿ ôóíêöії:

1) I(x) = –5;    2) I(x) = ex;    3) I(x) = x5;    4)

15. Çíàéäіòü íåâèçíà÷åíèé іíòåãðàë:

1) x–8dx;         2) sinxdx.

öіàëüíîãî ðіâíÿííÿ 

1) 

àëüíîãî ðіâíÿííÿ 

1)
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16. Çíàéäіòü òðè ðіçíі ïåðâіñíі äëÿ ôóíêöії:

1)        2) 

Çíàéäіòü çàãàëüíèé âèãëÿä ïåðâіñíèõ äëÿ ôóíêöії (1�–1�):

17. 1) f(x) = 3 · 2x;           2) 

    3) f(x) = 3x 8;            4) f(x) = –7cosx.

1�. 1) f(x) = x7 + x2;         2) f(x) = 4x3 – 2x + 7;

    3) f(x) = 10x4 + 12x5;     4) 

19. Çíàéäіòü íåâèçíà÷åíèé іíòåãðàë:

1)                2) (2cosx – 3sinx)dx.

2�. Äëÿ ôóíêöії f(x) çíàéäіòü ïåðâіñíó F(x), ÿêà íàáóâàє äà-
íîãî çíà÷åííÿ â äàíіé òî÷öі:

1) f(x) = 4x3; F(–1) = 3;       2) 

21. Äëÿ ôóíêöії f(x) çíàéäіòü ïåðâіñíó, ãðàôіê ÿêîї ïðîõî-
äèòü ÷åðåç òî÷êó À:

1) f(x) = ex; A(0; 7);          2) f(x) = cosx; 

22. Äëÿ ôóíêöії f(x) çíàéäіòü ïåðâіñíó F(x), ùî çàäîâîëüíÿє 
äàíó óìîâó:

1) ; F(1) = 3,9;       2) F(16) = 4.

23. Äëÿ ôóíêöії f(x) çíàéäіòü ïåðâіñíó, ãðàôіê ÿêîї ïðîõî-
äèòü ÷åðåç òî÷êó Â:

1) f(x) = 5x4 – 6x; B(1; 2);    2) B(4; 4).

24. Äëÿ ôóíêöії f(x) çíàéäіòü çàãàëüíèé âèãëÿä ïåðâіñíèõ:

1) f(x) = (2x + 3)4;      2) 

3) ;        4) 

25. Çíàéäіòü íåâèçíà÷åíèé іíòåãðàë: 

1)               2) 
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26. Äëÿ ôóíêöії f(x) çíàéäіòü ïåðâіñíó, ãðàôіê ÿêîї ïðîõî-
äèòü ÷åðåç òî÷êó Ñ:

1) ,       2) , Ñ(1; 2).

2�. Øâèäêіñòü ðóõó òî÷êè (â ì/ñ) çàäàíî ðіâíÿííÿì v(t) = 5 + 4t. 
Çíàéäіòü ðіâíÿííÿ ðóõó s = s(t) öієї òî÷êè, ÿêùî â ìîìåíò ÷àñó 
t = 1 ñ òî÷êà ïðîéøëà s = 10 ì.

2�. Äëÿ ôóíêöії f(x) çíàéäіòü çàãàëüíèé âèãëÿä ïåðâіñíèõ:

1)             2) 

2�. Äëÿ ôóíêöії  çíàéäіòü ïåðâіñíó, ÿêà ïðîõî-

äèòü ÷åðåç òî÷êó .

3�. Çíàéäіòü çàãàëüíèé âèãëÿä ïåðâіñíèõ äëÿ ôóíêöії f(x), 
ïîïåðåäíüî ñïðîñòèâøè її ôîðìóëó:

1) f(x) = 2sin3xcos3x;        2) 

3) f(x) = (2x2 + x)2;          4) .

31. Çíàéäіòü ïåðâіñíó äëÿ ôóíêöії f(x) = 5x4 + 2[ – 7, îäèí ç 
íóëіâ ÿêîї äîðіâíþє 2.

32. Òî÷êà ðóõàєòüñÿ ïî ïðÿìіé ç ïðèñêîðåííÿì a(t) = 7 + 2W 
(ì/ñ2). Ó ìîìåíò ÷àñó t = 2 ñ øâèäêіñòü òî÷êè áóëà 20 ì/ñ. ßêîþ 
áóëà øâèäêіñòü òî÷êè â ìîìåíò ÷àñó t = 1 ñ?

33. ×è ìîæíà ñòâåðäæóâàòè, ùî ïåðâіñíà äëÿ ïåðіîäè÷íîї 
ôóíêöії є òàêîæ ôóíêöієþ ïåðіîäè÷íîþ?

До § 13
34. Çíàéäіòü ïëîùó ôіãóðè, îáìåæåíîї ëіíіÿìè:

1) y = x; y = 0; x = 2; x = 4;    2) y = x3; y = 0; x = 2; x = 3;

3) ; y = 0; x = 0; ;

4) y = x2 + 2; y = 0; x = 0; x = 3.
35. Çíàéäіòü ïëîùó ôіãóðè, îáìåæåíîї äàíèìè ëіíіÿìè, ïîïå-

ðåäíüî âèêîíàâøè ñõåìàòè÷íèé ìàëþíîê:
1) y = x4; y = 0; x = 2;           2) y = 9 – x2; y = 0.
36. Çíàéäіòü ïëîùó ôіãóðè, îáìåæåíîї ëіíіÿìè:
1) y = ex; y = 0; x = –2; x = 0;     2) y = 3x; y = 0; x = 0; x = 2;
3) y = ex + 1; y = 0; x = –1; x = 2;
4) y = 5xln5; y = 0; x = 0; x = 1.

 1 ñ òî÷êà ïðîéøëà 

1) 

1) 



207

Інтеграл та його застосування

3�. Òіëî ðóõàєòüñÿ ïðÿìîëіíіéíî çі øâèäêіñòþ v(t) = 10 + 0,2W 
(ì/ñ). Çíàéäіòü ïåðåìіùåííÿ òіëà:

1) çà ïåðøі 3 ñ ïіñëÿ ïî÷àòêó âіäëіêó ÷àñó; 
2) çà іíòåðâàë ÷àñó ç t1 = 10 ñ äî t2 = 20 ñ.

Çíàéäіòü, ïîïåðåäíüî ñõåìàòè÷íî âèêîíàâøè ìàëþíîê, ïëî-
ùó ôіãóðè, îáìåæåíîї ëіíіÿìè (3�–3�):

3�. 1) y = x2 – 1, y = 0, x = –2;    2) y = x2 – 3x, y = 0, x = 6;

    3) , y = 0, x = 16;       4) , y = 0, x = 0.

3�. 1) y = cos2x, y = 0, , ;

    2) , y = 0, x = 2π, x = 4π;

    3) y = e3x+1, y = 0, x = 0, x = 1;

    4) , y = 0, x = 4, x = 7.

4�. Òіëî ðóõàєòüñÿ ïðÿìîëіíіéíî çі øâèäêіñòþ v(t) = 6W – 0,3t2 

(ì/ñ). Çíàéäіòü:
1) ïåðåìіùåííÿ òіëà âіä ïî÷àòêó ðóõó äî çóïèíêè;
2) ïðèñêîðåííÿ òіëà â ìîìåíò ÷àñó t = 5 ñ.

Çíàéäіòü, ïîïåðåäíüî âèêîíàâøè ñõåìàòè÷íèé ìàëþíîê, ïëîùó 
ôіãóðè, îáìåæåíîї ëіíіÿìè (41–42):

41. 1) , y = 0, x = –9, x = –4;

    2) y = |sinx|, y = 0, , 

42. y = 0, 

43. Òî÷êà ðóõàєòüñÿ ïðÿìîëіíіéíî ç ïðèñêîðåííÿì a(t) = 3t2 – 2t
(ì/ñ2). Çíàéäіòü ïåðåìіùåííÿ òî÷êè çà іíòåðâàë ÷àñó âіä t1 = 1 ñ 
äî t2 = 3 ñ, ÿêùî â ìîìåíò ÷àñó t = 2 ñ її øâèäêіñòü áóëà 10 ì/ñ.

До § 1ͺ
44. ×è ïðàâèëüíî çíàéäåíî âèçíà÷åíèé іíòåãðàë:

1)        2) 

3) 

4) 

2) çà іíòåðâàë ÷àñó ç 
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Îá÷èñëіòü іíòåãðàë (45–51):

45. 1)         2)        3) 

    4)       5)      6) 

46. 1)       2) 

     3)              4) 

4�.  1)      2) 

    3)       4) 

4�. 1)            2) 

4�. 1)        2)      3) 

    4)     5)      6) 

5�. 1)      2)      3)     4) 

51. 1)     2) 

52. Îá÷èñëіòü, âèêîðèñòîâóþ÷è ãåîìåòðè÷íèé çìіñò іíòåãðàëà:

1)          2) 
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Інтеграл та його застосування

53. Îá÷èñëіòü іíòåãðàë:

1)         2) 

3)           4) 

54. Çíàéäіòü  ÿêùî 

55. Îá÷èñëіòü 

56. Îá÷èñëіòü іíòåãðàë  âèêîðèñòîâóþ÷è éîãî 

ãåîìåòðè÷íèé çìіñò.

5�. Ïðè ÿêîìó çíà÷åííі ïàðàìåòðà a çíà÷åííÿ іíòåãðàëà 

 áóäå íàéáіëüøèì?

До § 1ͻ
5�. Çíàéäіòü ïëîùó ôіãóðè, çîáðàæåíîї íà: 

1) ìàëþíêó 15.25;     2) ìàëþíêó 15.26.

          

            Ìàë. 15.25               Ìàë. 15.26

5�. Òіëî ðóõàєòüñÿ âçäîâæ îñі àáñöèñ ïіä äієþ ñèëè, ïðîåê-
öіþ ÿêîї íà öþ âіñü ìîæíà çàäàòè ôîðìóëîþ f(x) = 3x2 – 2x. 
Çíàé äіòü ðîáîòó, ÿêó âèêîíàє öÿ ñèëà ïðè ïåðåìіùåííі òіëà 
ç òî÷êè ç àáñöèñîþ 2 ó òî÷êó ç àáñöèñîþ 5.

6�. Çíàéäіòü îá’єì òіëà, ùî óòâîðèòüñÿ âíàñëіäîê îáåðòàííÿ 
íàâêîëî îñі àáñöèñ êðèâîëіíіéíîї òðàïåöії, îáìåæåíîї ëіíіÿìè:

1) y = x, y = 0, x = 1, x = 3;       2) y = x3, y = 0, x = 2.

1) ìàëþíêó 15.25;     2) ìàëþíêó 15.26.
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РОЗДІЛ �

Çíàéäіòü ïëîùó ôіãóðè, îáìåæåíîї ëіíіÿìè (61–62):
61. 1) y = x2 і \ = –2x;         2) y = 3 – x2 і y = 2x;
    3) y = 5 – x2 і y = 1;        4) y = 3x2 і y = 1 – 2x;
    5) y = x2 і y = 2 – x2;  
    6) y = x2 + 4x; y = 5 і x = 0 çà óìîâè, ùî x I 0.
62. 1) y = 3x, y = 9x, x = 1;     2) \ = ex, y = 1, x = 2;

    3) , x = 4, y = 4;      4) і y = 9 – x.

63. Çíàéäіòü îá’єì òіëà, ùî óòâîðèòüñÿ âíàñëіäîê îáåðòàííÿ 
íàâêîëî îñі àáñöèñ êðèâîëіíіéíîї òðàïåöії, îáìåæåíîї ëіíіÿìè:

1) , y = 0, x = 0, 

2) y = 2x – 1, y = 0, x = 1, x = 4.
64. Ñèëà â 4 Í ðîçòÿãóє ïðóæèíó íà 1 ñì. ßêó ðîáîòó òðåáà 

âèêîíàòè, ùîá ðîçòÿãíóòè ïðóæèíó íà 10 ñì?

Çíàéäіòü ïëîùó ôіãóðè, îáìåæåíîї ëіíіÿìè (65–66):

65. 1) y = –sinx, y = 2sinx, , x = 0;

    2)  і 

66. y = 8x, y = 2–x і y = 8.

Çíàéäіòü îá’єì òіëà, ùî óòâîðèëîñÿ âíàñëіäîê îáåðòàííÿ íàâêîëî 
îñі àáñöèñ ôіãóðè, îáìåæåíîї ëіíіÿìè (6�–6�):

6�. , y = 2 і x = 8.

6�. y = x, , , y = 2, y = 0.

Çіíàїäà ãâàíіâíà Ñëèïêàíü (1931–2006) 
â 1949 ðîöі ðàçîì ç áàòüêàìè îñåëèëàñÿ 
ó ì. Ìåëіòîïîëü (Çàïîðіçüêà îáëàñòü), 

äå ç âіäçíàêîþ çàêіí÷èëà ôіçèêî-ìàòåìàòè÷íèé ôàêóëüòåò 
ïåäіíñòèòóòó é óñå ñâîє ïîäàëüøå æèòòÿ ïðèñâÿòèëà ïåäà-
ãîãіöі é ìàòåìàòèöі. Ó Êèєâі çàõèñòèëà êàíäèäàòñüêó äèñåð-
òàöіþ ç ïåäàãîãіêè. Ç 1988 ðîêó ïðîôåñîð 
êàôåäðè ìåòîäèêè ìàòåìàòèêè. Ïåðøà 
æіíêà, ÿêà çà ÷àñіâ іñíóâàííÿ ÑÐÑÐ çàõè-
ñòèëà äîêòîðñüêó äèñåðòàöіþ ç ïåäàãîãі÷-
íèõ íàóê. Êðіì áàãàòüîõ îïóáëіêîâàíèõ 
íàóêîâèõ ïðàöü ç ìåòîäèêè íàâ÷àííÿ ìà-
òåìàòèêè ÿê øêîëÿðіâ, òàê і ñòóäåíòіâ, 
є ñïіâàâòîðîì ïіäðó÷íèêà ç àëãåáðè і ïî-
÷àòêіâ àíàëіçó äëÿ 10–11 êëàñіâ, çà ÿêèì 
ïðîòÿãîì äåñÿòêà ðîêіâ íàâ÷àëèñÿ óêðàїí-
ñüêі øêîëÿðі.

Çíàéäіòü îá’єì òіëà, ùî óòâîðèëîñÿ âíàñëіäîê îáåðòàííÿ íàâêîëî Çíàéäіòü îá’єì òіëà, ùî óòâîðèëîñÿ âíàñëіäîê îáåðòàííÿ íàâêîëî 

Çіíàїäà ãâàíіâíà Ñëèïêàíü (1931–2006) 
â 1949 ðîöі ðàçîì ç áàòüêàìè îñåëèëàñÿ 
ó ì. Ìåëіòîïîëü (Çàïîðіçüêà îáëàñòü), 

äå ç âіäçíàêîþ çàêіí÷èëà ôіçèêî-ìàòåìàòè÷íèé ôàêóëüòåò 
ïåäіíñòèòóòó é óñå ñâîє ïîäàëüøå æèòòÿ ïðèñâÿòèëà ïåäà-
ãîãіöі é ìàòåìàòèöі. Ó Êèєâі çàõèñòèëà êàíäèäàòñüêó äèñåð-
òàöіþ ç ïåäàãîãіêè. Ç 1988 ðîêó ïðîôåñîð 
êàôåäðè ìåòîäèêè ìàòåìàòèêè. Ïåðøà 
æіíêà, ÿêà çà ÷àñіâ іñíóâàííÿ ÑÐÑÐ çàõè-
ñòèëà äîêòîðñüêó äèñåðòàöіþ ç ïåäàãîãі÷-
íèõ íàóê. Êðіì áàãàòüîõ îïóáëіêîâàíèõ 
íàóêîâèõ ïðàöü ç ìåòîäèêè íàâ÷àííÿ ìà-
òåìàòèêè ÿê øêîëÿðіâ, òàê і ñòóäåíòіâ, 
є ñïіâàâòîðîì ïіäðó÷íèêà ç àëãåáðè і ïî-
÷àòêіâ àíàëіçó äëÿ 10–11 êëàñіâ, çà ÿêèì 
ïðîòÿãîì äåñÿòêà ðîêіâ íàâ÷àëèñÿ óêðàїí-
ñüêі øêîëÿðі.

÷àòêіâ àíàëіçó äëÿ 10–11 êëàñіâ, çà ÿêèì 
ïðîòÿãîì äåñÿòêà ðîêіâ íàâ÷àëèñÿ óêðàїí-
÷àòêіâ àíàëіçó äëÿ 10–11 êëàñіâ, çà ÿêèì 

ïåäіíñòèòóòó é óñå ñâîє ïîäàëüøå æèòòÿ ïðèñâÿòèëà ïåäà-
ãîãіöі é ìàòåìàòèöі. Ó Êèєâі çàõèñòèëà êàíäèäàòñüêó äèñåð-
òàöіþ ç ïåäàãîãіêè. Ç 1988 ðîêó ïðîôåñîð òàöіþ ç ïåäàãîãіêè. Ç 1988 ðîêó ïðîôåñîð òàöіþ ç ïåäàãîãіêè. Ç 1988 ðîêó ïðîôåñîð òàöіþ ç ïåäàãîãіêè. Ç 1988 ðîêó ïðîôåñîð 
êàôåäðè ìåòîäèêè ìàòåìàòèêè. Ïåðøà 
òàöіþ ç ïåäàãîãіêè. Ç 1988 ðîêó ïðîôåñîð 
êàôåäðè ìåòîäèêè ìàòåìàòèêè. Ïåðøà 
æіíêà, ÿêà çà ÷àñіâ іñíóâàííÿ ÑÐÑÐ çàõè-
ñòèëà äîêòîðñüêó äèñåðòàöіþ ç ïåäàãîãі÷-

òàöіþ ç ïåäàãîãіêè. Ç 1988 ðîêó ïðîôåñîð òàöіþ ç ïåäàãîãіêè. Ç 1988 ðîêó ïðîôåñîð 
êàôåäðè ìåòîäèêè ìàòåìàòèêè. Ïåðøà 
æіíêà, ÿêà çà ÷àñіâ іñíóâàííÿ ÑÐÑÐ çàõè-
ñòèëà äîêòîðñüêó äèñåðòàöіþ ç ïåäàãîãі÷-

òàöіþ ç ïåäàãîãіêè. Ç 1988 ðîêó ïðîôåñîð òàöіþ ç ïåäàãîãіêè. Ç 1988 ðîêó ïðîôåñîð 
êàôåäðè ìåòîäèêè ìàòåìàòèêè. Ïåðøà 
æіíêà, ÿêà çà ÷àñіâ іñíóâàííÿ ÑÐÑÐ çàõè-æіíêà, ÿêà çà ÷àñіâ іñíóâàííÿ ÑÐÑÐ çàõè-æіíêà, ÿêà çà ÷àñіâ іñíóâàííÿ ÑÐÑÐ çàõè-
ñòèëà äîêòîðñüêó äèñåðòàöіþ ç ïåäàãîãі÷-ñòèëà äîêòîðñüêó äèñåðòàöіþ ç ïåäàãîãі÷-
íèõ íàóê. Êðіì áàãàòüîõ îïóáëіêîâàíèõ íèõ íàóê. Êðіì áàãàòüîõ îïóáëіêîâàíèõ íèõ íàóê. Êðіì áàãàòüîõ îïóáëіêîâàíèõ 

є ñïіâàâòîðîì ïіäðó÷íèêà ç àëãåáðè і ïî-є ñïіâàâòîðîì ïіäðó÷íèêà ç àëãåáðè і ïî-
òåìàòèêè ÿê øêîëÿðіâ, òàê і ñòóäåíòіâ, òåìàòèêè ÿê øêîëÿðіâ, òàê і ñòóäåíòіâ, 
íàóêîâèõ ïðàöü ç ìåòîäèêè íàâ÷àííÿ ìà-íàóêîâèõ ïðàöü ç ìåòîäèêè íàâ÷àííÿ ìà-íàóêîâèõ ïðàöü ç ìåòîäèêè íàâ÷àííÿ ìà-
íèõ íàóê. Êðіì áàãàòüîõ îïóáëіêîâàíèõ íèõ íàóê. Êðіì áàãàòüîõ îïóáëіêîâàíèõ íèõ íàóê. Êðіì áàãàòüîõ îïóáëіêîâàíèõ íèõ íàóê. Êðіì áàãàòüîõ îïóáëіêîâàíèõ íèõ íàóê. Êðіì áàãàòüîõ îïóáëіêîâàíèõ 
ñòèëà äîêòîðñüêó äèñåðòàöіþ ç ïåäàãîãі÷-

ãîãіöі é ìàòåìàòèöі. Ó Êèєâі çàõèñòèëà êàíäèäàòñüêó äèñåð-
ïåäіíñòèòóòó é óñå ñâîє ïîäàëüøå æèòòÿ ïðèñâÿòèëà ïåäà-
äå ç âіäçíàêîþ çàêіí÷èëà ôіçèêî-ìàòåìàòè÷íèé ôàêóëüòåò äå ç âіäçíàêîþ çàêіí÷èëà ôіçèêî-ìàòåìàòè÷íèé ôàêóëüòåò äå ç âіäçíàêîþ çàêіí÷èëà ôіçèêî-ìàòåìàòè÷íèé ôàêóëüòåò äå ç âіäçíàêîþ çàêіí÷èëà ôіçèêî-ìàòåìàòè÷íèé ôàêóëüòåò äå ç âіäçíàêîþ çàêіí÷èëà ôіçèêî-ìàòåìàòè÷íèé ôàêóëüòåò äå ç âіäçíàêîþ çàêіí÷èëà ôіçèêî-ìàòåìàòè÷íèé ôàêóëüòåò äå ç âіäçíàêîþ çàêіí÷èëà ôіçèêî-ìàòåìàòè÷íèé ôàêóëüòåò äå ç âіäçíàêîþ çàêіí÷èëà ôіçèêî-ìàòåìàòè÷íèé ôàêóëüòåò 

íèõ íàóê. Êðіì áàãàòüîõ îïóáëіêîâàíèõ 
íàóêîâèõ ïðàöü ç ìåòîäèêè íàâ÷àííÿ ìà-
íèõ íàóê. Êðіì áàãàòüîõ îïóáëіêîâàíèõ 
íàóêîâèõ ïðàöü ç ìåòîäèêè íàâ÷àííÿ ìà-íàóêîâèõ ïðàöü ç ìåòîäèêè íàâ÷àííÿ ìà-íàóêîâèõ ïðàöü ç ìåòîäèêè íàâ÷àííÿ ìà-
òåìàòèêè ÿê øêîëÿðіâ, òàê і ñòóäåíòіâ, 
íàóêîâèõ ïðàöü ç ìåòîäèêè íàâ÷àííÿ ìà-
òåìàòèêè ÿê øêîëÿðіâ, òàê і ñòóäåíòіâ, òåìàòèêè ÿê øêîëÿðіâ, òàê і ñòóäåíòіâ, òåìàòèêè ÿê øêîëÿðіâ, òàê і ñòóäåíòіâ, 
є ñïіâàâòîðîì ïіäðó÷íèêà ç àëãåáðè і ïî-
òåìàòèêè ÿê øêîëÿðіâ, òàê і ñòóäåíòіâ, 
є ñïіâàâòîðîì ïіäðó÷íèêà ç àëãåáðè і ïî-
òåìàòèêè ÿê øêîëÿðіâ, òàê і ñòóäåíòіâ, 
є ñïіâàâòîðîì ïіäðó÷íèêà ç àëãåáðè і ïî-
òåìàòèêè ÿê øêîëÿðіâ, òàê і ñòóäåíòіâ, 
є ñïіâàâòîðîì ïіäðó÷íèêà ç àëãåáðè і ïî-є ñïіâàâòîðîì ïіäðó÷íèêà ç àëãåáðè і ïî-
÷àòêіâ àíàëіçó äëÿ 10–11 êëàñіâ, çà ÿêèì 
є ñïіâàâòîðîì ïіäðó÷íèêà ç àëãåáðè і ïî-
÷àòêіâ àíàëіçó äëÿ 10–11 êëàñіâ, çà ÿêèì 
є ñïіâàâòîðîì ïіäðó÷íèêà ç àëãåáðè і ïî-
÷àòêіâ àíàëіçó äëÿ 10–11 êëàñіâ, çà ÿêèì 
є ñïіâàâòîðîì ïіäðó÷íèêà ç àëãåáðè і ïî-
÷àòêіâ àíàëіçó äëÿ 10–11 êëàñіâ, çà ÿêèì 

Óêðàїíêè ó ñâіòі
Óêðàїíêè ó ñâіòі
Óêðàїíêè ó ñâіòі
Óêðàїíêè ó ñâіòі
Óêðàїíêè ó ñâіòі
Óêðàїíêè ó ñâіòі
Óêðàїíêè ó ñâіòі
Óêðàїíêè ó ñâіòі
Óêðàїíêè ó ñâіòі
Óêðàїíêè ó ñâіòі
Óêðàїíêè ó ñâіòі
Óêðàїíêè ó ñâіòі
Óêðàїíêè ó ñâіòі
Óêðàїíêè ó ñâіòі
Óêðàїíêè ó ñâіòі
Óêðàїíêè ó ñâіòі
Óêðàїíêè ó ñâіòі
Óêðàїíêè ó ñâіòі
Óêðàїíêè ó ñâіòі
Óêðàїíêè ó ñâіòі
Óêðàїíêè ó ñâіòі
Óêðàїíêè ó ñâіòі
Óêðàїíêè ó ñâіòі
Óêðàїíêè ó ñâіòі
Óêðàїíêè ó ñâіòі
Óêðàїíêè ó ñâіòі
Óêðàїíêè ó ñâіòі
Óêðàїíêè ó ñâіòі
Óêðàїíêè ó ñâіòі
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ÐÎÇÄІË3 ÅËÅÌÅÍÒÈ 
¬ÎÌ£ІÍÀÒÎÐÈ¬È ÒÀ 

ÒÅÎÐІЇ «ÌÎÂІÐÍÎÑÒÅ«

 У ЦЬОМУ РОЗДІЛІ ВИ...
  пригадаєте поняття мноɠини, ймовірності випадковоʀ подіʀ� 

комɛінаторні правила суми і доɛутку�
  пɨɡɧаɣɨɦитеɫɹ з елементами комɛінаторики� аксіомами 

теоріʀ ймовірностей, операɰіями над подіями, умовноɸ ймо-
вірністɸ, випадковоɸ величиноɸ�

  ɧаɜɱитеɫɹ розв’язувати задачі з комɛінаторики� знаходити 
ймовірність випадковоʀ подіʀ, математичне сподівання ви-
падковоʀ величини.

МНОɀИНА 
ТА Ї Ї ЕɅЕМЕНТИ 

Ñïî÷àòêó ïðèãàäàєìî òà ðîçøèðèìî ïîíÿòòÿ ìíîæèíè.

Ðàíіøå ìè âæå ðîçãëÿäàëè ÷èñëîâі 
ìíîæèíè: íàòóðàëüíèõ ÷èñåë – N, öі-
ëèõ ÷èñåë – Z, ðà öіîíàëüíèõ ÷èñåë – Q, 

äіéñíèõ ÷èñåë – R.
Ïîíÿòòÿ ìíîæèíè â áіëüø øèðîêîìó ðîçóìіííі є îäíèì ç 

îñíîâíèõ ó ìàòåìàòèöі і òîìó íå ìîæå îçíà÷àòèñÿ ÷åðåç ÿêіñü 
åëåìåíòàðíі ïîíÿòòÿ. Áóäåìî ðîçóìіòè ïіä ïîíÿòòÿì ìíîæèíè 
ñóêóïíіñòü îá’єêòіâ áóäü-ÿêîї ïðèðîäè, à ñàìі îá’єêòè ïðè öüîìó 
áóäåìî íàçèâàòè åëåìåíòàìè ìíîæèíè.

ßê ïðàâèëî, ìíîæèíè ïîçíà÷àþòü âåëèêèìè ëàòèíñüêèìè ëі-
òåðàìè. ßêùî, íàïðèêëàä, ìíîæèíà À ñêëàäàєòüñÿ іç ÷è ñåë 1, 2, 
3, 4, òî öå çàïèñóþòü òàê: À = {1; 2; 3; 4}. ×èñëà 1, 2, 3, 4 – åëå-
ìåíòè ìíîæèíè À. Òîé ôàêò, ùî ÷èñëî 1 íàëåæèòü ìíîæèíі À, 
çàïèñóþòü çà äîïîìîãîþ âіäîìîãî íàì ñèìâîëà íàëåæíîñòі ∈, 
à ñàìå: 1 ∈ À. ßêùî ÷èñëî 5 íå íàëåæèòü ìíîæèíі À, öå çàïèñó-
þòü òàê: 5 À.

Ó ìàòåìàòèöі òàêîæ ðîçãëÿäàþòü ìíîæèíó, ÿêà íå ìіñòèòü 
æîäíîãî åëåìåíòà, òîáòî ïîðîæíþ ìíîæèíó. Її ïîçíà÷àþòü ñèì-
âîëîì . Òàê, íàïðèêëàä, ïîðîæíüîþ ìíîæèíîþ є ìíîæèíà 
äіéñíèõ êîðåíіâ ðіâíÿííÿ õ2 + 1 = 0.

МНОɀИНА МНОɀИНА 
ТА Ї Ї ЕɅЕМЕНТИ § 16. § 16. § 16. § 16. § 16. § 16. § 16. § 16. § 16. § 16. § 16. § 16. § 16. § 16. 

1. Ïîíÿòòÿ ìíîæèíè. 
Ïіäìíîæèíà
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ßêùî êîæåí åëåìåíò ìíîæèíè Â є åëåìåíòîì ìíîæèíè À, 
òî êàæóòü, ùî ìíîæèíà Â є ïіäìíîæèíîþ ìíîæèíè À.

Çàïèñóþòü öå çà äîïîìîãîþ ñèìâîëà ïіä-
ìíîæèíè: Â À, à ñõåìàòè÷íî ìîæíà ïðî-
іëþñòðóâàòè çà äîïîìîãîþ êðóãіâ Åéëåðà, ÿêі 
ùå íàçèâàþòü äіàãðàìàìè Åéëåðà–Âåííà
(ìàë. 16.1).

Íåõàé À = {1; 2; 3; 4}, Â = {1; 2}, 
Ñ = {4; 5}. Òîäі ìíîæèíà Â є ïіäìíîæèíîþ 

ìíîæèíè À, òîáòî Â À. Ìíîæèíà Ñ íå є ïіäìíîæèíîþ ìíîæè-
íè À, îñêіëüêè ìíîæèíà Ñ ìіñòèòü åëåìåíò 5, ÿêèé íå ìіñòèòü-
ñÿ â ìíîæèíі À.

Äëÿ âіäîìèõ íàì ÷èñëîâèõ ìíîæèí ìàєìî: N Z, 
Z Q, N Q, Z R òîùî.
Ââàæàþòü, ùî ïîðîæíÿ ìíîæèíà є ïіäìíîæèíîþ áóäü-ÿêîї 

ìíîæèíè.

Ðîçãëÿíåìî ìíîæèíè À = {1; 2; 3} 
і Â = {2; 3; 1}. Öі ìíîæèíè ñêëàäà-

þòüñÿ ç îäíèõ і òèõ ñàìèõ åëåìåíòіâ. Òàêі ìíîæèíè íàçèâàþòü 
ðіâíèìè і çàïèñóþòü òàê: À = Â.

Ìíîæèíè À і Â ìіñòÿòü ñêіí÷åííó êіëüêіñòü åëåìåíòіâ. Òàêі 
ìíîæèíè íàçèâàþòü ñêіí÷åííèìè, à ó ïðîòèëåæíîìó âèïàäêó –
íåñêіí÷åííèìè. Îòæå,

ñêіí÷åííі ìíîæèíè À і Â íàçèâàþòü ðіâíèìè, ÿêùî âîíè 
ñêëàäàþòüñÿ ç îäíèõ і òèõ ñàìèõ åëåìåíòіâ.

Îçíà÷åííÿ ðіâíèõ ìíîæèí (ÿê ñêіí÷åííèõ, òàê і íåñêіí÷åí-
íèõ) ìîæíà ñôîðìóëþâàòè і ÷åðåç ïîíÿòòÿ ïіäìíîæèíè:

äâі ìíîæèíè íàçèâàþòü ðіâíèìè, ÿêùî êîæíà ç íèõ є 
ïіäìíîæèíîþ іíøîї.

Ïîâåðíåìîñÿ äî ìíîæèí À = {1; 2; 3} 
і Â = {2; 3; 1}, ÿêі ìè âæå ðîçãëÿíóëè 
âèùå òà ç’ÿñóâàëè, ùî À = Â. Ïîìі÷à-

єìî, ùî ïîðÿäîê ðîçòàøóâàííÿ åëåìåíòіâ ó êîæíіé ç ìíîæèí A
і B ðіçíèé. Äëÿ ðіâíîñòі ìíîæèí ïîðÿäîê ðîçòàøóâàííÿ çíà÷åííÿ 
íå ìàє. Àëå ÷àñòî â ìàòåìàòèöі öåé ïîðÿäîê ìàє çíà÷åííÿ, òîáòî 
âàæëèâî, ÿêèé åëåìåíò ìíîæèíè ñòîїòü íà ïåðøîìó ìіñöі, 
ÿêèé – íà äðóãîìó, ÿêèé – íà òðåòüîìó і òàê ñàìî äàëі. Ìíî-
æèíè, äëÿ ÿêèõ ïîðÿäîê ðîçòàøóâàííÿ åëåìåíòіâ ìàє çíà÷åííÿ, 
íàçèâàþòü âïîðÿäêîâàíèìè. Äëÿ çàïèñó âïîðÿäêîâàíèõ ìíîæèí 
çàìіñòü ôіãóðíèõ äóæîê âèêîðèñòîâóþòü êðóãëі. ßêùî ìíî-
æèíè À і Â ðîçãëÿäàòè ÿê âïîðÿäêîâàíі, òî їõíіé çàïèñ âèãëÿäà-

ßêùî êîæåí åëåìåíò ìíîæèíè Â є åëåìåíòîì ìíîæèíè À, 
òî êàæóòü, ùî ìíîæèíà Â є ïіäìíîæèíîþ ìíîæèíè À.

РОЗДІЛ 3

ßêù
òî êàæóòü, ùî ìíîæèíà 

Ìàë. 16.1 Приклад 1.

Приклад 2.

2. Ðіâíіñòü ìíîæèí

ñêіí÷åííі ìíîæèíè À і Â íàçèâàþòü ðіâíèìè, ÿêùî âîíè 
ñêëàäàþòüñÿ ç îäíèõ і òèõ ñàìèõ åëåìåíòіâ.

íåñêіí÷åííèìè

Îçíà÷åííÿ ðіâíèõ ìíîæèí (ÿê ñêіí÷åííèõ, òàê і íåñêіí÷åí-

ñêіí
ñêëàäàþòüñÿ ç îäíèõ і òèõ ñàìèõ åëåìåíòіâ.

äâі ìíîæèíè íàçèâàþòü ðіâíèìè, ÿêùî êîæíà ç íèõ є 
ïіäìíîæèíîþ іíøîї.

íèõ) ìîæíà ñôîðìóëþâàòè і ÷åðåç ïîíÿòòÿ ïіäìíîæèíè:

äâі ìíîæèíè íàçèâàþòü ðіâíèìè, ÿêùî êîæíà ç íèõ є 
ïіäìíîæèí

3. �ïîðÿäêîâàíі 
ìíîæèíè
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òèìå òàê: À = (1; 2; 3) і Â = (2; 3; 1). Ó öüîìó âèïàäêó âîíè âæå 
íå áóäóòü ðіâíèìè, òîáòî A ≠ B, îñêіëüêè äëÿ ðіâíîñòі âïîðÿäêî-
âàíèõ ìíîæèí âàæëèâèì є ùå é ïîðÿäîê ðîçòàøóâàííÿ åëåìåí-
òіâ ó ìíîæèíі, ÿêèé íàäàëі â òåîðії ìíîæèí і çàäà÷àõ ç êîìáіíà-
òîðèêè êîðîòêî íàçèâàòèìåìî ïîðÿäêîì åëåìåíòіâ.

Íåâïîðÿäêîâàíі ìíîæèíè ìîæíà âïîðÿäêîâóâàòè çà ðіçíèìè 
ïðàâèëàìè.

Äàíî íåâïîðÿäêîâàíó ìíîæèíó À = {2; –1; 4}. Óïî-
ðÿäêóâàòè ìíîæèíó A çà: 1) çðîñòàííÿì; 2) ñïàäàííÿì; 3) çðîñ-
òàííÿì ìîäóëіâ її åëåìåíòіâ.
Ð î ç â ’ ÿ ç à í í ÿ. 1) B = (–1; 2; 4);     2) C = (4; 2; –1); 
3) D = (–1; 2; 4). Çàóâàæèìî, ùî, íàïðèêëàä, B ≠ C, àëå B = D.

 Що розуміють під поняттям множини?  Що називають елемен-
тами множини?  Що таке порожня множина?  Коли множину ȼ
називають підмножиною множини Ⱥ?  Які скінченні множини 
називають рівними?  Сформулюйте означення рівних множин 
через поняття підмножини.  Які множини називають впорядко-
ваними?

Ðîçâ’ÿæiòü çàäà÷i òà âèêîíàéòå âïðàâè
16.1. (Óñíî). Íàâåäіòü ïðèêëàäè ñêіí÷åííèõ і íåñêіí÷åííèõ 
ìíîæèí.

16.2. (Óñíî). Íàçâіòü åëåìåíòè ìíîæèíè:
1) À = {7; 5; 9; 11};       2) Â = {*; {; }.

Äî ÿêèõ âіäîìèõ ÷èñëîâèõ ìíîæèí (N, Z, Q àáî R) íàëåæàòü 
÷èñëà (16.3 –16.4):

16.3.  1) 8,2;     2)     3) 0;     4) π;

 5)      6) –6;     7)      8) 13?

16.4.  1) –7,2;    2)      3) å;     4) 10;

 5)      6)       7) –5;   8) 111,2?

Çàïèøіòü ìíîæèíó (òà íàçâіòü óñі її åëåìåíòè) (16.5–16.6):
16.5. 1) Îäíîöèôðîâèõ íåïàðíèõ íàòóðàëüíèõ ÷èñåë;

 2) ïàðíèõ íàòóðàëüíèõ ÷èñåë, ìåíøèõ çà ÷èñëî 20;
 3) áóêâ ñëîâà «àòîì»;
 4) äíіâ òèæíÿ.

16.6. 1) Äâîöèôðîâèõ íàòóðàëüíèõ ÷èñåë, êðàòíèõ ÷èñëó 33;
 2) íåïàðíèõ íàòóðàëüíèõ ÷èñåë, ìåíøèõ çà ÷èñëî 15;
 3) áóêâ ñëîâà «çèìà»;       
 4) ìіñÿöіâ ðîêó.

Приклад 3.

 Що розуміють під поняттям множини?  Що називають елемен-
тами множини?  Що таке порожня множина?  Коли множину ȼ
називають підмножиною множини Ⱥ?  Які скінченні множини 
називають рівними?  Сформулюйте означення рівних множин 
через поняття підмножини.  Які множини називають впорядко-
ваними?

тами множини? 
називають підмножиною множини 
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16.7. Ìíîæèíà À ñêëàäàєòüñÿ ç êîðåíіâ ðіâíÿííÿ cosx = 3. Ùî 
öå çà ìíîæèíà?

16.8. Ìíîæèíà Â ñêëàäàєòüñÿ ç êîðåíіâ ðіâíÿííÿ |x| + 5 = 0. Ùî 
öå çà ìíîæèíà?

16.9. (Óñíî). Íàâåäіòü ïðèêëàäè ïîðîæíіõ ìíîæèí.

×è ïðàâèëüíå òâåðäæåííÿ (16.10–16.11):

16.10. 1) N Z;     2) Q Z;     3) N R;    4) R Q?

16.11. 1) Q N;    2) N Q;    3) Z R;     4) R N?

16.12. Óêàæіòü õàðàêòåðíó âëàñòèâіñòü ìíîæèíè:
1) À = {2; 4; 6; 8; 10; 12};
2) Â = {äî; ðå; ìі; ôà; ñîëü; ëÿ; ñі}?

16.13. ×è ïðàâèëüíî, ùî À Â, ÿêùî:
1) À = {1}; Â = {1; 8; 7};       2) À = {*; !}; Â = {*; {; };
3) À = ; Â = {à; á; â};         4) À = {P; L; Q}; Â = {P};
5) À – ìíîæèíà ïðîñòèõ ÷èñåë; Â – ìíîæèíà öіëèõ ÷èñåë;
6) À – ìíîæèíà íàòóðàëüíèõ ÷èñåë; Â – ìíîæèíà íàòóðàëü-
íèõ ÷èñåë, êðàòíèõ ÷èñëó 10?

16.14. ×è ïðàâèëüíî, ùî Ñ D, ÿêùî:

1) Ñ = {7; 8}; D = {7; 9; 10};    2) Ñ = {{; }; D = {*; {; ; };
3) Ñ = {2; 7; 13}; D = ;       4) Ñ = {À; Á; Â}; D = {À; Á; Â}?

16.15. Ìíîæèíà Ñ ñêëàäàєòüñÿ ç ðîçâ’ÿçêіâ ðіâíÿííÿ 
|õ| – 1 = 0, à ìíîæèíà D – ç ðîçâ’ÿçêіâ ðіâíÿííÿ õ2 – 1 = 0. 
×è ïðàâèëüíî, ùî Ñ є ïіäìíîæèíîþ D? À íàâïàêè?

16.16. Ìíîæèíà Â ñêëàäàєòüñÿ ç ðîçâ’ÿçêіâ ðіâíÿííÿ õ2 – 3õ – 10 = 0, 
à ìíîæèíà À ç ðîçâ’ÿçêіâ ðіâíÿííÿ (õ – 5)(õ + 2) = 0. ×è ïðà-
âèëüíî, ùî Â є ïіäìíîæèíîþ À? À íàâïàêè?

16.17. Óïîðÿäêóéòå åëåìåíòè ìíîæèíè À = {–2; 9; 7}:
1) çà çðîñòàííÿì;             2) çà ñïàäàííÿì; 
3) çà çðîñòàííÿì їõ ìîäóëіâ;    4) çà ñïàäàííÿì їõ ìîäóëіâ.
×è є ñåðåä öèõ âïîðÿäêîâàíèõ ìíîæèí ðіâíі ìіæ ñîáîþ âïî-
ðÿäêîâàíі ìíîæèíè?

16.18. Óïîðÿäêóéòå åëåìåíòè ìíîæèíè Â = {2; –1; 7}:
1) çà çðîñòàííÿì;             2) çà ñïàäàííÿì; 
3) çà çðîñòàííÿì їõ ìîäóëіâ;    4) çà ñïàäàííÿì їõ ìîäóëіâ.
×è є ñåðåä öèõ âïîðÿäêîâàíèõ ìíîæèí ðіâíі ìіæ ñîáîþ âïî-
ðÿäêîâàíі ìíîæèíè?

16.19. Çàïèøіòü óñі ïіäìíîæèíè ìíîæèíè Ñ = {4; 5; 6}, ùî ñêëà-
äàþòüñÿ ç:
1) îäíîãî åëåìåíòà;     2) äâîõ åëåìåíòіâ;
3) òðüîõ åëåìåíòіâ.

16.20. Çàïèøіòü óñі ïіäìíîæèíè ìíîæèíè D = {{; ; }, ùî 
ñêëàäàþòüñÿ ç:

16.10.
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1) îäíîãî åëåìåíòà;     2) äâîõ åëåìåíòіâ;
3) òðüîõ åëåìåíòіâ.

16.21. Ìíîæèíà À ñêëàäàєòüñÿ ç êîðåíіâ ðіâíÿííÿ sinx = 0, 
à ìíîæèíà Â – ç êîðåíіâ ðіâíÿííÿ cosx = 1. ×è ïðàâèëüíî, 
ùî: 
1) À Â;     2) Â À;     3) À = Â?

16.22. Ìíîæèíà Ñ ñêëàäàєòüñÿ ç êîðåíіâ ðіâíÿííÿ sinx = 1, à 
ìíîæèíà D – ç êîðåíіâ ðіâíÿííÿ cosx = 0. ×è ïðàâèëüíî, 
ùî: 
1) Ñ D;     2) D Ñ;     3) Ñ = D?

16.23. Ðîäèíà ïëàíóє êóïèòè 5 ò îáëèöþâàëüíîї öåãëè ó 
îäíîãî ç òðüîõ ïîñòà÷àëüíèêіâ. Âàãà îäíієї öåãëèíè 2,5 êã. 

Öіíè íà öåãëó òà óìîâè її äîñòàâêè íàâåäåíî â òàáëèöі. Ñêіëüêè 
êîøòóâàòèìå íàéäåøåâøèé âàðіàíò ïîêóïêè?

Ïîñòà-
÷àëüíèê

¢іíà öåãëè 
(ãðí çà øò)

Âàðòіñòü 
äîñòàâêè 

(ãðí)

Äîäàòêîâі 
óìîâè

À 5 2000 Íåìàє

Á 5,3 1800
Äëÿ çàìîâëåíü íà ñóìó 
ïîíàä 10 000 ãðí äіє 

çíèæêà 50 % íà äîñòàâêó 

Â 5,6 1200
Äëÿ çàìîâëåíü íà ñóìó 

ïîíàä 10 000 ãðí 
äîñòàâêà áåçêîøòîâíà

16.24. Âіäîìî, ùî . ßêîãî íàéìåíøîãî і ÿêîãî íàé-
áіëüøîãî çíà÷åíü ìîæå íàáóâàòè âèðàç ?

Ïiäãîòóéòåñÿ äî âèâ÷åííÿ íîâîãî ìàòåðiàëó

16.25. Ó êëàñі 12 þíàêіâ і 10 äіâ÷àò. Ñêіëüêîìà ñïîñîáàìè ìîæ-
íà âèáðàòè:
1) îäíîãî ïðåäñòàâíèêà âіä êëàñó;
2) ïàðó ïðåäñòàâíèêіâ: þíàêà і äіâ÷èíó?

16.26. Ñêіëüêîìà ñïîñîáàìè ìîæíà âèøèêóâàòè â øåðåíãó òðüîõ 
ó÷íіâ?

16.27. Ñêіëüêè ðіçíèõ äâîöèôðîâèõ ÷èñåë ìîæíà ñêëàñòè іç 
öèôð 1, 2, 3, 4, ÿêùî â êîæíîìó ç ÷èñåë öèôðè íå ïîâòî-
ðþþòüñÿ?
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1. Óêàæіòü íàéìåíøèé äîäàòíèé ïåðіîä ôóíêöії 

À Á Â Ã Ä

2π 4π 6π 8π 16π

2. Çíàéäіòü f′(0), ÿêùî f(õ) = 3õ2 – 5sinx.

À Á Â Ã Ä

11 5 1 0 –5

3. Îá÷èñëіòü 

À Á Â Ã Ä

2 7 8 64 512

4. Óêàæіòü ôóíêöіþ, ãðàôіê ÿêîї ñèìåòðè÷íèé âіäíîñíî 
ïî÷àòêó êîîðäèíàò.

À Á Â Ã Ä

y = x2 y = cosx y = sinx

5. Óêàæіòü íåðіâíіñòü, ùî ìàє ðîçâ’ÿçêè.

À Á Â Ã Ä

5x < –5 7x J 0 x2 + 1 < 0 2x – 8 I 0 5x2 < 1

6. Ñïðîñòіòü âèðàç 

À Á Â Ã Ä

–1 1 1 – 2tg2a sin2a ctg2a

7. Íà ìàëþíêó çîáðàæåíî ãðà-
ôіê ôóíêöії ó = f(x), âèçíà÷åíîї íà 
ïðîìіæêó [–5; 5]. Óñòàíîâіòü âіäïî-
âіäíіñòü ìіæ àðãóìåíòîì õ0 (1–4) òà 
çíà÷åííÿì ôóíêöії ó = f(x0) (À–Ä).

1. Óêàæіòü íàéìåíøèé äîäàòíèé ïåðіîä ôóíêöії 

À Á Â Ã Ä

2π 4π 6π 8π 16π

2. Çíàéäіòü f′′(0), ÿêùî f(õ) = 3= 3= õ2 – 5sinx.

À Á Â Ã Ä

11 5 1 0 –5

3. Îá÷èñëіòü 

À Á Â Ã Ä

2 7 8 64 512

4. Óêàæіòü ôóíêöіþ, ãðàôіê ÿêîї ñèìåòðè÷íèé âіäíîñíî 
ïî÷àòêó êîîðäèíàò.

À Á Â Ã Ä

y = x2 y = cosx y = sinx

5. Óêàæіòü íåðіâíіñòü, ùî ìàє ðîçâ’ÿçêè.

À Á Â Ã Ä

5x < –5 7x J 0 x2 + 1 < 0 2x – 8 I 0 5x2 < 1

6. Ñïðîñòіòü âèðàç 

À Á Â Ã Ä

–1 1 1 – 2tg2a sin2a ctg2a

7. Íà ìàëþíêó çîáðàæåíî ãðà-
ôіê ôóíêöії ó = f(x), âèçíà÷åíîї íà 
ïðîìіæêó [–5; 5]. Óñòàíîâіòü âіäïî-
âіäíіñòü ìіæ àðãóìåíòîì õ0 (1–4) òà 
çíà÷åííÿì ôóíêöії ó = f(x0) (À–Ä).

ПППЕРЕВІРТЕ СВОЮ КОМПЕТЕНТНІСТЬЕРЕВІРТЕ СВОЮ КОМПЕТЕНТНІСТЬ
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Àðãóìåíò Çíà÷åííÿ ôóíêöії

1 x0 – òî÷êà ìіíіìóìó 
ôóíêöії y = f(x) 

À

Á

Â

Ã

Ä

0 

1

2

3

4

2 x0 – òî÷êà ìàêñèìóìó 
ôóíêöії y = f(x)

3 x0 – àáñöèñà òî÷êè ïå-
ðåòèíó ãðàôіêà ôóíêöії 
y = f(x) іç âіññþ Ox

4 x0 – àáñöèñà òî÷êè ïå-
ðåòèíó ãðàôіêà ôóíêöії 
y = f(x) іç âіññþ Oy

8. Ðîçâ’ÿæіòü ðіâíÿííÿ log2(õ + 4) + log2(5 – õ) = 3. 
ßêùî ðіâíÿííÿ ìàє êіëüêà êîðåíіâ, ó âіäïîâіäü çàïèøіòü 
їõíþ ñóìó.

9. Ó äâîõ ñïëàâàõ öèíê і ìіäü âіäíîñÿòüñÿ ÿê 4 : 3 
і 2 : 5 âіäïîâіäíî. Íà ñêіëüêè êіëîãðàìіâ áіëüøå òðåáà âçÿ-
òè îäíîãî ñïëàâó, íіæ äðóãîãî, ùîá îäåðæàòè 20 êã íîâîãî 
ñïëàâó ç îäíàêîâèì âìіñòîì öèíêó і ìіäі?

ЕɅЕМЕНТИ КОМȻІНАТОРИКИ. 
РОЗМІɓЕННЯ� ПЕРЕСТАНОВКИ� 
КОМȻІНАɐІЇ 

Êîìáіíàòîðèêà – ðîçäіë ìàòåìàòèêè, ó ÿêîìó âèâ÷àþòü 
ñïîñî áè âèáîðó і ðîçòàøóâàííÿ åëåìåíòіâ ç äåÿêîї ñêіí÷åííîї 
ìíîæèíè âіäïîâіäíî äî çàäàíèõ óìîâ. Âèáðàíі (àáî âèáðàíі é 
âіäïîâіäíî ðîçìіùåíі) ãðóïè åëåìåíòіâ íàçèâàþòü ñïîëóêàìè. 
Êîìáіíàòîðèêà âèâ÷àє òàêі ñïîëóêè: ðîçìіùåííÿ, ïåðåñòàíîâêè,
êîìáіíàöії òîùî.

Ïåðø íіæ ïåðåéòè äî âèâ÷åííÿ ñïîëóê, ïðèãàäàєìî äåÿêі 
êîìáіíàòîðíі ïðàâèëà.

Áàãàòî êîìáіíàòîðíèõ çàäà÷ ìîæíà 
ðîçâ’ÿçàòè çà äîïîìîãîþ äâîõ âàæëè-
âèõ ïðàâèë, ÿêі íàçèâàþòü âіäïîâіäíî 

êîìáіíàòîðíèìè ïðàâèëîì ñóìè і ïðàâèëîì äîáóòêó.

Â îâî÷åâîìó âіääіëі ñóïåðìàðêåòó є 5 ñîðòіâ ÿáëóê 
÷åðâîíîãî êîëüîðó і 4 ñîðòè çåëåíîãî. Ñêіëüêîìà ñïîñîáàìè 
ìîæíà âèáðàòè äëÿ êóïіâëі êіëîãðàì ÿáëóê îäíîãî ñîðòó?
Çðîçóìіëî, ùî âèáðàòè ÿáëóêà ñîðòó ÷åðâîíîãî êîëüîðó ìîæíà 
5 ñïîñîáàìè, à âèáðàòè ÿáëóêà çåëåíîãî êîëüîðó – 4 ñïîñîáàìè. 
Îòæå, âèáðàòè îäèí іç ñîðòіâ ÿáëóê ìîæíà 5 + 4 = 9 ñïîñîáàìè.

Àðãóìåíò Çíà÷åííÿ ôóíêöії

1 x0 – òî÷êà ìіíіìóìó 
ôóíêöії y = f(x) 

À

Á

Â

Ã

Ä

0 

1

2

3

4

2 x0 – òî÷êà ìàêñèìóìó 
ôóíêöії y = f(x)

3 x0 – àáñöèñà òî÷êè ïå-
ðåòèíó ãðàôіêà ôóíêöії 
y = f(x) іç âіññþ Ox

4 x0 – àáñöèñà òî÷êè ïå-
ðåòèíó ãðàôіêà ôóíêöії 
y = f(x) іç âіññþ Oy

8. Ðîçâ’ÿæіòü ðіâíÿííÿ log2(õ + 4) + log2(5 – õ) = 3. = 3. =
ßêùî ðіâíÿííÿ ìàє êіëüêà êîðåíіâ, ó âіäïîâіäü çàïèøіòü 
їõíþ ñóìó.

9. Ó äâîõ ñïëàâàõ öèíê і ìіäü âіäíîñÿòüñÿ ÿê 4 : 3 
і 2 : 5 âіäïîâіäíî. Íà ñêіëüêè êіëîãðàìіâ áіëüøå òðåáà âçÿ-
òè îäíîãî ñïëàâó, íіæ äðóãîãî, ùîá îäåðæàòè 20 êã íîâîãî 
ñïëàâó ç îäíàêîâèì âìіñòîì öèíêó і ìіäі?

ЕɅЕМЕНТИ КОМȻІНАТОРИКИ. 
РОЗМІɓЕННЯ� ПЕРЕСТАНОВКИ� 
КОМȻІНАɐІЇ 

§ 17. § 17. 

1. Ïðàâèëî ñóìè 
і ïðàâèëî äîáóòêó

Приклад 1.
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Óçàãàëüíþþ÷è, îòðèìàєìî êîìáіíàòîðíå ïðàâèëî ñóìè:

ÿêùî äåÿêèé åëåìåíò À ìîæíà âèáðàòè ò ñïîñîáàìè, à 
äåÿêèé åëåìåíò Â – k ñïîñîáàìè (ïðè÷îìó áóäü-ÿêèé âè-
áіð åëåìåíòà A âіäðіçíÿєòüñÿ âіä âèáîðó åëåìåíòà B), òî 
âèáðàòè À àáî Â ìîæíà ò + k ñïîñîáàìè.

Çðîçóìіëî, ùî öå ïðàâèëî ìîæíà ïîøèðèòè íà òðè і áіëüøå 
åëåìåíòіâ.

Ó øêіëüíіé їäàëüíі ìîæíà âèáðàòè îáіä ç 4 ïåðøèõ 
і 3 äðóãèõ ñòðàâ. Ñêіëüêè ðіçíèõ âàðіàíòіâ îáіäіâ, ùî ñêëàäà-
þòüñÿ ç îäíієї ïåðøîї і îäíієї äðóãîї ñòðàâ, ìîæíà âèáðàòè ó 
öіé їäàëüíі? 
Çðîçóìіëî, ùî ïåðøó ñòðàâó ìîæíà âèáðàòè 4 ñïîñîáàìè 
і äî êîæíîї ïåðøîї ñòðàâè îáðàòè äðóãó ñòðàâó 3 ñïîñîáàìè 
(ìàë. 17.1).
Îòæå, є 4 · 3 = 12 ðіçíèõ âàðіàíòіâ îáіäіâ.

Ìàë. 17.1

Óçàãàëüíþþ÷è, îòðèìàєìî êîìáіíàòîðíå ïðàâèëî äîáóòêó:

ÿêùî äåÿêèé åëåìåíò À ìîæíà âèáðàòè ò ñïîñîáàìè, à 
ïіñëÿ êîæíîãî òàêîãî âèáîðó іíøèé åëåìåíò Â ìîæíà âè-
áðàòè k ñïîñîáàìè, òî ïàðó îá’єêòіâ À і Â ìîæíà âèáðàòè 
ò · k ñïîñîáàìè.

Öå ïðàâèëî òàêîæ ìîæíà ïîøèðèòè íà òðè і áіëüøå åëåìåíòіâ.
Ðîçãëÿíåìî êіëüêà áіëüø ñêëàäíèõ çàäà÷.

Ñêіëüêè òðèöèôðîâèõ ÷èñåë ìîæíà ñêëàñòè ç öèôð 
5, 6, 7, 8, ÿêùî â ÷èñëі: 
1) öèôðè íå ïîâòîðþþòüñÿ;      2) öèôðè ïîâòîðþþòüñÿ?
Ð î ç â ’ ÿ ç à í í ÿ. 1) Ìàєìî 4 ñïîñîáè äëÿ ñîòåíü ÷èñëà 
(ìàë. 17.2). Ïіñëÿ òîãî ÿê ìіñöå ñîòåíü çàïîâíåíå (îäíієþ ç äà-
íèõ 4 öèôð), äëÿ äåñÿòêіâ çàëèøàєòüñÿ 3 ñïîñîáè (3 öèôðè, 
ùî çàëèøèëèñÿ), ìіðêóþ÷è äàëі, äëÿ îäèíèöü – 2 ñïîñîáè. 
Îòæå, ìàєìî: 4 ñïîñîáè, і ïіñëÿ êîæíîãî ç íèõ – 3 ñïîñîáè, 
і ïіñëÿ êîæíîãî ç íèõ – 2 ñïîñîáè. Çà ïðàâèëîì äîáóòêó ìàєìî 
4 · 3 · 2 = 24 ÷èñëà.
2) ßêùî öèôðè â ÷èñëі ïîâòîðþþòüñÿ, òî êîæíå ç òðüîõ ìіñöü 
ìîæíà çàïîâíèòè 4 ñïîñîáàìè (ìàë. 17.3), і òîäі âñіõ ÷èñåë 
áóäå 4 · 4 · 4 = 64.

ÿêùî äåÿêèé åëåìåíò À ìîæíà âèáðàòè ò ñïîñîáàìè, à 
äåÿêèé åëåìåíò Â – k ñïîñîáàìè (ïðè÷îìó áóäü-ÿêèé âè-
áіð åëåìåíòà A âіäðіçíÿєòüñÿ âіä âèáîðó åëåìåíòà B), òî 
âèáðàòè À àáî Â ìîæíà ò + k ñïîñîáàìè.

Óçàãàëüíþþ÷è, îòðèìàєìî 

ÿêùî äåÿêèé åëåìåíò 
äåÿêèé åëåìåíò 
áіð åëåìåíòà 

Приклад 2.

ÿêùî äåÿêèé åëåìåíò À ìîæíà âèáðàòè ò ñïîñîáàìè, à 
ïіñëÿ êîæíîãî òàêîãî âèáîðó іíøèé åëåìåíò Â ìîæíà âè-
áðàòè k ñïîñîáàìè, òî ïàðó îá’єêòіâ À і Â ìîæíà âèáðàòè 
ò · k ñïîñîáàìè.

Óçàãàëüíþþ÷è, îòðèìàєìî 

ÿêùî äåÿêèé åëåìåíò 
ïіñëÿ êîæíîãî òàêîãî âèáîðó іíøèé åëåìåíò 
áðàòè 

Приклад 3.
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             Ìàë. 17.2              Ìàë. 17.3

Â і ä ï î â і ä ü. 1) 24 ÷èñëà; 2) 64 ÷èñëà.

Çàóâàæèìî, ùî, íå êîðèñòóþ÷èñü êîìáіíàòîðíèìè ïðàâèëà-
ìè, òàêі çàäà÷і ìè çìîãëè á ðîçâ’ÿçàòè ëèøå øëÿõîì ïåðåáîðó 
âñіõ ÷èñåë, ùî çàäîâîëüíÿþòü óìîâó, à òàêå ðîçâ’ÿçàííÿ, áåç-
óìîâíî, є äóæå ãðîìіçäêèì.

Ñêіëüêè ïàðíèõ ï’ÿòè öèô ðî âèõ ÷èñåë ìîæíà 
ñêëàñòè іç öèôð 5; 6; 7; 8; 9, ÿêùî â ÷èñëі öèôðè íå ïîâòî-
ðþþòüñÿ?
Ð î ç â ’ ÿ ç à í í ÿ. Ïàðíå ï’ÿòèöèôðîâå ÷èñëî ìîæíà îòðèìàòè, 
ÿêùî îñòàííüîþ öèôðîþ áóäå 6 àáî 8. ×èñåë, ó ÿêèõ îñòàí-
íüîþ є öèôðà 6, áóäå 4 · 3 · 2 · 1 = 24, ó ÿêèõ îñòàííüîþ є öèôðà 
8 – òàêîæ 24 (ìàë. 17.4). Çà êîìáіíàòîðíèì ïðàâèëîì ñóìè 
ïàðíèõ ÷èñåë áóäå 24 + 24 = 48.

Ìàë. 17.4

Â і ä ï î â і ä ü. 48 ÷èñåë.

Âàæëèâèì ó êîìáіíàòîðèöі є ïîíÿòòÿ 
ôàêòîðіàëà.

Ôàêòîðіàëîì ÷èñëà n, äå n – öіëå íåâіä’єìíå ÷èñëî, íàçè-
âàþòü äîáóòîê óñіõ íàòóðàëüíèõ ÷èñåë âіä 1 äî n.

Ïîçíà÷àþòü ôàêòîðіàë ÷èñëà n òàê: n! (÷èòàþòü: «åí ôàêòîðіàë»). 
Îòæå, n! = 1 · 2 · 3 · ... · (n – 1) · n. Íàïðèêëàä, 4! = 1 · 2 · 3 · 4 = 24. 
Çà îçíà÷åííÿì ââàæàþòü, ùî 0! = 1. 

Ñïðîñòіòü âèðàç 

Ð î ç â ’ ÿ ç à í í ÿ. 1-é ñïîñіá.

2-é ñïîñіá.

Â і ä ï î â і ä ü. 5.

             Ìàë. 17.2              Ìàë. 17.3

Приклад 4.

2. Ïîíÿòòÿ 
ôàêòîðіàëà

Ôàêòîðіàëîì ÷èñëà n, äå n – öіëå íåâіä’єìíå ÷èñëî, íàçè-
âàþòü äîáóòîê óñіõ íàòóðàëüíèõ ÷èñåë âіä 1 äî n.

Ïîçíà÷àþòü ôàêòîðіàë ÷èñëà 

Ôàêòîðіàëîì ÷èñëà 
âàþòü äîáóòîê óñіõ íàòóðàëüíèõ ÷èñåë âіä 1 äî 

Приклад 5.
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Òåïåð ïåðåéäåìî äî ðîçãëÿäó ñïîëóê, ùî є îäíèìè ç îñíîâíèõ 
ïîíÿòü êîìáіíàòîðèêè. 

Ùîá çðîçóìіòè, ÿêі áóâàþòü ñïîëóêè òà ÷èì âîíè âіäðіçíÿ-
þòüñÿ îäíà âіä îäíîї, ïðèïóñòèìî, ùî ìè ìàєìî ïåâíó êіëüêіñòü 
ïðåäìåòіâ (åëåìåíòіâ äåÿêîї ìíîæèíè) і ïåâíó êіëüêіñòü ìіñöü, 
íà ÿêèõ їõ òðåáà ðîçìіñòèòè (âïîðÿäêîâàíî àáî íåâïîðÿäêîâàíî), 
ïðè÷îìó êіëüêіñòü ìіñöü íå ïåðåâèùóє êіëüêіñòü ïðåäìåòіâ.

Íåõàé äàíî ìíîæèíó Õ, ùî ñêëàäà-
єòüñÿ ç n åëåìåíòіâ, òà m ìіñöü, íà 

ÿêèõ їõ òðåáà ðîçìіñòèòè.

Ðîçìіùåííÿì ç n åëåìåíòіâ ïî ò (ò J n) íàçèâàþòü áóäü-
ÿêó âïîðÿäêîâàíó ïіäìíîæèíó Y ç m åëåìåíòіâ ìíîæè-
íè Õ, ïðè÷îìó äâі òàêі ïіäìíîæèíè ââàæàþòü ðіçíèìè, 
ÿêùî âîíè âіäðіçíÿþòüñÿ ñêëàäîì àáî ïîðÿäêîì åëåìåíòіâ.

Íåõàé äàíî ìíîæèíó Õ = {à; b; ñ}. Ç òðüîõ åëåìåí-
òіâ à, b, c ìíîæèíè Õ ìîæíà ñêëàñòè òàêі ðîçìіùåííÿ, òîáòî 
âïîðÿäêîâàíі ïіäìíîæèíè ìíîæèíè Õ: 
1) ïî îäíîìó åëåìåíòó: (à), (b), (ñ) – їõ áóäå 3;
2) ïî äâà åëåìåíòè: (à; b), (à; ñ), (b; ñ), (b; à), (ñ; à), (ñ; b) – їõ 
áóäå 6;
3) ïî òðè åëåìåíòè: (à; b; ñ), (à; ñ; b), (b; à; ñ), (b; ñ; à), (ñ; à; b), 
(ñ; b; à) – їõ áóäå 6.

Êіëüêіñòü ðîçìіùåíü ç n åëåìåíòіâ ïî ò ïîçíà÷àþòü ÷åðåç 
(÷èòàþòü: «à ç åí ïî åì»)1. 

Ó ïðèêëàäі 6 ìàєìî: 

Çíàéäåìî çàãàëüíó ôîðìóëó äëÿ çíàõîäæåííÿ , äå ò J n.

Íåõàé äàíî ìíîæèíó ç ï åëåìåíòіâ, ò ∈ N, ò J ï. 
Îá÷èñëèòè .
Ð î ç â ’ ÿ ç à í í ÿ. Áóäåìî ç äàíèõ ï åëåìåíòіâ ñêëàäàòè âïîðÿä-
êîâàíі ïіäìíîæèíè ç ò åëåìåíòіâ, іíàêøå êàæó÷è, ðîçìіùóâà-
òè ï åëåìåíòіâ ïî m ìіñöÿõ. Íà ïåðøå ìіñöå ìîæíà ïîìіñòèòè 
áóäü-ÿêèé ç n åëå ìåíòіâ (ìàë. 17.5), òîáòî ìàєìî n ñïîñîáіâ.

Ìàë. 17.5

1 Ïîçíà÷åííÿ An
m ïîõîäèòü âіä ïåðøîї ëіòåðè ñëîâà arrangement, 

ùî ôðàíöóçüêîþ îçíà÷àє «ðîçìіùåííÿ».

3. Ðîçìіùåííÿ

Ðîçìіùåííÿì ç n åëåìåíòіâ ïî ò (ò JJ n) íàçèâàþòü áóäü-
ÿêó âïîðÿäêîâàíó ïіäìíîæèíó Y ç Y ç Y m åëåìåíòіâ ìíîæè-
íè Õ, ïðè÷îìó äâі òàêі ïіäìíîæèíè ââàæàþòü ðіçíèìè, 
ÿêùî âîíè âіäðіçíÿþòüñÿ ñêëàäîì àáî ïîðÿäêîì åëåìåíòіâ.

ÿêèõ їõ òðåáà ðîçìіñòèòè.

Ðîçìіùåííÿì
ÿêó âïîðÿäêîâàíó ïіäìíîæèíó 
íè 

Приклад 6.

Приклад 7.
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Íà äðóãå ìіñöå – âæå (n – 1) åëåìåíòіâ, ùî çàëèøèëèñÿ ïіñëÿ 
âèáîðó ïåðøîãî, íà òðåòє – (n – 2) åëåìåíòіâ, ùî çàëèøèëèñÿ 
ïіñëÿ âèáîðó ïåðøèõ äâîõ, і òàê ñàìî äàëі. Íà îñòàííє ìіñöå 
ïіä íîìåðîì ò ìîæíà âèáðàòè ëèøå îäèí ç n – (ò – 1) åëåìåí-
òіâ, ùî çàëèøèëèñÿ ïіñëÿ âèáîðó (ò – 1) ïîïåðåäíіõ. 

Âèêîðèñòîâóþ÷è êîìáіíàòîðíå ïðàâèëî äîáóòêó, îòðèìàєìî:

= n(n – 1)(n – 2) ... (n – (m – 2))(n – (m – 1)).

Öþ ôîðìóëó ìîæíà çàïàì’ÿòàòè çà äîïîìîãîþ òàêîãî ïðàâèëà:

 – öå äîáóòîê m íàòóðàëüíèõ ÷èñåë, ïî÷èíàþ÷è ç ÷èñ-
ëà n, çàïèñàíèõ ó ïîðÿäêó ñïàäàííÿ.

Çà îòðèìàíîþ ôîðìóëîþ = 3 · 2 = 6 (ùî çáіãàєòüñÿ ç ðàíіøå 

îá÷èñëåíèì ó ïðèêëàäі 6), à = 7 · 6 · 5 = 210.
ßêùî îòðèìàíèé ó ôîðìóëі äëÿ  âèðàç ïîìíîæèòè і ïîäіëèòè 

íà (n – ò)!, òî ìàòèìåìî ùå îäíó ôîðìóëó äëÿ îá÷èñëåííÿ êіëü-
êîñòі ðîçìіùåíü ç n ïî m:

.

Øêіëüíèé ðîçêëàä ìіñòèòü 6 óðîêіâ íà äåíü. Çíàéòè, 
ñêіëüêè є âàðіàíòіâ òàêîãî ðîçêëàäó ïðè âèáîðі ç 10 ïðåäìåòіâ çà 
óìîâè, ùî æîäåí ïðåäìåò íå ïîâòîðþєòüñÿ â ðîçêëàäі äâі÷і.
Ð î ç â ’ ÿ ç à í í ÿ. Çðîçóìіëî, ùî âàðіàíòіâ òàêèõ ðîçêëàäіâ áóäå 

= 10 · 9 · 8 · 7 · 6  · 5 = 151 200.
Â і ä ï î â і ä ü. 151 200.

Ñêіëüêè ðіçíèõ ïðàâèëüíèõ äðîáіâ ìîæíà ñêëàñòè 

ç ÷èñåë 1; 3; 5; 7; 11; 13; 17, âèêîðèñòîâóþ÷è їõ äëÿ çàïèñó 
і ÷èñåëüíèêà, і çíàìåííèêà äðîáó?

Ð î ç â ’ ÿ ç à í í ÿ. Äðîáіâ, ó ÿêèõ ÷èñåëüíèê íå äîðіâíþє çíàìåííè-

êó, ìîæíà ñêëàñòè  øòóê, àëå ëèøå ïîëîâèíà ç íèõ áóäóòü ïðà-

âèëüíèìè. Îòæå, ìàєìî òàêó êіëüêіñòü äðîáіâ: 

Â і ä ï î â і ä ü. 21.

Êîìáіíàòîðíі ôîðìóëè ìîæóòü ìіñòèòèñÿ ó ðіâíÿííÿõ àáî íå-
ðіâíîñòÿõ òà ó ñèñòåìàõ ðіâíÿíü.

Ðîçâ’ÿçàòè íåðіâíіñòü .
Ð î ç â ’ ÿ ç à í í ÿ. ÎÄÇ çìіííîї â íåðіâíîñòі: õ ∈ N, õ I 2. Çà 
ôîðìóëîþ ðîçìіùåíü ìàєìî: . Òîäі íåðіâíіñòü íà-
áóäå âèãëÿäó: , òîáòî є êâàäðàòíîþ: , 
çâіäêè .

= n(n – 1)(n – 2) ... (n – (m – 2))(n – (m – 1)).

Âèêîðèñòîâóþ÷è êîìáіíàòîðíå ïðàâèëî äîáóòêó, îòðèìàєìî:

Öþ ôîðìóëó ìîæíà çàïàì’ÿòàòè çà äîïîìîãîþ òàêîãî ïðàâèëà:

 – öå äîáóòîê m íàòóðàëüíèõ ÷èñåë, ïî÷èíàþ÷è ç ÷èñ-
ëà n, çàïèñàíèõ ó ïîðÿäêó ñïàäàííÿ.

Öþ ôîðìóëó ìîæíà çàïàì’ÿòàòè çà äîïîìîãîþ òàêîãî ïðàâèëà:

ëà 

.

êîñòі ðîçìіùåíü ç 

Приклад 8.

Приклад 9.

Приклад 10.
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Óðàõîâóþ÷è ÎÄÇ, îòðèìàєìî, ùî õ ∈ {2; 3; 4; 5; 6; 7}.
Â і ä ï î â і ä ü. 2; 3; 4; 5; 6; 7.

Ïðèïóñòèìî, ùî ìè ìàєìî ïåâíó 
êіëüêіñòü ïðåäìåòіâ і òàêó ñàìó êіëü-

êіñòü ìіñöü, íà ÿêèõ їõ òðåáà ðîçìіñòèòè.

Ïåðåñòàíîâêîþ ç n åëåìåíòіâ íàçèâàþòü áóäü-ÿêó âïî-
ðÿäêîâàíó ìíîæèíó ç óñіõ öèõ åëåìåíòіâ, ïðè÷îìó äâі 
òàêі ìíîæèíè ââàæàþòü ðіçíèìè, ÿêùî âîíè âіäðіçíÿ-
þòüñÿ ìіæ ñîáîþ ïîðÿäêîì åëåìåíòіâ.

Êіëüêіñòü ïåðåñòàíîâîê ç n åëåìåíòіâ ïîçíà÷àþòü Ðn (÷èòà-
þòü: «ïå ç åí»)1.

Çíàéäåìî ôîðìóëó äëÿ . Іç îçíà÷åííÿ ïåðåñòàíîâêè çðîçó-

ìіëî, ùî Ðn = . Òîäі, âðàõîâóþ÷è ôîðìóëó ðîçìіùåíü  òà òå, 

ùî 0! = 1, ìàòèìåìî: 

Îòæå,

Ðn = n!

Ñêіëüêîìà ñïîñîáàìè ìîæíà ðîçòàøóâàòè íà ïî-
ëèöі 5 êíèæîê?
Ð î ç â ’ ÿ ç à í í ÿ. Î÷åâèäíî, ùî øóêàíà êіëüêіñòü ñïîñîáіâ äî-
ðіâíþє êіëüêîñòі ïåðåñòàíîâîê ç 5 åëåìåíòіâ: 
Ð5 = 5! = 1 · 2 · 3 · 4 · 5 = 120.
Â і ä ï î â і ä ü. 120.

Ñêіëüêè ðіçíèõ ï’ÿòèöèôðîâèõ ÷èñåë ìîæíà 
ñêëàñòè ç öèôð 0, 2, 4, 6, 8, ÿêùî â êîæíîìó ÷èñëі æîäíà ç 
öèôð íå ïîâòîðþєòüñÿ?
Ð î ç â ’ ÿ ç à í í ÿ. Ç ï’ÿòè öèôð 0, 2, 4, 6, 8 ìîæíà óòâîðèòè Ð5
ïåðåñòàíîâîê. Àëå ï’ÿòèöèôðîâå ÷èñëî íå ìîæå ïî÷èíàòèñÿ 
ç öèôðè íóëü. Ïåðåñòàíîâîê, ùî ïî÷èíàþòüñÿ ç öèôðè 0, 
à îòæå, íå çàäîâîëüíÿþòü óìîâó çàäà÷і, áóäå Ð4. Îòæå, øóêàíà 
êіëüêіñòü ï’ÿòèöèôðîâèõ ÷èñåë äîðіâíþє: 
Ð5 – Ð4 = 5! – 4! = 4!(5 – 1) = 24 · 4 = 96.
Â і ä ï î â і ä ü. 96.

Äèòèíà âèêëàäàє â ðÿä øіñòü êóáèêіâ іç ÷èñëàìè 
âіä 1 äî 6. Ñêіëüêè іñíóє ñïîñîáіâ òàêîãî âèêëàäàííÿ, ùîá ÷èñ-
ëà 1 і 2 îïèíèëèñÿ ïîðÿä?

1 Ïîçíà÷åííÿ Pn ïîõîäèòü âіä ïåðøîї ëіòåðè ñëîâà permutation, 
ùî ôðàíöóçüêîþ îçíà÷àє «ïåðåñòàíîâêà».

4. Ïåðåñòàíîâêè

Ïåðåñòàíîâêîþ ç n åëåìåíòіâ íàçèâàþòü áóäü-ÿêó âïî-
ðÿäêîâàíó ìíîæèíó ç óñіõ öèõ åëåìåíòіâ, ïðè÷îìó äâі 
òàêі ìíîæèíè ââàæàþòü ðіçíèìè, ÿêùî âîíè âіäðіçíÿ-
þòüñÿ ìіæ ñîáîþ ïîðÿäêîì åëåìåíòіâ.

êіñòü ìіñöü, íà ÿêèõ їõ òðåáà ðîçìіñòèòè.

Ïåðåñòàíîâêîþ
ðÿäêîâàíó ìíîæèíó ç óñіõ öèõ åëåìåíòіâ, ïðè÷îìó äâі 
òàêі ìíîæèíè ââàæàþòü ðіçíèìè, ÿêùî âîíè âіäðіçíÿ-

Ðn == n!

Îòæå,

Приклад 11.

Приклад 12.

Приклад 13.
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Ð î ç â ’ ÿ ç à í í ÿ. Óìîâíî îá’єäíàєìî êóáèêè 1 і 2 â îäèí 
«êóáèê». Òîäі ìàòèìåìî íå øіñòü, à ï’ÿòü êóáèêіâ, ÿêі ìîæíà 
ðîçòàøóâàòè â ðÿä 5! ñïîñîáàìè. Ïðè êîæíîìó òàêîìó ðîçòà-
øóâàííі êóáèêè ç ÷èñëàìè 1 і 2 ìîæíà ïîìіíÿòè ìіæ ñîáîþ 
ìіñöÿìè 2! ñïîñîáàìè. Îòæå, çà êîìáіíàòîðíèì ïðàâèëîì äî-
áóòêó, îñòàòî÷íî îòðèìàєìî: 5! · 2! = 240. 
Â і ä ï î â і ä ü. 240 ñïîñîáіâ.

Íåõàé äàíî ìíîæèíó Õ, ùî ñêëàäà-
єòüñÿ ç n åëåìåíòіâ.

Êîìáіíàöієþ (ñïîëó÷åííÿì) ç n åëåìåíòіâ ïî ò (ò J n) 
íàçèâàþòü áóäü-ÿêó ïіäìíîæèíó Y ç ò åëåìåíòіâ ìíîæè-
íè Õ, ïðè÷îìó äâі òàêі ïіäìíîæèíè ââàæàþòü ðіçíèìè, 
ÿêùî âîíè âіäðіçíÿþòüñÿ ëèøå ñêëàäîì åëåìåíòіâ.

Êіëüêіñòü êîìáіíàöіé ç n åëåìåíòіâ ïî ò ïîçíà÷àþòü  (÷è-
òàþòü: «öå ç åí ïî åì»)1.

Çâåðíіòü óâàãó, ùî äëÿ êîìáіíàöіé ïîðÿäîê åëåìåíòіâ çíà÷åí-
íÿ íå ìàє.

Çíàéäåìî ôîðìóëó äëÿ .

Íåõàé äàíî ìíîæèíó ç ï åëåìåíòіâ, ò ∈ N, ò J ï. 
Îá÷èñëèòè .
Ð î ç â ’ ÿ ç à í í ÿ. Ñïî÷àòêó ñêëàäåìî âïîðÿäêîâàíі ïіäìíîæè-
íè ç n åëåìåíòіâ ïî ò, їõ, ÿê âіäîìî, . Àëå äëÿ êîìáіíàöіé 
íàñ íå öіêàâèòü ïîðÿäîê åëåìåíòіâ ó êîæíіé òàêіé ïіäìíîæè-
íі. Åëåìåíòè êîæíîї ïіäìíîæèíè ìîæíà ïåðåñòàâèòè ìіæ ñî-
áîþ Ðò ñïîñîáàìè. Îòæå, ÷èñëî  ó Ðò ðàçіâ ìåíøå çà ÷èñëî 

, òîáòî:

Îòæå,

Íàïðèêëàä, 

Ó âàçі 7 ÷åðâîíèõ і 5 áіëèõ òðîÿíä. Ñêіëüêîìà ñïî-
ñîáàìè ç âàçè ìîæíà âèáðàòè: 
1) òðè òðîÿíäè;     2) äâі ÷åðâîíі é îäíó áіëó òðîÿíäó?
Ð î ç â ’ ÿ ç à í í ÿ. 1) Ìàєìî ìíîæèíó ç 12 åëåìåíòіâ. Òðåáà 
çíàéòè êіëüêіñòü ïіäìíîæèí ç òðüîõ åëåìåíòіâ öієї ìíîæèíè. 

1 Ïîçíà÷åííÿ Cn
m ïîõîäèòü âіä ïåðøîї ëіòåðè ñëîâà combinare, ùî 

ëàòèíñüêîþ îçíà÷àє «ñïîëó÷àòè», à òàêîæ combinaison, ùî ôðàí-
öóçüêîþ îçíà÷àє «êîìáіíàöіÿ».

5. �îìáіíàöії 
(ñïîëó÷åííÿ)

Êîìáіíàöієþ (ñïîëó÷åííÿì) ç n åëåìåíòіâ ïî ò (ò JJ n) 
íàçèâàþòü áóäü-ÿêó ïіäìíîæèíó Y ç ò åëåìåíòіâ ìíîæè-
íè Õ, ïðè÷îìó äâі òàêі ïіäìíîæèíè ââàæàþòü ðіçíèìè, 
ÿêùî âîíè âіäðіçíÿþòüñÿ ëèøå ñêëàäîì åëåìåíòіâ.

(ñïîëó÷åííÿ

Êîìáіíàöієþ (ñïîëó÷åííÿì) ç 
íàçèâàþòü áóäü-ÿêó ïіäìíîæèíó 
íè 

Приклад 14.

Îòæå,

Приклад 15.
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Îñêіëüêè ïîðÿäîê åëåìåíòіâ ó ïіäìíîæèíі íå ìàє çíà÷åííÿ, òî 
âèáðàòè 3 òðîÿíäè ç 12 ìîæíà  ñïîñîáàìè. Îòæå,

2) Îñêіëüêè ïîðÿäîê åëåìåíòіâ ó ïіäìíîæèíàõ, ÿêі ìè âèáèðàє-
ìî, íåâàæëèâèé, òî äâі ÷åðâîíі òðîÿíäè ìîæíà âèáðàòè ñïî-

ñîáàìè, à îäíó áіëó –  ñïîñîáàìè. Òîìó, çà êîìáіíàòîðíèì 
ïðàâèëîì äîáóòêó, äâі ÷åðâîíі é îäíó áіëó òðîÿíäó ìîæíà âè-

áðàòè  ñïîñîáàìè. Ìàєìî:

Â і ä ï î â і ä ü. 1) 220;  2) 105.

Ïіäñóìóєìî ñóòòєâі îçíàêè òèõ ñïîëóê, ÿêі ìè ðîçãëÿíóëè â 
öüîìó ïàðàãðàôі.

ßêùî ïіä ÷àñ âèáîðó m åëåìåíòіâ ç n åëåìåíòіâ, m J n, 
ïîðÿäîê åëåìåíòіâ ìàє çíà÷åííÿ, òî ìàєìî ðîçìіùåííÿ 
(àáî ïåðåñòàíîâêó), à ÿêùî íі – êîìáіíàöіþ.

Çâåðíіòü óâàãó, ùî äëÿ ðîçâ’ÿçóâàííÿ êîìáіíàòîðíèõ çàäà÷, ó 
ÿêèõ ìè øóêàєìî êіëüêіñòü ïіäìíîæèí äàíîї ìíîæèíè, ÿêі çàäî-
âîëüíÿþòü ïåâíó óìîâó, âàæëèâî ïðàâèëüíî ç’ÿñóâàòè, ïðî ÿêó 
ñàìå ñïîëóêó (ðîçìіùåííÿ, ïåðåñòàíîâêó ÷è êîìáіíàöіþ) іäåòüñÿ 
ó çàäà÷і, і äàëі âèêîðèñòàòè âіäïîâіäíó ôîðìóëó öієї ñïîëóêè. 

Óñòàíîâèòè âèä ñïîëóêè äîïîìîæå òàêà ñõåìà. 

Ïîðÿäîê åëåìåíòіâ ìàє çíà÷åííÿ?

Íåõàé n – êіëüêіñòü åëåìåíòіâ ìíîæèíè, 
m – êіëüêіñòü åëåìåíòіâ ïіäìíîæèíè, m J n

ßê âèçíà÷èòè êіëüêіñòü ïіäìíîæèí äåÿêîї ìíîæèíè

Âèáèðàєìî âñі n åëåìåíòіâ?

Ìàєìî 
ïåðåñòàíîâêó 

Ìàєìî ðîçìіùåííÿ 

Ìàєìî êîìáіíàöіþ 

òàê íі

òàê íі

ßêùî ïіä ÷àñ âèáîðó m åëåìåíòіâ ç n åëåìåíòіâ, m J n, 
ïîðÿäîê åëåìåíòіâ ìàє çíà÷åííÿ, òî ìàєìî ðîçìіùåííÿ 
(àáî ïåðåñòàíîâêó), à ÿêùî íі – êîìáіíàöіþ.

öüîìó ïàðàãðàôі.

ßêùî ïіä ÷àñ âèáîðó 
ïîðÿäîê åëåìåíòіâ ìàє çíà÷åííÿ, òî ìàєìî ðîçìіùåííÿ 
(àáî ïåðåñòàíîâêó), à ÿêùî íі – êîìáіíàöіþ.
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Ïðèêëàäîì äî âèêîðèñòàííÿ ñõåìè ìîæå áóòè òàêà çàäà÷à.

� êëàñі 3� ó÷íіâ. �êіëüêîìà ñïîñîáàìè ìîæíà ...

Óìîâà 
çàäà÷і

... âèøèêóâà-
òè âñіõ ó÷íіâ 
êëàñó â îäíó 
øåðåíãó

... âèáðàòè 
ñòàðîñòó êëàñó 
і éîãî çàñòóï-
íèêà 

... âèáðàòè 
òðüîõ ÷åðãîâèõ 
ïî êëàñó 

Õàðàê-
òåðíі 
îçíàêè 
ñïîëóêè

1) Âñі 30 ó÷íіâ;
2)  ïîðÿäîê ìàє 

çíà÷åííÿ. 

1)  Òіëüêè 
2 ó÷íі ç 30;

2)  ïîðÿäîê ìàє 
çíà÷åííÿ. 

1)  Òіëüêè 
3 ó÷íі ç 30; 

2)  ïîðÿäîê 
çíà÷åííÿ 
íå ìàє. 

Âèñíî-
âîê ùîäî 
âèäó 
ñïîëóêè

ÏÅÐÅÑÒÀÍÎÂÊÀ ÐÎÇÌІÙÅÍÍß ÊÎÌÁІÍÀÖІß

Ðîçâ’ÿ-
çàííÿ 
çàäà÷і 

= 30 ⋅ 29 =
= 870

Ùîñü áëèçüêå äî êîìáіíàòîðèêè âïåðøå 
çãàäóєòüñÿ â êèòàéñüêèõ ðóêîïèñàõ XIII–
XII ñò. äî í. å. Äåÿêі êîìáіíàòîðíі çàäà÷і 

ðîçâ’ÿçóâàëè і â Äàâíіé Ãðåöії. Çîêðåìà, Àðіñòîêñåí іç Òàðåíòà 
(IV ñò. äî í. å.), ó÷åíü Àðіñòîòåëÿ, ïåðåëі÷èâ ðіçíі êîìáіíàöії 
äîâãèõ і êîðîòêèõ ñêëàäіâ ó âіðøîâèõ ðîçìіðàõ. À Ïàïï Îëåê-
ñàíäðіéñüêèé ó IV ñò. í. å. ç’ÿñîâóâàâ êіëüêіñòü ïàð і òðіéîê, 
ÿêі ìîæíà ñêëàñòè ç òðüîõ åëåìåíòіâ, ùî ìîæóòü ïîâòîðþ-
âàòèñÿ.  Äåÿêі åëåìåíòè êîìáіíàòîðèêè áóëè âіäîìі і â Іíäії ó 
II ñò. äî í. å. Іíäіéöі âìіëè îá÷èñëþâàòè ÷èñëà, ÿêі çàðàç âіäî-
ìі íàì ÿê êîåôіöієíòè ôîðìóëè áіíîìà Íüþòîíà. Ïіçíіøå, ó 
VIII ñò. í. å., àðàáñüêі â÷åíі çíàéøëè é ñàìó öþ ôîðìóëó, 
îòæå, і її êîåôіöієíòè, ÿêі íèíі îá÷èñëþþòü çà äîïîìîãîþ êîì-
áіíàòîðíèõ ôîðìóë àáî «òðèêóòíèêà Ïàñêàëÿ». 

Ñó÷àñíîãî âèãëÿäó çãàäàíі êîìáіíàòîðíі ôîðìóëè íàáóëè çàâ-
äÿêè ñåðåäíüîâі÷íîìó â÷åíîìó Ëåâі áåí Ãåðøîíó (XIV ñò.) òà 
ôðàíöóçüêîìó ìàòåìàòèêó Ï. Åðіãîíó (XVII ñò.).

Ó III ñò. í. å. ñèðіéñüêèé ôіëîñîô Ïîðôèðіé äëÿ êëàñèôіêàöії 
ïîíÿòü ñêëàâ îñîáëèâó ñõåìó, ÿêà îòðèìàëà íàçâó «äðåâî Ïîð-
ôèðіÿ». Çàðàç ïîäіáíі äåðåâà âèêîðèñòîâóþòüñÿ äëÿ ðîçâ’ÿçó-
âàííÿ ïåâíèõ çàäà÷ êîìáіíàòîðèêè â ðіçíîìàíіòíèõ ãàëóçÿõ 
çíàíü. Äåÿêі ðàíіøå íåâіäîìі êîìáіíàòîðíі çàäà÷і ðîçãëÿíóâ 
Ëåîíàðäî Ïіçàíñüêèé (Ôіáîíà÷÷і) ó ñâîїé ïðàöі «Liber Abaci» 
(1202 ð.), çîêðåìà, ïðî çíàõîäæåííÿ êіëüêîñòі ãèðü, çà äîïîìî-
ãîþ ÿêèõ ìîæíà âіäìіðÿòè âàãó, ùî є öіëèì ÷èñëîì âіä 1 äî 
40 ôóíòіâ.

Ùîñü áëèçüêå äî êîìáіíàòîðèêè âïåðøå 
çãàäóєòüñÿ â êèòàéñüêèõ ðóêîïèñàõ XIII–
XII ñò. äî í. å. Äåÿêі êîìáіíàòîðíі çàäà÷і 

ðîçâ’ÿçóâàëè і â Äàâíіé Ãðåöії. Çîêðåìà, Àðіñòîêñåí іç Òàðåíòà 
(IV ñò. äî í. å.), ó÷åíü Àðіñòîòåëÿ, ïåðåëі÷èâ ðіçíі êîìáіíàöії 
äîâãèõ і êîðîòêèõ ñêëàäіâ ó âіðøîâèõ ðîçìіðàõ. À Ïàïï Îëåê-
ñàíäðіéñüêèé ó IV ñò. í. å. ç’ÿñîâóâàâ êіëüêіñòü ïàð і òðіéîê, 
ÿêі ìîæíà ñêëàñòè ç òðüîõ åëåìåíòіâ, ùî ìîæóòü ïîâòîðþ-
âàòèñÿ.  Äåÿêі åëåìåíòè êîìáіíàòîðèêè áóëè âіäîìі і â Іíäії ó 
II ñò. äî í. å. Іíäіéöі âìіëè îá÷èñëþâàòè ÷èñëà, ÿêі çàðàç âіäî-
ìі íàì ÿê êîåôіöієíòè ôîðìóëè áіíîìà Íüþòîíà. Ïіçíіøå, ó 
VIII ñò. í. å., àðàáñüêі â÷åíі çíàéøëè é ñàìó öþ ôîðìóëó, 
îòæå, і її êîåôіöієíòè, ÿêі íèíі îá÷èñëþþòü çà äîïîìîãîþ êîì-
áіíàòîðíèõ ôîðìóë àáî «òðèêóòíèêà Ïàñêàëÿ». 

Ñó÷àñíîãî âèãëÿäó çãàäàíі êîìáіíàòîðíі ôîðìóëè íàáóëè çàâ-
äÿêè ñåðåäíüîâі÷íîìó â÷åíîìó Ëåâі áåí Ãåðøîíó (XIV ñò.) òà 
ôðàíöóçüêîìó ìàòåìàòèêó Ï. Åðіãîíó (XVII ñò.).

Ó III ñò. í. å. ñèðіéñüêèé ôіëîñîô Ïîðôèðіé äëÿ êëàñèôіêàöії 
ïîíÿòü ñêëàâ îñîáëèâó ñõåìó, ÿêà îòðèìàëà íàçâó «äðåâî Ïîð-
ôèðіÿ». Çàðàç ïîäіáíі äåðåâà âèêîðèñòîâóþòüñÿ äëÿ ðîçâ’ÿçó-
âàííÿ ïåâíèõ çàäà÷ êîìáіíàòîðèêè â ðіçíîìàíіòíèõ ãàëóçÿõ 
çíàíü. Äåÿêі ðàíіøå íåâіäîìі êîìáіíàòîðíі çàäà÷і ðîçãëÿíóâ 
Ëåîíàðäî Ïіçàíñüêèé (Ôіáîíà÷÷і) ó ñâîїé ïðàöі «Liber Abaci» 
(1202 ð.), çîêðåìà, ïðî çíàõîäæåííÿ êіëüêîñòі ãèðü, çà äîïîìî-
ãîþ ÿêèõ ìîæíà âіäìіðÿòè âàãó, ùî є öіëèì ÷èñëîì âіä 1 äî 
40 ôóíòіâ.

äÿêè ñåðåäíüîâі÷íîìó â÷åíîìó Ëåâі áåí Ãåðøîíó (XIV ñò.) òà 
ôðàíöóçüêîìó ìàòåìàòèêó Ï. Åðіãîíó (XVII ñò.).

Ñó÷àñíîãî âèãëÿäó çãàäàíі êîìáіíàòîðíі ôîðìóëè íàáóëè çàâ-

äîâãèõ і êîðîòêèõ ñêëàäіâ ó âіðøîâèõ ðîçìіðàõ. À Ïàïï Îëåê-
ñàíäðіéñüêèé ó IV ñò. í. å. ç’ÿñîâóâàâ êіëüêіñòü ïàð і òðіéîê, 
äîâãèõ і êîðîòêèõ ñêëàäіâ ó âіðøîâèõ ðîçìіðàõ. À Ïàïï Îëåê-äîâãèõ і êîðîòêèõ ñêëàäіâ ó âіðøîâèõ ðîçìіðàõ. À Ïàïï Îëåê-
ñàíäðіéñüêèé ó IV ñò. í. å. ç’ÿñîâóâàâ êіëüêіñòü ïàð і òðіéîê, ñàíäðіéñüêèé ó IV ñò. í. å. ç’ÿñîâóâàâ êіëüêіñòü ïàð і òðіéîê, ñàíäðіéñüêèé ó IV ñò. í. å. ç’ÿñîâóâàâ êіëüêіñòü ïàð і òðіéîê, ñàíäðіéñüêèé ó IV ñò. í. å. ç’ÿñîâóâàâ êіëüêіñòü ïàð і òðіéîê, 
ÿêі ìîæíà ñêëàñòè ç òðüîõ åëåìåíòіâ, ùî ìîæóòü ïîâòîðþ-
ñàíäðіéñüêèé ó IV ñò. í. å. ç’ÿñîâóâàâ êіëüêіñòü ïàð і òðіéîê, 
ÿêі ìîæíà ñêëàñòè ç òðüîõ åëåìåíòіâ, ùî ìîæóòü ïîâòîðþ-

II ñò. äî í. å. Іíäіéöі âìіëè îá÷èñëþâàòè ÷èñëà, ÿêі çàðàç âіäî-

ñàíäðіéñüêèé ó IV ñò. í. å. ç’ÿñîâóâàâ êіëüêіñòü ïàð і òðіéîê, ñàíäðіéñüêèé ó IV ñò. í. å. ç’ÿñîâóâàâ êіëüêіñòü ïàð і òðіéîê, 
ÿêі ìîæíà ñêëàñòè ç òðüîõ åëåìåíòіâ, ùî ìîæóòü ïîâòîðþ-
âàòèñÿ.  Äåÿêі åëåìåíòè êîìáіíàòîðèêè áóëè âіäîìі і â Іíäії ó 
II ñò. äî í. å. Іíäіéöі âìіëè îá÷èñëþâàòè ÷èñëà, ÿêі çàðàç âіäî-

ñàíäðіéñüêèé ó IV ñò. í. å. ç’ÿñîâóâàâ êіëüêіñòü ïàð і òðіéîê, ñàíäðіéñüêèé ó IV ñò. í. å. ç’ÿñîâóâàâ êіëüêіñòü ïàð і òðіéîê, 
ÿêі ìîæíà ñêëàñòè ç òðüîõ åëåìåíòіâ, ùî ìîæóòü ïîâòîðþ-ÿêі ìîæíà ñêëàñòè ç òðüîõ åëåìåíòіâ, ùî ìîæóòü ïîâòîðþ-
âàòèñÿ.  Äåÿêі åëåìåíòè êîìáіíàòîðèêè áóëè âіäîìі і â Іíäії ó âàòèñÿ.  Äåÿêі åëåìåíòè êîìáіíàòîðèêè áóëè âіäîìі і â Іíäії ó âàòèñÿ.  Äåÿêі åëåìåíòè êîìáіíàòîðèêè áóëè âіäîìі і â Іíäії ó 
II ñò. äî í. å. Іíäіéöі âìіëè îá÷èñëþâàòè ÷èñëà, ÿêі çàðàç âіäî-II ñò. äî í. å. Іíäіéöі âìіëè îá÷èñëþâàòè ÷èñëà, ÿêі çàðàç âіäî-II ñò. äî í. å. Іíäіéöі âìіëè îá÷èñëþâàòè ÷èñëà, ÿêі çàðàç âіäî-II ñò. äî í. å. Іíäіéöі âìіëè îá÷èñëþâàòè ÷èñëà, ÿêі çàðàç âіäî-
ìі íàì ÿê êîåôіöієíòè ôîðìóëè áіíîìà Íüþòîíà. Ïіçíіøå, ó ìі íàì ÿê êîåôіöієíòè ôîðìóëè áіíîìà Íüþòîíà. Ïіçíіøå, ó ìі íàì ÿê êîåôіöієíòè ôîðìóëè áіíîìà Íüþòîíà. Ïіçíіøå, ó 

áіíàòîðíèõ ôîðìóë àáî «òðèêóòíèêà Ïàñêàëÿ». áіíàòîðíèõ ôîðìóë àáî «òðèêóòíèêà Ïàñêàëÿ». 
îòæå, і її êîåôіöієíòè, ÿêі íèíі îá÷èñëþþòü çà äîïîìîãîþ êîì-îòæå, і її êîåôіöієíòè, ÿêі íèíі îá÷èñëþþòü çà äîïîìîãîþ êîì-îòæå, і її êîåôіöієíòè, ÿêі íèíі îá÷èñëþþòü çà äîïîìîãîþ êîì-îòæå, і її êîåôіöієíòè, ÿêі íèíі îá÷èñëþþòü çà äîïîìîãîþ êîì-
VIII ñò. í. å., àðàáñüêі â÷åíі çíàéøëè é ñàìó öþ ôîðìóëó, VIII ñò. í. å., àðàáñüêі â÷åíі çíàéøëè é ñàìó öþ ôîðìóëó, VIII ñò. í. å., àðàáñüêі â÷åíі çíàéøëè é ñàìó öþ ôîðìóëó, 
ìі íàì ÿê êîåôіöієíòè ôîðìóëè áіíîìà Íüþòîíà. Ïіçíіøå, ó ìі íàì ÿê êîåôіöієíòè ôîðìóëè áіíîìà Íüþòîíà. Ïіçíіøå, ó ìі íàì ÿê êîåôіöієíòè ôîðìóëè áіíîìà Íüþòîíà. Ïіçíіøå, ó ìі íàì ÿê êîåôіöієíòè ôîðìóëè áіíîìà Íüþòîíà. Ïіçíіøå, ó ìі íàì ÿê êîåôіöієíòè ôîðìóëè áіíîìà Íüþòîíà. Ïіçíіøå, ó 
II ñò. äî í. å. Іíäіéöі âìіëè îá÷èñëþâàòè ÷èñëà, ÿêі çàðàç âіäî-II ñò. äî í. å. Іíäіéöі âìіëè îá÷èñëþâàòè ÷èñëà, ÿêі çàðàç âіäî-II ñò. äî í. å. Іíäіéöі âìіëè îá÷èñëþâàòè ÷èñëà, ÿêі çàðàç âіäî-II ñò. äî í. å. Іíäіéöі âìіëè îá÷èñëþâàòè ÷èñëà, ÿêі çàðàç âіäî-II ñò. äî í. å. Іíäіéöі âìіëè îá÷èñëþâàòè ÷èñëà, ÿêі çàðàç âіäî-II ñò. äî í. å. Іíäіéöі âìіëè îá÷èñëþâàòè ÷èñëà, ÿêі çàðàç âіäî-
âàòèñÿ.  Äåÿêі åëåìåíòè êîìáіíàòîðèêè áóëè âіäîìі і â Іíäії ó âàòèñÿ.  Äåÿêі åëåìåíòè êîìáіíàòîðèêè áóëè âіäîìі і â Іíäії ó âàòèñÿ.  Äåÿêі åëåìåíòè êîìáіíàòîðèêè áóëè âіäîìі і â Іíäії ó âàòèñÿ.  Äåÿêі åëåìåíòè êîìáіíàòîðèêè áóëè âіäîìі і â Іíäії ó 

ñàíäðіéñüêèé ó IV ñò. í. å. ç’ÿñîâóâàâ êіëüêіñòü ïàð і òðіéîê, 

(IV ñò. äî í. å.), ó÷åíü Àðіñòîòåëÿ, ïåðåëі÷èâ ðіçíі êîìáіíàöії (IV ñò. äî í. å.), ó÷åíü Àðіñòîòåëÿ, ïåðåëі÷èâ ðіçíі êîìáіíàöії (IV ñò. äî í. å.), ó÷åíü Àðіñòîòåëÿ, ïåðåëі÷èâ ðіçíі êîìáіíàöії 
ðîçâ’ÿçóâàëè і â Äàâíіé Ãðåöії. Çîêðåìà, Àðіñòîêñåí іç Òàðåíòà 

äîâãèõ і êîðîòêèõ ñêëàäіâ ó âіðøîâèõ ðîçìіðàõ. À Ïàïï Îëåê-äîâãèõ і êîðîòêèõ ñêëàäіâ ó âіðøîâèõ ðîçìіðàõ. À Ïàïï Îëåê-äîâãèõ і êîðîòêèõ ñêëàäіâ ó âіðøîâèõ ðîçìіðàõ. À Ïàïï Îëåê-äîâãèõ і êîðîòêèõ ñêëàäіâ ó âіðøîâèõ ðîçìіðàõ. À Ïàïï Îëåê-
(IV ñò. äî í. å.), ó÷åíü Àðіñòîòåëÿ, ïåðåëі÷èâ ðіçíі êîìáіíàöії (IV ñò. äî í. å.), ó÷åíü Àðіñòîòåëÿ, ïåðåëі÷èâ ðіçíі êîìáіíàöії (IV ñò. äî í. å.), ó÷åíü Àðіñòîòåëÿ, ïåðåëі÷èâ ðіçíі êîìáіíàöії (IV ñò. äî í. å.), ó÷åíü Àðіñòîòåëÿ, ïåðåëі÷èâ ðіçíі êîìáіíàöії (IV ñò. äî í. å.), ó÷åíü Àðіñòîòåëÿ, ïåðåëі÷èâ ðіçíі êîìáіíàöії (IV ñò. äî í. å.), ó÷åíü Àðіñòîòåëÿ, ïåðåëі÷èâ ðіçíі êîìáіíàöії (IV ñò. äî í. å.), ó÷åíü Àðіñòîòåëÿ, ïåðåëі÷èâ ðіçíі êîìáіíàöії 
ðîçâ’ÿçóâàëè і â Äàâíіé Ãðåöії. Çîêðåìà, Àðіñòîêñåí іç Òàðåíòà ðîçâ’ÿçóâàëè і â Äàâíіé Ãðåöії. Çîêðåìà, Àðіñòîêñåí іç Òàðåíòà 
(IV ñò. äî í. å.), ó÷åíü Àðіñòîòåëÿ, ïåðåëі÷èâ ðіçíі êîìáіíàöії 
ðîçâ’ÿçóâàëè і â Äàâíіé Ãðåöії. Çîêðåìà, Àðіñòîêñåí іç Òàðåíòà ðîçâ’ÿçóâàëè і â Äàâíіé Ãðåöії. Çîêðåìà, Àðіñòîêñåí іç Òàðåíòà ðîçâ’ÿçóâàëè і â Äàâíіé Ãðåöії. Çîêðåìà, Àðіñòîêñåí іç Òàðåíòà ðîçâ’ÿçóâàëè і â Äàâíіé Ãðåöії. Çîêðåìà, Àðіñòîêñåí іç Òàðåíòà ðîçâ’ÿçóâàëè і â Äàâíіé Ãðåöії. Çîêðåìà, Àðіñòîêñåí іç Òàðåíòà ðîçâ’ÿçóâàëè і â Äàâíіé Ãðåöії. Çîêðåìà, Àðіñòîêñåí іç Òàðåíòà ðîçâ’ÿçóâàëè і â Äàâíіé Ãðåöії. Çîêðåìà, Àðіñòîêñåí іç Òàðåíòà ðîçâ’ÿçóâàëè і â Äàâíіé Ãðåöії. Çîêðåìà, Àðіñòîêñåí іç Òàðåíòà ðîçâ’ÿçóâàëè і â Äàâíіé Ãðåöії. Çîêðåìà, Àðіñòîêñåí іç Òàðåíòà ðîçâ’ÿçóâàëè і â Äàâíіé Ãðåöії. Çîêðåìà, Àðіñòîêñåí іç Òàðåíòà ðîçâ’ÿçóâàëè і â Äàâíіé Ãðåöії. Çîêðåìà, Àðіñòîêñåí іç Òàðåíòà ðîçâ’ÿçóâàëè і â Äàâíіé Ãðåöії. Çîêðåìà, Àðіñòîêñåí іç Òàðåíòà 

äîâãèõ і êîðîòêèõ ñêëàäіâ ó âіðøîâèõ ðîçìіðàõ. À Ïàïï Îëåê-
ñàíäðіéñüêèé ó IV ñò. í. å. ç’ÿñîâóâàâ êіëüêіñòü ïàð і òðіéîê, 
ÿêі ìîæíà ñêëàñòè ç òðüîõ åëåìåíòіâ, ùî ìîæóòü ïîâòîðþ-
âàòèñÿ.  Äåÿêі åëåìåíòè êîìáіíàòîðèêè áóëè âіäîìі і â Іíäії ó âàòèñÿ.  Äåÿêі åëåìåíòè êîìáіíàòîðèêè áóëè âіäîìі і â Іíäії ó 

ìі íàì ÿê êîåôіöієíòè ôîðìóëè áіíîìà Íüþòîíà. Ïіçíіøå, ó 
VIII ñò. í. å., àðàáñüêі â÷åíі çíàéøëè é ñàìó öþ ôîðìóëó, 
ìі íàì ÿê êîåôіöієíòè ôîðìóëè áіíîìà Íüþòîíà. Ïіçíіøå, ó 
VIII ñò. í. å., àðàáñüêі â÷åíі çíàéøëè é ñàìó öþ ôîðìóëó, VIII ñò. í. å., àðàáñüêі â÷åíі çíàéøëè é ñàìó öþ ôîðìóëó, VIII ñò. í. å., àðàáñüêі â÷åíі çíàéøëè é ñàìó öþ ôîðìóëó, 
îòæå, і її êîåôіöієíòè, ÿêі íèíі îá÷èñëþþòü çà äîïîìîãîþ êîì-îòæå, і її êîåôіöієíòè, ÿêі íèíі îá÷èñëþþòü çà äîïîìîãîþ êîì-îòæå, і її êîåôіöієíòè, ÿêі íèíі îá÷èñëþþòü çà äîïîìîãîþ êîì-îòæå, і її êîåôіöієíòè, ÿêі íèíі îá÷èñëþþòü çà äîïîìîãîþ êîì-
áіíàòîðíèõ ôîðìóë àáî «òðèêóòíèêà Ïàñêàëÿ». 
îòæå, і її êîåôіöієíòè, ÿêі íèíі îá÷èñëþþòü çà äîïîìîãîþ êîì-
áіíàòîðíèõ ôîðìóë àáî «òðèêóòíèêà Ïàñêàëÿ». 
îòæå, і її êîåôіöієíòè, ÿêі íèíі îá÷èñëþþòü çà äîïîìîãîþ êîì-
áіíàòîðíèõ ôîðìóë àáî «òðèêóòíèêà Ïàñêàëÿ». áіíàòîðíèõ ôîðìóë àáî «òðèêóòíèêà Ïàñêàëÿ». 

âàòèñÿ.  Äåÿêі åëåìåíòè êîìáіíàòîðèêè áóëè âіäîìі і â Іíäії ó âàòèñÿ.  Äåÿêі åëåìåíòè êîìáіíàòîðèêè áóëè âіäîìі і â Іíäії ó âàòèñÿ.  Äåÿêі åëåìåíòè êîìáіíàòîðèêè áóëè âіäîìі і â Іíäії ó âàòèñÿ.  Äåÿêі åëåìåíòè êîìáіíàòîðèêè áóëè âіäîìі і â Іíäії ó 

áіíàòîðíèõ ôîðìóë àáî «òðèêóòíèêà Ïàñêàëÿ». áіíàòîðíèõ ôîðìóë àáî «òðèêóòíèêà Ïàñêàëÿ». áіíàòîðíèõ ôîðìóë àáî «òðèêóòíèêà Ïàñêàëÿ». áіíàòîðíèõ ôîðìóë àáî «òðèêóòíèêà Ïàñêàëÿ». 

� ùå ðàíіøå...� ùå ðàíіøå...� ùå ðàíіøå...� ùå ðàíіøå...� ùå ðàíіøå...� ùå ðàíіøå...� ùå ðàíіøå...� ùå ðàíіøå...� ùå ðàíіøå...� ùå ðàíіøå...� ùå ðàíіøå...� ùå ðàíіøå...� ùå ðàíіøå...� ùå ðàíіøå...� ùå ðàíіøå...� ùå ðàíіøå...� ùå ðàíіøå...� ùå ðàíіøå...� ùå ðàíіøå...� ùå ðàíіøå...� ùå ðàíіøå...� ùå ðàíіøå...� ùå ðàíіøå...� ùå ðàíіøå...� ùå ðàíіøå...� ùå ðàíіøå...� ùå ðàíіøå...� ùå ðàíіøå...� ùå ðàíіøå...� ùå ðàíіøå...� ùå ðàíіøå...� ùå ðàíіøå...� ùå ðàíіøå...� ùå ðàíіøå...
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ßê íå äèâíî, ðîçâèòêó êîìáіíàòîðèêè çíà÷íîþ ìіðîþ ïîñïðè-
ÿëè àçàðòíі іãðè, ÿêі íàáóëè íåàáèÿêîї ïîïóëÿðíîñòі â XVI ñò. 
Çîêðåìà, ó òîé ÷àñ ïèòàííÿìè âèçíà÷åííÿ ðіçíîìàíіòíèõ 
êîìáіíàöіé ó ãðі â êîñòі çàéìàëèñÿ òàêі âіäîìі іòàëіéñüêі ìà-
òåìàòèêè, ÿê Äæ. Êàðäàíî, Í. Òàðòàëüÿ òà іí. À íàéáіëüø 
ïîâíî öå ïèòàííÿ äîñëіäèâ Ãàëіëåî Ãàëіëåé ó XVII ñò. 

Ñó÷àñíі êîìáіíàòîðíі çàäà÷і âèñîêîãî ðіâíÿ ïîâ’ÿçàíі ç îá’єê-
òàìè â іíøèõ ãàëóçÿõ ìàòåìàòèêè: âèçíà÷íèêàìè, ñêіí÷åí-
íèìè ãåî ìåòðіÿìè, ãðóïàìè, ìàòåìàòè÷íîþ ëîãіêîþ òîùî.

 Що вивчає комбінаторика?  Сформулюйте комбінаторні пра-
вило суми і правило добутку.  Що таке факторіал числа?  Що 
називають розміщенням?  Запам’ятайте формулу для знахо-
дження кількості розміщень .  Сформулюйте правило, за 
яким знаходять розміщення.  Що називають перестановками? 

 Запам’ятайте формулу для знаходження перестановок Ðn. 
 Що називають комбінаціями?  Запам’ятайте формулу для 

знаходження комбінацій .

Ðîçâ’ÿæiòü çàäà÷i òà âèêîíàéòå âïðàâè

Îá÷èñëіòü (17.1–17.2):

17.1. 1)      2)      3) Ð4;     4) Ð6;     5)      6) 

17.2. 1)      2)      3) Ð3;     4) Ð5;     5)      6) 

Óòâîðіòü óñі ïåðåñòàíîâêè ìíîæèíè (17.3–17.4):

17.3. 1) À = {à; b};        2) Â = {*; {; }.

17.4. 1) À = {1; 2};        2) Â = {?; !; }.

17.5. Ñêіëüêè ÷îòèðèöèôðîâèõ ÷èñåë ìîæíà ñêëàñòè ç öèôð 5, 6, 
7, 8, ÿêùî öèôðè â ÷èñëі íå ïîâòîðþþòüñÿ?

17.6. Ñêіëüêè òðèöèôðîâèõ ÷èñåë ìîæíà ñêëàñòè ç öèôð 1, 2, 3, 
ÿêùî öèôðè â ÷èñëі íå ïîâòîðþþòüñÿ?

17.7. Íà òàðіëöі ëåæèòü 5 ÿáëóê і 8 ñëèâ. Ñêіëüêîìà ñïîñîáàìè ç 
òàðіëêè ìîæíà âçÿòè:
1) îäèí ôðóêò;            2) îäíå ÿáëóêî é îäíó ñëèâó?

17.8. Ó êëàñі 10 þíàêіâ і 15 äіâ÷àò. Ñêіëüêîìà ñïîñîáàìè ìîæíà 
âèáðàòè:
1) îäíîãî ïðåäñòàâíèêà âіä êëàñó;
2) ïàðó ïðåäñòàâíèêіâ – þíàêà і äіâ÷èíó?

Ñêîðîòіòü äðіá (17.9–17.10):

17.9. 

ßê íå äèâíî, ðîçâèòêó êîìáіíàòîðèêè çíà÷íîþ ìіðîþ ïîñïðè-
ÿëè àçàðòíі іãðè, ÿêі íàáóëè íåàáèÿêîї ïîïóëÿðíîñòі â XVI ñò. 
Çîêðåìà, ó òîé ÷àñ ïèòàííÿìè âèçíà÷åííÿ ðіçíîìàíіòíèõ 
êîìáіíàöіé ó ãðі â êîñòі çàéìàëèñÿ òàêі âіäîìі іòàëіéñüêі ìà-
òåìàòèêè, ÿê Äæ. Êàðäàíî, Í. Òàðòàëüÿ òà іí. À íàéáіëüø 
ïîâíî öå ïèòàííÿ äîñëіäèâ Ãàëіëåî Ãàëіëåé ó XVII ñò. 

Ñó÷àñíі êîìáіíàòîðíі çàäà÷і âèñîêîãî ðіâíÿ ïîâ’ÿçàíі ç îá’єê-
òàìè â іíøèõ ãàëóçÿõ ìàòåìàòèêè: âèçíà÷íèêàìè, ñêіí÷åí-
íèìè ãåî ìåòðіÿìè, ãðóïàìè, ìàòåìàòè÷íîþ ëîãіêîþ òîùî.

 Що вивчає комбінаторика?  Сформулюйте комбінаторні пра-
вило суми і правило добутку.  Що таке факторіал числа?  Що 
називають розміщенням?  Запам’ятайте формулу для знахо-
дження кількості розміщень .  Сформулюйте правило, за 
яким знаходять розміщення.  Що називають перестановками? 

 Запам’ятайте формулу для знаходження перестановок Ðn. 
 Що називають комбінаціями?  Запам’ятайте формулу для 

знаходження комбінацій .

вило суми і правило добутку. 
називають розміщенням? 

17.1.17.1.
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17.10.

Îá÷èñëіòü çíà÷åííÿ âèðàçó (17.11–17.12):

17.11.

17.12.

17.13. Ñêіëüêîìà ñïîñîáàìè ìîæíà âèáðàòè ïàðó ç îäíîãî ãîëîñ-
íîãî é îäíîãî ïðèãîëîñíîãî çâóêіâ ó ñëîâі «ñòóäåíò»?

17.14. Ñêіëüêîìà ñïîñîáàìè ìîæíà âèáðàòè ïàðó ç îäíîãî ãîëîñ-
íîãî é îäíîãî ïðèãîëîñíîãî çâóêіâ ó ñëîâі «êóïîë»?

17.15. Ñêіëüêîìà ñïîñîáàìè ìîæíà âèøèêóâàòè â øåðåíãó 6 ó÷-
íіâ?

17.16. 10 ó÷àñíèêіâ øàõîâîãî òóðíіðó ãðàþòü ó çàëі, äå є 5 ñòî-
ëіâ. Ñêіëüêîìà ñïîñîáàìè ìîæíà ðîçìіñòèòè øàõіñòіâ çà 
ñòîëàìè, ÿêùî ó÷àñíèêè âñіõ ïàðòіé і êîëіð ôіãóð êîæíîãî 
ç íèõ âіäîìі?

17.17. Ñêіëüêîìà ñïîñîáàìè ç 5 ÷ëåíіâ ïðåçèäії ìîæíà âèáðàòè 
ãîëîâó çáîðіâ і ñåêðåòàðÿ?

17.18. Ó ñåêöії ëåãêîї àòëåòèêè òðåíóєòüñÿ 8 ñïîðòñìåíіâ. Ñêіëü-
êîìà ñïîñîáàìè ìіæ íèìè ìîæíà ðîçïîäіëèòè åòàïè åñòà-
ôåòè 4 100 ì (òîáòî êîæåí іç ÷îòèðüîõ àòëåòіâ, ùî áåðå 
ó÷àñòü â åñòàôåòі, áіæèòü ñâіé åòàï: ïåðøèé, àáî äðóãèé, àáî 
òðåòіé, àáî ÷åòâåðòèé)?

17.19. Òóðèñòè÷íà ãðóïà ñêëàäàєòüñÿ ç 16 îñіá. Ñêіëüêîìà ñïîñî-
áàìè ç íèõ ìîæíà ñôîðìóâàòè ãðóïó ç 3 òóðèñòіâ äëÿ åêñ-
êóðñії?

17.20. Ñêіëüêîìà ñïîñîáàìè ç 20 ó÷íіâ êëàñó ìîæíà îáðàòè ÷î-
òèðüîõ äëÿ ó÷àñòі ó ñâÿòêîâîìó êîíöåðòі?

17.21. Íà êîëі ðîçìіùåíî 10 òî÷îê. Ñêіëüêè є òðèêóòíèêіâ ç 
âåðøèíàìè â öèõ òî÷êàõ?

17.22. Íà êîëі ðîçìіùåíî 15 òî÷îê. Ñêіëüêè ðіçíèõ âіäðіçêіâ 
ìîæíà îòðèìàòè, ç’єäíóþ÷è öі òî÷êè ïîïàðíî?

17.23. Ãðàëüíèé êóáèê ïіäêèäàþòü äâі÷і. Ñêіëüêè ðіçíèõ ïîñëі-
äîâíîñòåé ÷èñåë ìîæíà ïðè öüîìó îòðèìàòè?

17.24. Ìîíåòó ïіäêèäàþòü òðè÷і. Ñêіëüêè ðіçíèõ ïîñëіäîâíîñòåé 
âèïàäàííÿ öèôðè òà ãåðáà ìîæíà ïðè öüîìó îòðèìàòè?

17.25. Ñêіëüêè ðіçíèõ òðèöèôðîâèõ ÷èñåë, ó çàïèñó ÿêèõ є òіëü-
êè íåïàðíі öèôðè, ìîæíà ñêëàñòè, ÿêùî:
1) öèôðè â ÷èñëі íå ïîâòîðþþòüñÿ; 
2) öèôðè â ÷èñëі ìîæóòü ïîâòîðþâàòèñÿ?
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17.26. Ñêіëüêè ðіçíèõ äâîöèôðîâèõ ÷èñåë, ó çàïèñó ÿêèõ є öèô-
ðè 1, 2, 3, 4, 5, ìîæíà ñêëàñòè, ÿêùî öèôðè â ÷èñëі:
1) íå ïîâòîðþþòüñÿ;      2) ìîæóòü ïîâòîðþâàòèñÿ?

17.27. Ñêіëüêè øåñòèöèôðîâèõ ÷èñåë, ùî íå ìіñòÿòü îäíàêîâèõ 
öèôð, ìîæíà ñêëàñòè çà äîïîìîãîþ öèôð 1, 2, 3, 4, 5, 6, 
òàê, ùîá:
1) ÷èñëî çàêіí÷óâàëîñÿ öèôðîþ 6;
2) ÷èñëî ïî÷èíàëîñÿ ç öèôðè 3, à çà íåþ éøëà öèôðà 4;
3) ïåðøèìè áóëè öèôðè 3 і 4 â áóäü-ÿêîìó ïîðÿäêó?

17.28. Ñêіëüêè ï’ÿòèöèôðîâèõ ÷èñåë, ùî íå ìіñòÿòü îäíàêîâèõ 
öèôð, ìîæíà ñêëàñòè çà äîïîìîãîþ öèôð 5, 6, 7, 8, 9, òàê, 
ùîá: 
1) öèôðà 9 áóëà ïåðøîþ;
2) öèôðà 7 áóëà îñòàííüîþ, à 8 – ïåðåäîñòàííüîþ;
3) ïåðøèìè áóëè öèôðè 5 і 6, ðîçòàøîâàíі ó áóäü-ÿêîìó 
ïîðÿäêó? 

17.29. Ó ïðåì’єð-ëіçі ÷åìïіîíàòó Óêðàїíè ç ôóòáîëó ãðàє 12 êîìàíä.
1) Ñêіëüêè є âàðіàíòіâ ðîçïîäіëó çîëîòîї і ñðіáíîї ìåäàëåé 
ñåðåä öèõ êîìàíä?
2) Ñêіëüêè є âàðіàíòіâ ðîçïîäіëó çîëîòîї і ñðіáíîї ìåäàëåé 
ñåðåä öèõ êîìàíä, ÿêùî áðîíçîâó ìåäàëü îòðèìàëà êîìàíäà 
«Çîðÿ» ç Ëóãàíñüêà?

17.30. Ó êëàñíіé îëіìïіàäі ç ìàòåìàòèêè áåðóòü ó÷àñòü 8 ó÷íіâ.
1) Ñêіëüêîìà ñïîñîáàìè ìіæ íèìè ìîæíà ðîçïîäіëèòè ïåð-
øі òðè ìіñöÿ, ÿêùî âñі ó÷íі íàáðàëè ðіçíó êіëüêіñòü áàëіâ?
2) Ñêіëüêîìà ñïîñîáàìè ìîæíà ðîçïîäіëèòè ìіæ ó÷àñíèêà-
ìè äðóãå òà òðåòє ìіñöÿ, ÿêùî ïåðøå ìіñöå ïîñіëà Ñîôіéêà 
Äîïèòëèâà?

Îá÷èñëіòü (17.31–17.32):

17.31.        17.32.     

Ðîçâ’ÿæіòü ðіâíÿííÿ (17.33–17.34):

17.33.

17.34. 1) Ðõ+2 = 30Ðõ;     2) = 132.

17.35. Ñêіëüêîìà ñïîñîáàìè ìîæíà ðîçêëàñòè â ðÿä øіñòü êó-
ëüîê ðіçíèõ êîëüîðіâ òàê, ùîá áіëà êóëüêà áóëà êðàéíüîþ 
ëіâîðó÷, à ÷îðíà – êðàéíüîþ ïðàâîðó÷?

17.36. Ñêіëüêîìà ñïîñîáàìè íà êíèæêîâіé ïîëèöі ìîæíà ðîçòà-
øóâàòè ïіäðó÷íèêè іç øåñòè ðіçíèõ ïðåäìåòіâ òàê, ùîá ïіä-
ðó÷íèê ç àëãåáðè ñòîÿâ êðàéíіì ëіâîðó÷?

17.37. Ñêіëüêè ðіçíèõ øåñòèöèôðîâèõ ÷èñåë ìîæíà ñêëàñ-
òè іç öèôð 0, 1, 2, 3, 4, 5, ÿêùî â êîæíîìó ÷èñëі öèôðè 
íå ïîâòîðþþòüñÿ?
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17.38. Ñêіëüêè ðіçíèõ ÷îòèðèöèôðîâèõ ÷èñåë ìîæíà ñêëàñòè іç 
öèôð 0, 2, 4, 8, ÿêùî öèôðè â ÷èñëі íå ïîâòîðþþòüñÿ?

17.39. Ñêіëüêè ðіçíèõ ïðàâèëüíèõ íåñêîðîòíèõ äðîáіâ ìîæíà 
ñêëàñòè іç ÷èñåë 2, 3, 5, 7, 12?

17.40. Ñêіëüêîìà ñïîñîáàìè ãðóïó ç 10 ó÷íіâ ìîæíà ðîçïîäіëèòè 
äëÿ ó÷àñòі â äâîõ îëіìïіàäàõ, ÿêùî â îëіìïіàäі ç ìàòåìàòè-
êè ìàþòü áðàòè ó÷àñòü 6 ó÷íіâ, à ç ôіçèêè – 4 ó÷íі?

17.41. Ñêіëüêîìà ñïîñîáàìè 8 ïàñàæèðіâ êóïåéíîãî âàãîíà ìîæ-
íà ðîçïîäіëèòè ìіæ äâîìà êóïå ïî 4 ïàñàæèðè?

17.42. Ñêіëüêîìà ñïîñîáàìè ìîæíà âèáðàòè 2 áëîêíîòè і 3 ðó÷êè 
ç 5 ðіçíèõ áëîêíîòіâ і 8 ðіçíèõ ðó÷îê?

17.43.  Ñêіëüêîìà ñïîñîáàìè ìîæíà âèáðàòè 2 äèñêè DVD ç іãðàìè 
і 4 ç ôіëüìàìè іç 6 ðіçíèõ äèñêіâ ç іãðàìè і 8 іç ôіëüìàìè?

17.44. Ó òóðíіðі «Êóáîê Âàñþêіâ» âçÿëè ó÷àñòü 10 øàõіñòіâ, 
êîæíèé ç ÿêèõ çіãðàâ ïî îäíіé ïàðòії ç êîæíèì іç ñóïåðíè-
êіâ. Ñêіëüêè áóëî çіãðàíî ïàðòіé ó öüîìó òóðíіðі?

17.45. Ó ïðåì’єð-ëіçі ç ôóòáîëó ãðàє 16 êîìàíä, êîæíà ç ÿêèõ 
ïðîâîäèòü ïî äâі çóñòðі÷і ç êîæíèì іç ñóïåðíèêіâ. Ñêіëüêè 
ìàò÷іâ áóäå çіãðàíî â öіé ïðåì’єð-ëіçі?

Ðîçâ’ÿæіòü íåðіâíіñòü (17.46–17.47):

17.46. 1) Ðõ+1 J 30 Ðõ–1;     2)  > 90.

17.47. 1) Ðõ+2 > 20Ðõ;       2) J 28.

Ðîçâ’ÿæіòü ðіâíÿííÿ (17.48–17.49):
17.48.  1) ;     2) ;

  3) ;          4) .

17.49.  1) ;     2) ;

  3) ;            4) .
17.50. Ó êëàñі 8 þíàêіâ і 8 äіâ÷àò. Ñêіëüêîìà ñïîñîáàìè ìîæíà 

ñêëàñòè ãðàôіê ÷åðãóâàííÿ ïî êëàñó íà 8 äíіâ òàê, ùîá êîæ-
íîãî äíÿ ÷åðãóâàëè îäèí þíàê і îäíà äіâ÷èíà, і ïðè öüîìó 
æîäíèé ç êëàñó íå ÷åðãóâàâ äâі÷і?

17.51. Ñêіëüêîìà ñïîñîáàìè ìîæíà ðîçòàøóâàòè çà ï’ÿòüìà ïàð-
òàìè 5 þíàêіâ і 5 äіâ÷àò òàê, ùîá çà êîæíîþ ïàðòîþ ëіâî-
ðó÷ ñèäіâ þíàê, à ïðàâîðó÷ – äіâ÷èíà?

17.52. Íå âðàõîâóþ÷è ïî÷àòêîâîї ñòàíöії, ïîòÿã ìåòðî ðîáèòü 
10 çóïèíîê, íà ÿêèõ âèõîäÿòü óñі ïàñàæèðè òà íå çàõîäÿòü 
íîâі. Ñêіëüêîìà ñïîñîáàìè ìîæóòü ðîçïîäіëèòèñÿ ìіæ öèìè 
çóïèíêàìè 80 ïàñàæèðіâ, ùî çàéøëè ó âàãîíè ïîòÿãà íà 
ïî÷àòêîâіé ñòàíöії?

17.53. Ìàєìî 7 ÿùèêіâ òà 3 ïðåäìåòè: ì’ÿ÷, ëÿëüêó і êíèæêó. 
Ñêіëüêè є ñïîñîáіâ ðîçêëàñòè ó öі ÿùèêè öі ïðåäìåòè, ÿêùî 
ó êîæåí ç ÿùèêіâ ìîæíà âìіñòèòè óñі òðè ïðåäìåòè?



230

РОЗДІЛ 3

Ðîçâ’ÿæіòü íåðіâíіñòü (17.54–17.55):
17.54. 1) ;      2) .

17.55. 1) ;      2) .

17.56. Òðè íîòè ç ñåìè íîò îäíієї îêòàâè (äî, ðå, ìі, ôà, ñîëü, ëÿ, 
ñі) ìîæíà âçÿòè íà іíñòðóìåíòі àáî îäíî÷àñíî (àêîðä), àáî 
ïîñëіäîâíî (òðèçâóê). Çíàéäіòü êіëüêіñòü óñіõ ìîæëèâèõ
1) àêîðäіâ;         
2) òðèçâóêіâ;
3) àêîðäіâ, ùî ìіñòÿòü íîòó «äî»;
4) òðèçâóêіâ, ùî ìіñòÿòü íîòó «ìі»;
5) àêîðäіâ, ùî íå ìіñòÿòü íîòè «äî»;
6) òðèçâóêіâ, ùî íå ìіñòÿòü íîòè «ìі».

17.57. Äîâåäіòü ðіâíîñòі, ÿêèìè ìîæíà çàïèñàòè îñíîâíі 
âëàñòèâîñòі êіëüêîñòі êîìáіíàöіé:

Ñêіëüêè ðіçíèõ ïîñëіäîâíîñòåé áóêâ ìîæíà îäåðæàòè, ïåðåñòàâ-
ëÿþ÷è âñі áóêâè ñëîâà (17.58–17.59):
17.58. 1) êîëîñ;       2) ïåðåðâà?

17.59. 1) ñåðåäà;       2) çîëîòî?

17.60. Ñêіëüêè ðіçíèõ íåïðàâèëüíèõ äðîáіâ ìîæíà ñêëàñòè, âè-
êîðèñòîâóþ÷è â ÷èñåëüíèêó і çíàìåííèêó ÷èñëà 1, 3, 5, 7, 
11, 13, çà óìîâè, ùî êîæíå ç íèõ ìîæíà âèêîðèñòîâóâàòè 
îäíî÷àñíî і â ÷èñåëüíèêó, і â çíàìåííèêó?

17.61. Ñêіëüêè ðіçíèõ ÷îòèðèöèôðîâèõ ÷èñåë ìîæíà ñêëàñòè іç 
öèôð 0; 1; 2; 3; 4; 5; 6, ÿêùî öèôðè â ÷èñëі íå ïîâòîðþþòüñÿ?

17.62. Ñêіëüêè ðіçíèõ òðèöèôðîâèõ ÷èñåë ìîæíà ñêëàñòè іç 
öèôð 0; 2; 4; 6; 8, ÿêùî öèôðè â ÷èñëі íå ïîâòîðþþòüñÿ?

17.63.  Ñêіëüêîìà ñïîñîáàìè 8 ðîçäіëіâ êíèæêè ìîæíà ðîçïî äіëèòè 
ìіæ 4 àâòîðàìè, ÿêùî êîæåí àâòîð ïèøå ïî 2 ðîç äіëè?

17.64. Ñêіëüêîìà ñïîñîáàìè 6 òіñòå÷îê ìîæíà ðîçïîäіëèòè ìіæ 
òðüîìà äіòüìè òàê, ùîá êîæåí îòðèìàâ ïî äâà òіñòå÷êà?

17.65. Ñêіëüêè ÷îòèðèöèôðîâèõ ÷èñåë, êðàòíèõ ÷èñëó 5, ìîæíà 
ñêëàñòè іç öèôð 0; 1; 5; 6, ÿêùî â ÷èñëі öèôðè íå ïîâòîðþ-
þòüñÿ?

17.66. Ñêіëüêè íåïàðíèõ ï’ÿòèöèôðîâèõ ÷èñåë ìîæíà ñêëàñòè іç 
öèôð 1; 2; 3; 4; 5, ÿêùî öèôðè â ÷èñëі íå ïîâòîðþþòüñÿ?

17.67. Ó âàçі 10 áіëèõ і 6 ðîæåâèõ òðîÿíä. Ñêіëüêîìà ñïîñîáàìè 
ìîæíà âèáðàòè ç âàçè:
1) òðè êâіòêè;      
2) òðè êâіòêè îäíîãî êîëüîðó; 
3) òðè êâіòêè òàê, ùîá ñåðåä íèõ áóëè ÿê áіëі, òàê і ðîæåâі?
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17.68. Ó íàóêîâіé ëàáîðàòîðії ïðàöþþòü 5 â÷åíèõ-÷îëîâіêіâ 
і 6 â÷åíèõ-æіíîê. Ñêіëüêîìà ñïîñîáàìè ñåðåä ó÷åíèõ öієї 
ëàáîðàòîðії äëÿ ó÷àñòі â êîíôåðåíöії ìîæíà îáðàòè:
1) òðüîõ â÷åíèõ;     2) òðüîõ ó÷åíèõ îäíієї ñòàòі;
3) òðüîõ â÷åíèõ òàê, ùîá ñåðåä íèõ áóëè ÿê ÷îëîâіêè, òàê 
і æіíêè?

Ðîçâ’ÿæіòü ðіâíÿííÿ (17.69–17.70):
17.69. 1) ;       2) .

17.70. .

Ðîçâ’ÿæіòü íåðіâíіñòü (17.71–17.72):
17.71. 1) ;         2) .

17.72. 1) ;         2) .

Çíàéäіòü x і y, ÿêùî (17.73–17.74):

17.73. 1)          2) .

17.74. 1)              2) .

17.75. Ìàðі÷êà õî÷å ïðèãîòóâàòè íà ñâіé äåíü íàðîäæåííÿ 5 ñòðàâ: 
äâà ñàëàòè, ì’ÿñíó íàðіçêó, çàëèâíó ðèáó òà äåñåðò. Ñêіëüêî-
ìà ñïîñîáàìè âîíà ìîæå âèáðàòè ïîñëіäîâíіñòü ïðèãîòóâàííÿ 
ñòðàâ, ÿêùî ñàëàòè áóäå òî÷íî ãîòóâàòè îäèí çà îäíèì?

17.76. Ó äîìàøíіé áіáëіîòåöі Ñåðãіÿ є øіñòü ôàíòàñòè÷íèõ ðîìàíіâ 
øåñòè ðіçíèõ àâòîðіâ òà äâà ðîìàíè ñüîìîãî àâòîðà. Ñêіëüêîìà 
ñïîñîáàìè Ñåðãіé ìîæå ðîçñòàâèòè íà ïîëèöі öі 8 êíèæîê òàê, 
ùîá äâà ðîìàíè îñòàííüîãî àâòîðà ñòîÿëè ïîðÿä? 

17.77. Ðåäàêòîð âèäàâíèöòâà Îðåñò Ìèõàéëîâè÷ ãîòóє çáіðíèê äå-
òåêòèâíèõ îïîâіäàíü, ùî ìіñòèòèìå ï’ÿòü îïîâіäàíü ðіçíèõ 
àâòîðіâ і ùå äâà îïîâіäàííÿ øîñòîãî àâòîðà. Ñêіëüêè є ñïî-
ñîáіâ óïîðÿäêóâàííÿ çáіðíèêà öèìè îïîâіäàííÿìè, ÿêùî äâà 
îïîâіäàííÿ îñòàííüîãî àâòîðà íå ìàþòü іòè îäíå çà îäíèì?

17.78. Ó êîíêóðñі «Íàéêðàùèé íàïіé ðîêó» áåðóòü ó÷àñòü øіñòü 
íàïîїâ, äâà ç ÿêèõ âèãîòîâëÿþòü íà îñíîâі êàâè. ×ëåí æóðі 
Ïîëіíà Ïåòðіâíà ìàє ñêóøòóâàòè öі íàïîї òàê, ùîá òі, ùî íà 
îñíîâі êàâè, íå êóøòóâàòè îäèí çà îäíèì. Ñêіëüêè ðіçíèõ 
ñïîñîáіâ âèáîðó ïîñëіäîâíîñòі äåãóñòóâàííÿ íàïîїâ ó íåї є?

17.79. Ç ãðóïè áіãóíіâ òðåáà âèáðàòè òðüîõ äëÿ ó÷àñòі ó ìіæíà-
ðîäíèõ çìàãàííÿõ. Âіäîìî, ùî öå ìîæíà çðîáèòè 84 ñïîñî-
áàìè. Ñêіëüêè áіãóíіâ ó öіé ãðóïі?

17.80. Âіäîìî, ùî îáðàòè ñòàðîñòó êëàñó òà éîãî çàñòóïíèêà 
ìîæíà 462 ñïîñîáàìè. Ñêіëüêè ó÷íіâ ó öüîìó êëàñі?

17.81. Äîâåäіòü, ùî ïðè êîæíîìó ìîæëèâîìó k ñóìà 
є òî÷íèì êâàäðàòîì.
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17.82. Äîâåäіòü òîòîæíіñòü .

17.83. 1) Ñêіëüêè є ÷îòèðèöèôðîâèõ ÷èñåë, ó äåñÿòêîâîìó 
çàïèñó ÿêèõ є öèôðà 9?
2) Ñêіëüêè є øåñòèöèôðîâèõ ÷èñåë, ó äåñÿòêîâîìó çàïèñó 
ÿêèõ є õî÷à á îäíà ç öèôð 7, 8 àáî 9?

17.84. Ñêіëüêè є ï’ÿòèöèôðîâèõ ÷èñåë, ó äåñÿòêîâîìó çàïèñó ÿêèõ:
1) є öèôðà 7;     2) є õî÷à á îäíà ç öèôð 7 àáî 8?

17.85. Ñêіëüêè є ñåìèöèôðîâèõ íàòóðàëüíèõ ÷èñåë, ó ÿêèõ âñі 
öèôðè, ùî ñòîÿòü íà íåïàðíèõ ìіñöÿõ, ðіçíі?

17.86. Íà êîíôåðåíöії ìàþòü âèñòóïèòè 8 â÷åíèõ. Ñêіëüêî-
ìà ñïîñîáàìè їõ ìîæíà ðîçìіñòèòè ó ñïèñêó âèñòóïàþ÷èõ, 
ÿêùî Çàõàð÷óê ìàє âèñòóïàòè íå ðàíіøå Ñåðãієíêà?

17.87. Íà øàõîâîìó òóðíіðі ïіä ÷àñ æåðåáêóâàííÿ êîæíèé ç 
ãðîñìåéñòåðіâ ïîòèñíóâ ðóêó êîæíîìó çі ñâîїõ ñóïåðíèêіâ. 
Âñüîãî ðóêîñòèñêàíü áóëî áіëüøå 60, àëå ìåíøå 70. Ñêіëüêè 
âñüîãî ãðîñìåéñòåðіâ âçÿëè ó÷àñòü ó òóðíіðі?

17.88. Ó ÷åìïіîíàòі îáëàñòі ç ãàíäáîëó êîæíà ç êîìàíä ïðîâåëà ç 
іíøîþ ïî 2 ìàò÷і. Âñüîãî áóëî çіãðàíî áіëüøå 45, àëå ìåíøå 
70 ìàò÷іâ. Ñêіëüêè êîìàíä âçÿëè ó÷àñòü ó ÷åìïіîíàòі?

17.89. Äîâåäіòü, ùî äëÿ áóäü-ÿêîãî n ∈ N ñïðàâäæóєòüñÿ íåðіâ-
íіñòü:

1) ;      2) .

17.90. Ó ÿùèêó ëåæèòü êіëüêà ïðîíóìåðîâàíèõ áіëèõ і ÷îðíèõ 
êóëüîê. Âіäîìî, ùî âèéíÿòè îäíó áіëó é îäíó ÷îðíó êóëüêè 
ìîæíà 120 ñïîñîáàìè, à äâі áіëі і äâі ÷îðíі – 2970 ñïîñî-
áàìè. À ùå âіäîìî, ùî áіëèõ êóëüîê áіëüøå, íіæ ÷îðíèõ. 
Ñêіëüêè ó ÿùèêó áіëèõ êóëüîê і ñêіëüêè ÷îðíèõ?

17.91. Ó ÿùèêó ëåæèòü êіëüêà ñèíіõ і ÷åðâîíèõ êóëüîê. Âіäîìî, 
ùî âçÿòè äâі ñèíі êóëüêè é îäíó ÷åðâîíó ìîæíà 75 ñïîñî-
áàìè, à îäíó ñèíþ і äâі ÷åðâîíі – 60 ñïîñîáàìè. Ñêіëüêè 
ó ÿùèêó ñèíіõ êóëüîê і ñêіëüêè ÷åðâîíèõ?

17.92. Ãàííà ùîðàíêó ïðîáіãàє îäíó é òó ñàìó äèñòàíöіþ. 
Ó áóäíі äíі âîíà äîëàє її çі øâèäêіñòþ 10 êì/ãîä çà 28 õâ, 

à ó âèõіäíі ïðîâîäèòü ïîñèëåíå òðåíóâàííÿ, òîìó äîëàє öþ äè-
ñòàíöіþ çà 20 õâ. Ç ÿêîþ øâèäêіñòþ çäіéñíþє ïðîáіæêè Ãàííà 
ó âèõіäíі äíі?

17.93. (Ìіæíàðîäíà ìàòåìàòè÷íà îëіìïіàäà øêîëÿðіâ, 
1966 ð.) Äîâåäіòü òîòîæíіñòü:

, 

äå n ∈ N, , k ∈ N ∪ {0}, λ ∈ Z.
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Ïiäãîòóéòåñÿ äî âèâ÷åííÿ íîâîãî ìàòåðiàëó

17.94. ßêà éìîâіðíіñòü òîãî, ùî ïðè ïіäêèäàííі ãðàëüíîãî êóáè-
êà âèïàäå ÷èñëî 5?

17.95. Ç îäíîöèôðîâèõ íàòóðàëüíèõ ÷èñåë íàâìàííÿ âèáèðàþòü 
îäíå. ßêà éìîâіðíіñòü òîãî, ùî âîíî âèÿâèòüñÿ:
1) ïàðíèì;     2) íåïàðíèì?

17.96. Ó øóõëÿäі ëåæèòü 10 áіëèõ і 5 êàðòàòèõ õóñòèíîê. Íàâ-
ìàííÿ âèáèðàþòü îäíó ç íèõ. ßêà éìîâіðíіñòü òîãî, ùî âîíà 
âèÿâèòüñÿ: 
1) áіëîþ;      2) êàðòàòîþ?

1. Ðîçâ’ÿæіòü íåðіâíіñòü log0,8x > log0,85.

À Á Â Ã Ä

(–u; +u) (5; +u) [5; +u) (–u; 5) (0; 5)

2. Ãðàôіê ÿêîї ç ôóíêöіé ïðîõîäèòü ÷åðåç òî÷êó À(–1; 3)?

À Á Â Ã Ä

y = 2x – 1 y = 3x y = 3x y = –1

3. Óêàæіòü êіëüêіñòü êîðåíіâ ðіâíÿííÿ , 

ùî íàëåæàòü ïðîìіæêó (–π; π).

À Á Â Ã Ä

æîäíîãî îäèí äâà òðè áåçëі÷

4. Îá÷èñëіòü 

À Á Â Ã Ä

1 1,5 3 10

1. Ðîçâ’ÿæіòü íåðіâíіñòü log0,8x > log0,85.

À Á Â Ã Ä

(–u; +u) (5; +u) [5; +u) (–u; 5) (0; 5)

2. Ãðàôіê ÿêîї ç ôóíêöіé ïðîõîäèòü ÷åðåç òî÷êó À(–1; 3)?

À Á Â Ã Ä

y = 2x – 1 y = 3x y = 3x y = –1

3. Óêàæіòü êіëüêіñòü êîðåíіâ ðіâíÿííÿ , 

ùî íàëåæàòü ïðîìіæêó (–π; π).

À Á Â Ã Ä

æîäíîãî îäèí äâà òðè áåçëі÷

4. Îá÷èñëіòü 

À Á Â Ã Ä

1 1,5 3 10

ПППЕРЕВІРТЕ СВОЮ КОМПЕТЕНТНІСТЬЕРЕВІРТЕ СВОЮ КОМПЕТЕНТНІСТЬ
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5. sin2(log52) + cos2(log52) = ...

À Á Â Ã Ä

1 2 3 4 5

6. Óêàæіòü êіëüêіñòü êîðåíіâ ðіâíÿííÿ .

À Á Â Ã Ä

æîäíîãî îäèí äâà òðè áåçëі÷

7. Óñòàíîâіòü âіäïîâіäíіñòü ìіæ ôóíêöієþ ó = f(x) (1–4) 

òà çíà÷åííÿì іíòåãðàëà  (À–Ä).

Ôóíêöіÿ Çíà÷åííÿ іíòåãðàëà

1 f(x) = x – 1 À –2

2 f(x) = 2x Á –

3 f(x) = x2 Â 0

4 f(x) = x3 + 1 Ã

Ä 2

8. Îá÷èñëіòü ñóìó ïåðøèõ øіñòíàäöÿòè ÷ëåíіâ àðèôìå-
òè÷íîї ïðîãðåñії àn, ÿêùî àn = 2n – 3.

9. Ó ÿùèêó 5 áіëèõ і êіëüêà ÷îðíèõ êóëüîê. ßêîþ íàé-
ìåíøîþ ìàє áóòè êіëüêіñòü ÷îðíèõ êóëüîê, ùîá éìîâіð-
íіñòü âèòÿãíóòè íàâìàííÿ ç ÿùèêà ÷îðíó êóëüêó áóëà 
áіëüøîþ çà 0,6?

ВИПАДКОВИЙ ДОСɅІД І ВИПАДКОВА ПОДІЯ. 
ЙМОВІРНІСТЬ ПОДІЇ 

Áóäü-ÿêà òî÷íà íàóêà âèâ÷àє íå ñàìі ÿâèùà, ùî âіäáóâàþòüñÿ 
â ïðèðîäі, à їõíі ìàòåìàòè÷íі ìîäåëі. Ïðè öüîìó ÷àñòî äîâîäèòü-
ñÿ âðàõîâóâàòè і âèïàäêîâі ôàêòîðè, ó ðåçóëüòàòі ÿêèõ ÿâèùå 
ìîæå ÿê âіäáóòèñÿ, òàê і íå âіäáóòèñÿ. Òàêі ÿâèùà íàçèâàþòü 
âèïàäêîâèìè.

Òåîðіÿ éìîâіðíîñòåé – ìàòåìàòè÷íà íàóêà, ùî âèâ÷àє çàêîíî-
ìіðíîñòі âèïàäêîâèõ ÿâèù.

Ó öüîìó ïàðàãðàôі ïðèãàäàєìî òå, ùî íàì âіäîìî ç ïîïåðåäíіõ 
êëàñіâ, íàâ÷èìîñÿ ðîçâ’ÿçóâàòè çàäà÷і íà îá÷èñëåííÿ éìîâіðíîñòі 
çà äîïîìîãîþ ôîðìóë êîìáіíàòîðèêè òà äіçíàєìîñÿ äåùî íîâå.

5. sin2(log52) + cos2(log52) = ...

À Á Â Ã Ä

1 2 3 4 5

6. Óêàæіòü êіëüêіñòü êîðåíіâ ðіâíÿííÿ .

À Á Â Ã Ä

æîäíîãî îäèí äâà òðè áåçëі÷

7. Óñòàíîâіòü âіäïîâіäíіñòü ìіæ ôóíêöієþ ó = f(x) (1–4) 

òà çíà÷åííÿì іíòåãðàëà  (À–Ä).

Ôóíêöіÿ Çíà÷åííÿ іíòåãðàëà

1 f(x) = x – 1 À –2

2 f(x) = 2x Á –

3 f(x) = x2 Â 0

4 f(x) = x3 + 1 Ã

Ä 2

8. Îá÷èñëіòü ñóìó ïåðøèõ øіñòíàäöÿòè ÷ëåíіâ àðèôìå-
òè÷íîї ïðîãðåñії àn, ÿêùî àn = 2= 2= n – 3.

9. Ó ÿùèêó 5 áіëèõ і êіëüêà ÷îðíèõ êóëüîê. ßêîþ íàé-
ìåíøîþ ìàє áóòè êіëüêіñòü ÷îðíèõ êóëüîê, ùîá éìîâіð-
íіñòü âèòÿãíóòè íàâìàííÿ ç ÿùèêà ÷îðíó êóëüêó áóëà 
áіëüøîþ çà 0,6?

ВИПАДКОВИЙ ДОСɅІД І ВИПАДКОВА ПОДІЯ. 
ЙМОВІРНІСТЬ ПОДІЇ § 18. § 18. 
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Ïðèïóñòèìî, ùî ïðîâîäÿòü ïåâíèé 
äîñëіä (åêñïåðèìåíò, ñïîñòåðåæåí íÿ, 
âèïðîáóâàííÿ òîùî), ðåçóëüòàò ÿêîãî 
ïåðåäáà÷èòè íåìîæëèâî. Òàêі äîñëіäè
â òåîðії éìîâіðíîñòåé íàçèâàþòü âè-

ïàäêîâèìè. Ïðè öüîìó äîöіëüíî ïðîâîäèòè ëèøå òі äîñëіäè, ÿêі 
ìîæëèâî ïîâòîðèòè, õî÷à á òåîðåòè÷íî, äîâіëüíó êіëüêіñòü ðàçіâ 
çà îäíèõ і òèõ ñàìèõ óìîâ.

Äî âèïàäêîâèõ äîñëіäіâ ìîæíà âіäíåñòè ïіäêèäàííÿ ìîíåòè ÷è 
ãðàëüíîãî êóáèêà, êóïіâëþ ëîòåðåéíîãî êâèòêà, ñòðіëüáó ïî ìі-
øåíі òîùî. Îòæå,

âèïàäêîâèé äîñëіä – öå äîñëіä (åêñïåðèìåíò, ñïîñòåðåæåííÿ, 
âèïðîáóâàííÿ), ðåçóëüòàò ÿêîãî çàëåæèòü âіä âèïàäêó і ÿêèé 
ìîæíà ïîâòîðèòè áàãàòî ðàçіâ â îäíèõ і òèõ ñàìèõ óìîâàõ.

Ðåçóëüòàòîì âèïàäêîâîãî äîñëіäó є âèïàäêîâà ïîäіÿ.

�èïàäêîâà ïîäіÿ – öå ïîäіÿ, ÿêà â îäíèõ і òèõ ñàìèõ 
óìîâàõ ìîæå âіäáóòèñÿ, à ìîæå і íå âіäáóòèñÿ.

Ïðèêëàäàìè âèïàäêîâèõ ïîäіé є âèïàäàííÿ îäèíèöі ïðè 
ïіäêèäàííі ãðàëüíîãî êóáèêà, âèïàäàííÿ ãåðáà ïðè ïіäêèäàííі 
ìîíåòè, âèãðàø ïåâíîãî ïðèçó ïðè êóïіâëі ëîòåðåéíîãî êâèòêà 
òîùî. Òàêі ïîäії, ÿê çàêèïàííÿ âîäè, êîëè її òåìïåðàòóðà äîñÿã-
ëà 100°Ñ, àáî çáіëüøåííÿ äîâæèíè äðîòó ïіä ÷àñ éîãî íàãðіâàí-
íÿ, є çàêîíîìіðíèìè, òîìó їõ íå ìîæíà íàçâàòè âèïàäêîâèìè.

Âèïàäêîâі ïîäії, ÿê ïðàâèëî, ïîçíà÷àþòü âåëèêèìè ëàòèí-
ñüêèìè ëіòåðàìè: À, Â, Ñ, D, ...

Ó ÿùèêó є òіëüêè áіëі і ÷îðíі êóëüêè. Ç íüîãî íàâ-
ìàííÿ âèéìàþòü îäíó êóëüêó. ßêі ç ïîäіé ïðè öüîìó ìîæóòü 
âіäáóòèñÿ:
À – âèéíÿòî áіëó êóëüêó;        Â – âèéíÿòî ÷îðíó êóëüêó;
Ñ – âèéíÿòî çåëåíó êóëüêó;      D – âèéíÿòî êóëüêó?

Ð î ç â ’ ÿ ç à í í ÿ. Îñêіëüêè ç ÿùèêà ìîæíà âèáðàòè ëèøå òå, 
ùî â íüîìó є, òî âèéíÿòè áіëó àáî ÷îðíó êóëüêó ìîæíà, à çå-
ëåíó – íі. Ìîæíà òàêîæ ñòâåðäæóâàòè, ùî áóäü-ÿêèé ïðåäìåò, 
ÿêèé íàâìàííÿ âèéìàþòü ç ÿùèêà, áóäå êóëüêîþ, îñêіëüêè 
òàì, îêðіì êóëüîê, íі÷îãî íåìàє. Îòæå, ïîäії À і Â ìîæóòü âіä-
áóòèñÿ (à ìîæóòü і íå âіäáóòèñÿ); ïîäіÿ Ñ íå ìîæå âіäáóòèñÿ, à 
ïîäіÿ D îáîâ’ÿçêîâî âіäáóäåòüñÿ.
Â і ä ï î â і ä ü. À, Â, D.

Ïîäіþ, ÿêà çà äàíèõ óìîâ îáîâ’ÿçêîâî âіäáóäåòüñÿ, íàçè-
âàþòü âіðîãіäíîþ.
Ïîäіþ, ÿêà çà äàíèõ óìîâ íå ìîæå âіäáóòèñÿ, íàçèâàþòü 
íåìîæëèâîþ.

Ó ïðèêëàäі 1 ïîäіÿ À і ïîäіÿ Â – âèïàäêîâі, D – âіðîãіäíà, 
Ñ – íåìîæëèâà. 

1. �èïàäêîâèé äîñëіä 
і âèïàäêîâà ïîäіÿ. 
�іðîãіäíà ïîäіÿ. 
Íåìîæëèâà ïîäіÿ

âèïàäêîâèé äîñëіä – öå äîñëіä (åêñïåðèìåíò, ñïîñòåðåæåííÿ, 
âèïðîáóâàííÿ), ðåçóëüòàò ÿêîãî çàëåæèòü âіä âèïàäêó і ÿêèé 
ìîæíà ïîâòîðèòè áàãàòî ðàçіâ â îäíèõ і òèõ ñàìèõ óìîâàõ.

øåíі òîùî. Îòæå,

âèïàäêîâèé äîñëіä – öå äîñëіä (åêñïåðèìåíò, ñïîñòåðåæåííÿ, 
âèïðîáóâàííÿ), ðåçóëüòàò ÿêîãî çàëåæèòü âіä âèïàäêó і ÿêèé 
ìîæíà ïîâòîðèòè áàãàòî ðàçіâ â îäíèõ і òèõ ñàìèõ óìîâàõ.

�èïàäêîâà ïîäіÿ – öå ïîäіÿ, ÿêà â îäíèõ і òèõ ñàìèõ 
óìîâàõ ìîæå âіäáóòèñÿ, à ìîæå і íå âіäáóòèñÿ.

Ðåçóëüòàòîì âèïàäêîâîãî äîñëіäó є 

Ïðèêëàäàìè âèïàäêîâèõ ïîäіé є âèïàäàííÿ îäèíèöі ïðè 

�èïàäêîâà ïîäіÿ
óìîâàõ ìîæå âіäáóòèñÿ, à ìîæå і íå âіäáóòèñÿ.

Приклад 1.

Ïîäіþ, ÿêà çà äàíèõ óìîâ îáîâ’ÿçêîâî âіäáóäåòüñÿ, íàçè-
âàþòü âіðîãіäíîþ.
Ïîäіþ, ÿêà çà äàíèõ óìîâ íå ìîæå âіäáóòèñÿ, íàçèâàþòü 
íåìîæëèâîþ.

Â і ä ï î â і ä ü

Ïîäіþ, ÿêà çà äàíèõ óìîâ îáîâ’ÿçêîâî âіäáóäåòüñÿ, íàçè-
âàþòü 
Ïîäіþ, ÿêà çà äàíèõ óìîâ íå ìîæå âіäáóòèñÿ, íàçèâàþòü 
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Âіðîãіäíó ïîäіþ ÷àñòî ïîçíà÷àþòü ëіòåðîþ U, à íåìîæëèâó 
ïîäіþ – ëіòåðîþ V.

Ïîäії À і Â íàçèâàþòü íåñóìіñíèìè
â äàíîìó äîñëіäі, ÿêùî âîíè íå ìî-
æóòü âіäáóòèñÿ îäíî÷àñíî, ó іíøîìó 
ðàçі ïîäії íàçèâàþòü ñóìіñíèìè.

Íåõàé ïðè îäíîêðàòíîìó ïіäêèäàííі ãðàëüíîãî 
êóáèêà ïîäіÿ À – âèïàäàííÿ îäèíèöі; Â – âèïàäàííÿ øіñòêè; 
Ñ – âèïàäàííÿ ÷èñëà, êðàòíîãî ÷èñëó 3. Òîäі ïîäії À і Â – íåñó-
ìіñíі â äàíîìó äîñëіäі, îñêіëüêè îäíî÷àñíå âèïàäàííÿ îäèíèöі 
і øіñòêè íåìîæëèâå. Ïîäії Â і Ñ – ñóìіñíі â äàíîìó äîñëіäі, 
îñêіëüêè ïðè âèïàäàííі íà ãðàëüíîìó êóáèêó øіñòêè ïîäії Â і 
Ñ âіäáóëèñÿ îäíî÷àñíî.

Ïîäії À1, À2, ..., Àn íàçèâàþòü ïîïàðíî íåñóìіñíèìè, 
ÿêùî áóäü-ÿêі äâі ç íèõ є íåñóìіñíèìè.

ßêùî ïîäії À1, À2, ..., Àn ïîïàðíî íåñóìіñíі і â ðåçóëüòàòі 
äîñëіäó ìîæå âіäáóòèñÿ îäíà і òіëüêè îäíà ç íèõ, òî êà-
æóòü, ùî ïîäії À1, À2, ..., Àn óòâîðþþòü ïîâíó ãðóïó ïî-
äіé. �íîæèíó âñіõ òàêèõ ïîäіé íàçèâàþòü ïðîñòîðîì åëå-
ìåíòàðíèõ ïîäіé, ïðè öüîìó ñàìі ïîäії À1, À2, ..., Àn íà-
çèâàþòü åëåìåíòàðíèìè ïîäіÿìè.

Íåõàé ïîäіÿ Àі îçíà÷àє, ùî â ðåçóëüòàòі ïіäêèäàí-
íÿ ãðàëüíîãî êóáèêà âèïàëî і î÷îê; і = 1; 2; 3; 4; 5; 6. Òîäі 
ïîäії À1, À2, À3 є ïîïàðíî íåñóìіñíèìè, àëå òàêèìè, ùî íå 
óòâîðþþòü ïîâíó ãðóïó ïîäіé. À ïîäії À1, À2, À3, À4, À5, À6 є 
ïîïàðíî íåñóìіñíèìè і óòâîðþþòü ïîâíó ãðóïó ïîäіé.
Ç öüîãî ïðèêëàäó çðîçóìіëî, ùî âèïàäàííÿ, íàïðèêëàä, îäè-

íèöі і äâіéêè є ðіâíîìîæëèâèìè ïîäіÿìè. Òîìó ïîäії À1 і À2 íà-
çèâàþòü ðіâíîéìîâіðíèìè.

Ðіâíîéìîâіðíèìè ïîäіÿìè íàçèâàþòü ïîäії, éìîâіðíîñòі 
ÿêèõ îäíàêîâі ó äàíîìó âèïðîáóâàííі.

Òàê, íàïðèêëàä, ðіâíîéìîâіðíèìè є âèïàäàííÿ ãåðáà і öèô-
ðè ïðè ïіäêèäàííі ìîíåòè. Àëå ÿêùî ñòðіëåöü âëó÷àє â ìіøåíü 
çі éìîâіðíіñòþ 0,9, òî äëÿ öüîãî ñòðіëüöÿ âëó÷åííÿ і ïðîìàõ íå 
є ðіâíîéìîâіðíèìè ïîäіÿìè.

Ðîçãëÿíåìî äîñëіä, ðåçóëüòàòîì ÿêîãî 
ìîæå áóòè îäíà ç n âèïàäêîâèõ ïîäіé, 
ïðè÷îìó öі ïîäії óòâîðþþòü ïîâíó ãðóïó 

ðіâíîéìîâіðíèõ ïîäіé. ßê ìè âæå çíàєìî, òàêі ïîäії íàçèâàþòü åëå-
ìåíòàðíèìè ïîäіÿìè, ïðè öüîìó äîñëіä íàçèâàþòü êëàñè÷íèì.

Ïðèêëàäîì êëàñè÷íîãî äîñëіäó є ïðèêëàä 3 öüîãî ïàðàãðàôà, 
åëåìåíòàðíі ïîäії ÿêîãî – öå ïîäії À1, À2, À3, À4, À5, À6.

Ïîäії À і Â íàçèâàþòü íåñóìіñíèìè
â äàíîìó äîñëіäі, ÿêùî âîíè íå ìî-
æóòü âіäáóòèñÿ îäíî÷àñíî, ó іíøîìó 
ðàçі ïîäії íàçèâàþòü ñóìіñíèìè.

Ïîäії 
â äàíîìó äîñëіäі, ÿêùî âîíè íå ìî-
æóòü âіäáóòèñÿ îäíî÷àñíî, ó іíøîìó 

2. Íåñóìіñíі ïîäії. 
Ïîâíà ãðóïà 
ïîäіé. 
Ðіâíîéìîâіðíі 
ïîäії

Приклад 2.

Ïîäії À1, À2, ..., Àn íàçèâàþòü ïîïàðíî íåñóìіñíèìè, 
ÿêùî áóäü-ÿêі äâі ç íèõ є íåñóìіñíèìè.

Ñ âіäáóëèñÿ îäíî÷àñíî.

Ïîäії 
ÿêùî áóäü-ÿêі äâі ç íèõ є íåñóìіñíèìè.

ßêùî ïîäії À1, À2, ..., Àn ïîïàðíî íåñóìіñíі і â ðåçóëüòàòі 
äîñëіäó ìîæå âіäáóòèñÿ îäíà і òіëüêè îäíà ç íèõ, òî êà-
æóòü, ùî ïîäії À1, À2, ..., Àn óòâîðþþòü ïîâíó ãðóïó ïî-
äіé. �íîæèíó âñіõ òàêèõ ïîäіé íàçèâàþòü ïðîñòîðîì åëå-
ìåíòàðíèõ ïîäіé, ïðè öüîìó ñàìі ïîäії À1, À2, ..., Àn íà-
çèâàþòü åëåìåíòàðíèìè ïîäіÿìè.

ßêùî ïîäії 
äîñëіäó ìîæå âіäáóòèñÿ îäíà і òіëüêè îäíà ç íèõ, òî êà-
æóòü, ùî ïîäії 

Приклад 3.

Ðіâíîéìîâіðíèìè ïîäіÿìè íàçèâàþòü ïîäії, éìîâіðíîñòі 
ÿêèõ îäíàêîâі ó äàíîìó âèïðîáóâàííі.

çèâàþòü 

Òàê, íàïðèêëàä, ðіâíîéìîâіðíèìè є âèïàäàííÿ ãåðáà і öèô-

Ðіâíîéìîâіðíèìè ïîäіÿìè
ÿêèõ îäíàêîâі ó äàíîìó âèïðîáóâàííі.

3. �ëàñè÷íå îçíà÷åííÿ 
éìîâіðíîñòі
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Âèïàäîê, ó ðåçóëüòàòі ÿêîãî âіäáóâàєòüñÿ ïîäіÿ À, íàçèâà-
þòü âèïàäêîì, ùî ñïðèÿє ïîÿâі ïîäії À.

Çãàäàєìî âіäîìå íàì ç ïîïåðåäíіõ êëàñіâ êëàñè÷íå îçíà÷åííÿ 
éìîâіðíîñòі:

éìîâіðíіñòü ïîäії À äîðіâíþє âіäíîøåííþ êіëüêîñòі âè-
ïàäêіâ ò, ùî ñïðèÿþòü ïîÿâі ïîäії À, äî êіëüêîñòі âñіõ 
ìîæëèâèõ âèïàäêіâ n:

Çàóâàæèìî, ùî öå îçíà÷åííÿ íå ñóïåðå÷èòü ñòàòèñòè÷íîìó 
îçíà÷åííþ éìîâіðíîñòі òà äàє çìîãó äіéòè òèõ ñàìèõ âèñíîâêіâ:

éìîâіðíіñòü âіðîãіäíîї ïîäії äîðіâíþє 1; éìîâіðíіñòü íå-
ìîæëèâîї ïîäії äîðіâíþє �; éìîâіðíіñòü âèïàäêîâîї ïîäії 
ìîæå áóòè áóäü-ÿêèì ÷èñëîì âіä � äî 1.

Ñïðàâäі, ÿêùî ïîäіÿ U – âіðîãіäíà, òî êіëüêіñòü âèïàäêіâ, ùî 
ñïðèÿþòü ïîÿâі ïîäії U, äîðіâíþє êіëüêîñòі âñіõ ìîæëèâèõ âèïàä-

êіâ, òîáòî ò = n, à òîìó  ßêùî ïîäіÿ V – íåìîæëèâà, 

òî êіëüêіñòü âèïàäêіâ, ùî ñïðèÿþòü ïîÿâі ïîäії V, äîðіâíþє íóëþ, 

òîáòî ò = 0, à òîìó  ßêùî À – äîâіëüíà âèïàäêî âà 

ïîäіÿ, òî 0 J ò J n, à òîìó , òîáòî 0 J ð(À) J 1.

Ðîçãëÿíåìî êіëüêà âïðàâ íà çíàõîäæåííÿ éìîâіðíîñòі ïîäії.

Ó êîðîáöі 5 áіëèõ і 15 ÷îðíèõ êóëüîê. Íàâìàííÿ 
âèéìàþòü îäíó ç íèõ. Ïîäіÿ A ïîëÿãàє â òîìó, ùî âèéíÿòî 
áіëó êóëüêó. ßêà éìîâіðíіñòü ïîäії À?
Ð î ç â ’ ÿ ç à í í ÿ. Ç êîðîáêè ìîæíà âèòÿãíóòè ç ðіâíîþ éìîâіð-
íіñòþ áóäü-ÿêó ç 5 + 15 = 20 êóëüîê, òîìó n = 20. Îñêіëüêè 
áіëèõ êóëüîê 5, òî êіëüêіñòü âèïàäêіâ, ùî ñïðèÿþòü ïîäії À, 

äîðіâíþє 5, òîáòî ò = 5. Îòæå, 

Â і ä ï î â і ä ü. 0,25.

Íà êàðòêàõ çàïèñàíî íàòóðàëüíі ÷èñëà âіä 1 äî 20. 
Íàâìàííÿ âèòÿãóþòü îäíó ç êàðòîê. ßêà éìîâіðíіñòü òîãî, ùî 
÷èñëî, çàïèñàíå íà êàðòöі, є äіëüíèêîì ÷èñëà 20?
Ð î ç â ’ ÿ ç à í í ÿ. Çðîçóìіëî, ùî n = 20. Íåõàé ïîäіÿ A ïîëÿãàє 
â òîìó, ùî âèòÿãíóòî êàðòêó, ÷èñëî íà ÿêіé є äіëüíèêîì ÷èñ-
ëà 20. Íàòóðàëüíèìè äіëüíè êàìè ÷èñëà 20 є øіñòü ÷èñåë: 1, 2, 

4, 5, 10, 20. Îòæå, ò = 6, і òîäі 

Â і ä ï î â і ä ü. 0,3.

Âèïàäîê, ó ðåçóëüòàòі ÿêîãî âіäáóâàєòüñÿ ïîäіÿ À, íàçèâà-
þòü âèïàäêîì, ùî ñïðèÿє ïîÿâі ïîäії À.

Çãàäàєìî âіäîìå íàì ç ïîïåðåäíіõ êëàñіâ 

Âèïàäîê, ó ðåçóëüòàòі ÿêîãî âіäáóâàєòüñÿ ïîäіÿ 
þòü âèïàäêîì, ùî ñïðèÿє ïîÿâі ïîäії 

éìîâіðíіñòü ïîäії À äîðіâíþє âіäíîøåííþ êіëüêîñòі âè-
ïàäêіâ ò, ùî ñïðèÿþòü ïîÿâі ïîäії À, äî êіëüêîñòі âñіõ 
ìîæëèâèõ âèïàäêіâ n:

éìîâіðíîñòі:

éìîâіðíіñòü ïîäії 
ïàäêіâ 
ìîæëèâèõ âèïàäêіâ 

éìîâіðíіñòü âіðîãіäíîї ïîäії äîðіâíþє 1; éìîâіðíіñòü íå-
ìîæëèâîї ïîäії äîðіâíþє �; éìîâіðíіñòü âèïàäêîâîї ïîäії 
ìîæå áóòè áóäü-ÿêèì ÷èñëîì âіä � äî 1.

îçíà÷åííþ éìîâіðíîñòі òà äàє çìîãó äіéòè òèõ ñàìèõ âèñíîâêіâ:

éìîâіðíіñòü âіðîãіäíîї ïîäії äîðіâíþє 1; éìîâіðíіñòü íå-
ìîæëèâîї ïîäії äîðіâíþє �; éìîâіðíіñòü âèïàäêîâîї ïîäії 
ìîæå áóòè áóäü-ÿêèì ÷èñëîì âіä � äî 1.

Приклад 4.

Приклад 5.
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Îäíî÷àñíî ïіäêèíóëè äâà ãðàëüíèõ êóáèêè. ßêà 
éìîâіðíіñòü òîãî, ùî ñóìà î÷îê, ÿêі âèïàëè íà êóáèêàõ:
1) äîðіâíþє 8;     2) áіëüøà çà 9?
Ð î ç â ’ ÿ ç à í í ÿ. Ñêëàäåìî òàáëèöþ 
ñóìè î÷îê, ÿêó ìîæíà îòðèìàòè ïðè 
îäíî÷àñíîìó ïіäêèäàííі äâîõ ãðàëü-
íèõ êóáèêіâ. Òîäі n = 36 – êіëüêіñòü 
óñіõ ìîæëèâèõ âèïàäêіâ.
1) Є ï’ÿòü âèïàäêіâ, êîëè ñóìà î÷îê 
íà îáîõ êóáèêàõ äîðіâíþє 8, îòæå, 

ò = 5. Òîäі 

2) Є øіñòü âèïàäêіâ, êîëè ñóìà î÷îê 
íà îáîõ êóáèêàõ áіëüøà çà 9, òîìó 

ò = 6. Îòæå, 

Â і ä ï î â і ä ü. 1) 

×àñòî â çàäà÷àõ íà îá÷èñëåííÿ éìî-
âіðíîñòі âèêîðèñòîâóþòü ôîðìóëè 
êîìáіíàòîðèêè. Ðîçãëÿíåìî ïðèêëàäè 
òàêèõ çàäà÷.

Íåõàé є ï’ÿòü âіäðіçêіâ, äîâæèíè ÿêèõ 1 ñì, 3 ñì, 
5 ñì, 7 ñì і 9 ñì. Íàâìàííÿ âèáèðàєìî òðè ç íèõ. ßêà éìîâіð-
íіñòü òîãî, ùî ç íèõ ìîæíà ñêëàñòè òðèêóòíèê?
Ð î ç â ’ ÿ ç à í í ÿ. Êіëüêіñòü n óñіõ ìîæëèâèõ âèïàäêіâ – öå 
êіëüêіñòü ñïîñîáіâ, ÿêèìè ìîæíà âèáðàòè òðè âіäðіçêè ç ï’ÿòè, 

і íå ìàє çíà÷åííÿ, ó ÿêîìó ïîðÿäêó. Îòæå, . 

Òðèêóòíèê ìîæíà ñêëàñòè ëèøå ç òàêèõ ãðóï âіäðіçêіâ: 3 ñì, 
5 ñì і 7 ñì àáî 3 ñì, 7 ñì і 9 ñì àáî 5 ñì, 7 ñì і 9 ñì. Òîìó 

m = 3, îòæå, 

Â і ä ï î â і ä ü. 0,3.

Ó êîøèêó 10 ÿáëóê і 8 ãðóø. Íàâìàííÿ ç êîøèêà 
áåðóòü äâà ôðóêòè. ßêà éìîâіðíіñòü òîãî, ùî: 
1) îáèäâà ç íèõ – ÿáëóêè; 
2) îäèí ç íèõ – ÿáëóêî, äðóãèé – ãðóøà.

Ð î ç â ’ ÿ ç à í í ÿ. Äëÿ îáîõ çàâäàíü n = = 153 – êіëüêіñòü 
óñіõ ìîæëèâèõ âèïàäêіâ âèáîðó äâîõ ôðóêòіâ.
1) Âèáðàòè äâà ÿáëóêà ìîæíà  ñïîñîáàìè. Îòæå, 

ò = = 45 і òîäі 

Приклад 6.

I
II 1 2 3 4 5 6

1 2 3 4 5 6 7

2 3 4 5 6 7 8

3 4 5 6 7 8 9

4 5 6 7 8 9 10

5 6 7 8 9 10 11

6 7 8 9 10 11 12

4. Çíàõîäæåííÿ 
éìîâіðíîñòі 
çà äîïîìîãîþ ôîðìóë 
êîìáіíàòîðèêè

Приклад 7.

Приклад 8.
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2) Âèáðàòè îäíå ÿáëóêî ìîæíà  ñïîñîáàìè, і ïіñëÿ êîæíî-

ãî òàêîãî âèáîðó ãðóøó ìîæíà âèáðàòè  ñïîñîáàìè. Çà êîì-

áіíàòîðíèì ïðàâèëîì äîáóòêó ò =  · = 10 · 8 = 80, îòæå, 

Â і ä ï î â і ä ü.

 Що вивчає теорія ймовірностей?  Що таке випадковий до-
слід?  Що таке випадкова подія?  Яку подію називають віро-
гідною, а яку – неможливою?  Які події називають несумісними 
в даному досліді, а які – сумісними?  Які події називають по-
парно несумісними?  Коли події Ⱥ1, Ⱥ2, ..., Ⱥn утворюють повну 
групу подій?  Що називають простором елементарних подій? 

 Які події називають рівноймовірними?  Сформулюйте класич-
не означення ймовірності.  Якого висновку на основі класично-
го означення ймовірності про ймовірність вірогідної, неможливої 
і випадкової події можна дійти?

Ðîçâ’ÿæiòü çàäà÷i òà âèêîíàéòå âïðàâè

18.1. (Óñíî) ßêі ç ïîäіé є âèïàäêîâèìè:
1) ïðè ïіäêèäàííі êóáèêà âèïàäå 5 î÷îê;
2) ïðè òåìïåðàòóðі 0° C âîäà çàìåðçíå;
3) âèãðàø ïî ëîòåðåéíîìó êâèòêó ñêëàäå 10 ãðí;
4) íàñòóïíèì äíåì ïіñëÿ 1 êâіòíÿ áóäå 2 êâіòíÿ;
5) ïðіçâèùå íàâìàííÿ âèáðàíîãî îäèíàäöÿòèêëàñíèêà ïî÷è-
íàòèìåòüñÿ ç áóêâè «ß»;
6) äîâæèíà êîëà, ðàäіóñ ÿêîãî 6 ñì, äîðіâíþâàòèìå 12π ñì?

18.2. (Óñíî) ßêі ç ïîäіé – âіðîãіäíі, à ÿêі – íåìîæëèâі:
1) ñîíöå çіéäå íà ñõîäі;
2) ïðè ïіäêèäàííі ãðàëüíîãî êóáèêà âèïàäå êіëüêіñòü î÷îê, 
ùî êðàòíà ÷èñëó 11;
3) íàâìàííÿ âèáðàíå òðèöèôðîâå ÷èñëî, ùî ñêëàäàєòüñÿ іç 
öèôð 7, 8 і 9, âèÿâèòüñÿ áіëüøèì çà 600;
4) äâîöèôðîâå ÷èñëî, ùî ñêëàäàєòüñÿ іç öèôð 1 і 2, áóäå 
êðàòíèì ÷èñëó 10;
5) âèïàäå áіëèé ñíіã;
6) êіëüêіñòü äíіâ íàâìàííÿ âèáðàíîãî ìіñÿöÿ áóäå áіëüøîþ 
çà 31?

18.3. ßêі ç ïîäіé âèïàäêîâі, âіðîãіäíі, íåìîæëèâі:
1) âèãðàòè ïàðòіþ â òåíіñ ó ðіâíîãî ïî ñèëі ñóïåðíèêà;
2) íàâìàííÿ âèáðàíèé êðîêîäèë óìіòèìå ëіòàòè;
3) ïîÿâà î÷îê, ñóìà ÿêèõ áіëüøà çà 12, ïðè ïіäêèäàííі äâîõ 
ãðàëüíèõ êóáèêіâ; 

 Що вивчає теорія ймовірностей?  Що таке випадковий до-
слід?  Що таке випадкова подія?  Яку подію називають віро-
гідною, а яку – неможливою?  Які події називають несумісними 
в даному досліді, а які – сумісними?  Які події називають по-
парно несумісними?  Коли події Ⱥ1, Ⱥ2, ..., Ⱥn утворюють повну 
групу подій?  Що називають простором елементарних подій? 

 Які події називають рівноймовірними?  Сформулюйте класич-
не означення ймовірності.  Якого висновку на основі класично-
го означення ймовірності про ймовірність вірогідної, неможливої 
і випадкової події можна дійти?

слід? 
гідною, а яку – неможливою? 



240

РОЗДІЛ 3

4) çàïіçíåííÿ ïîòÿãà Êèїâ–Ëüâіâ;
5) 1 òðàâíÿ íàñòóïíîãî ðîêó áóäå ñîíÿ÷íî;
6) íàñòóïíèì äíåì ïіñëÿ ïîíåäіëêà áóäå âіâòîðîê;
7) íàñòóïíèì äíåì ïіñëÿ âіâòîðêà áóäå ïîíåäіëîê;
8) äíåì íàðîäæåííÿ ëþäèíè, ÿêó âè çóñòðіíåòå, áóäå 
30 ÷åðâíÿ;
9) äíåì íàðîäæåííÿ ëþäèíè, ÿêó âè çóñòðіíåòå, áóäå 
31 ÷åðâíÿ;
10) çóñòðіòè â àâòîáóñі ñâîãî ñóñіäà?

18.4. Íàâåäіòü ïî äâà ïðèêëàäè âіðîãіäíîї, íåìîæëèâîї, âèïàäêî-
âîї ïîäіé.

18.5. (Óñíî). ßêі ïîäії ìîæóòü âіäáóòèñÿ âíàñëіäîê òàêèõ âèïðî-
áóâàíü:
1) ïіäêèäàííÿ ìîíåòè; 
2) âèáіð äåòàëі ç ïàðòії, ó ÿêіé 1000 ÿêіñíèõ äåòàëåé і 5 áðà-
êîâàíèõ?

18.6. Äëÿ êîæíîãî ç âèïðîáóâàíü ñêëàäіòü ïîâíó ãðóïó ïîäіé:
1) ðåçóëüòàò ôóòáîëüíîãî ìàò÷ó ìіæ êîìàíäàìè «Çîðÿ» і 
«Òàâðіÿ»;
2) ðåçóëüòàò áàñêåòáîëüíîãî ìàò÷ó ìіæ êîìàíäàìè Óêðàїíè 
і Ëàòâії;
3) âèáіð îäíієї àéñòðè ç áóêåòà, ó ÿêîìó 10 áіëèõ і 8 ðîæåâèõ 
àéñòð;
4) çàãàäóâàííÿ îäíîöèôðîâîãî íàòóðàëüíîãî ÷èñëà.

18.7. Äëÿ êîæíîãî ç âèïðîáóâàíü ñêëàäіòü ïîâíó ãðóïó ïîäіé:
1) ðåçóëüòàò òåíіñíîї ïàðòії ìіæ äâîìà ãðàâöÿìè;
2) ðåçóëüòàò øàõîâîї ïàðòії ìіæ äâîìà ãðàâöÿìè;
3) âèòÿãóâàííÿ ëîòåðåéíîãî êâèòêà ç ÿùèêà, ó ÿêîìó 20 êâèò-
êіâ áåç âèãðàøó і 5 ç âèãðàøåì;
4) ïіäêèäàííÿ êóáèêà, äâі ãðàíі ÿêîãî ïîôàðáîâàíî â áіëèé 
êîëіð, äâі – ó ÷îðíèé, äâі – ó çåëåíèé.

18.8. (Óñíî). Íàâåäіòü ïðèêëàä:
1) ðіâíîéìîâіðíèõ ïîäіé; 
2) ïîäіé, ÿêі íå є ðіâíîéìîâіðíèìè â äàíîìó âèïðîáóâàííі.

18.9. Ïіäêèäàþòü ãðàëüíèé êóáèê. Ñóìіñíі ÷è íåñóìіñíі òàêі ïîäії:
1) À – âèïàäàííÿ «1»; Â – âèïàäàííÿ «2»;
2) Ñ – âèïàäàííÿ «6»; D – âèïàäàííÿ ïàðíîãî ÷èñëà?

18.10. Ïіäêèäàþòü ãðàëüíèé êóáèê. Ñóìіñíі ÷è íåñóìіñíі òàêі 
ïîäії:
1) À – âèïàäàííÿ «5»; Â – âèïàäàííÿ «5» àáî «6»;
2) Ñ – âèïàäàííÿ «4»; D – âèïàäàííÿ ÷èñëà, êðàòíîãî ÷èñëó 5?

18.11. Ïåðåìàëþéòå òàáëèöþ â çîøèò і äëÿ êîæíîãî âèïðî-
áóâàííÿ íàçâіòü ïðèêëàä âіðîãіäíîї, íåìîæëèâîї, âèïàäêî-
âîї ïîäіé.
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é 
ï/ï Âèïðîáóâàííÿ Âіðîãіäíà 

ïîäіÿ
Íåìîæëè-
âà ïîäіÿ

Âèïàäêî-
âà ïîäіÿ

1
Âèéìàííÿ íàâìàííÿ 
êóëüêè ç êîðîáêè ç áіëè-
ìè і ÷îðíèìè êóëüêàìè

2
Âіäðèâàííÿ ëèñòêà 
ó âіäðèâíîìó êàëåíäàðі

3 Âèòÿãóâàííÿ íàâìàííÿ 
êàðòè ç êîëîäè êàðò

4
Ñêëàäàííÿ äâîöèôðîâî-
ãî ÷èñëà іç öèôð 3 і 4

18.12. Ïåðåìàëþéòå òàáëèöþ â çîøèò і äëÿ êîæíîãî äîñëіäó íà-
çâіòü ïðèêëàä âіðîãіäíîї, íåìîæëèâîї і âèïàäêîâîї ïîäії.

é 
ï/ï Âèïðîáóâàííÿ Âіðîãіäíà 

ïîäіÿ
Íåìîæëè-
âà ïîäіÿ

Âèïàäêî-
âà ïîäіÿ

1

Âèòÿãóâàííÿ íàâìàííÿ 
öóêåðêè ç êîðîáêè, ó 
ÿêіé ëåæàòü öóêåðêè ç 
áіëîãî і ÷îðíîãî øîêî-
ëàäó

2 Ñêëàäàííÿ äâîöèôðîâî-
ãî ÷èñëà іç öèôð 8 і 9

3 Âèçíà÷åííÿ äàòè íàðîä-
æåííÿ äåÿêîї ëþäèíè

4
Âèçíà÷åííÿ êіëüêîñòі 
äíіâ íàâìàííÿ âèáðàíî-
ãî ðîêó

18.13. Âіäîìî, ùî â ïàðòії ç 1000 áàòàðåéîê òðàïëÿþòüñÿ 3 áðà-
êîâàíі. ßêà éìîâіðíіñòü êóïèòè áðàêîâàíó áàòàðåéêó ç òà-
êîї ïàðòії?

18.14. Ó ïàðòії ç 10 000 äåòàëåé є 15 áðàêîâàíèõ. ßêà éìîâіð-
íіñòü òîãî, ùî íàâìàííÿ âçÿòà ç öієї ïàðòії äåòàëü áóäå áðà-
êîâàíîþ?

Çíàéäіòü éìîâіðíіñòü ïîäії (18.15–18.16):
18.15. 1) ïіñëÿ 30 ëèïíÿ íàñòàíå 1 ñåðïíÿ; 

  2) ïіñëÿ ñóáîòè íàñòàíå íåäіëÿ?
18.16. 1) ïіñëÿ 30 êâіòíÿ íàñòàíå 1 òðàâíÿ; 

  2) ïіñëÿ ÷åòâåðãà íàñòàíå ñåðåäà?
18.17. Ó ÿùèêó ëåæèòü 18 àïåëüñèíіâ і 12 ìàíäàðèíіâ. ßêà éìî-

âіðíіñòü âèòÿãíóòè ç ÿùèêà:
1) àïåëüñèí;          2) ìàíäàðèí?
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18.18. Ó êëàñі 10 õëîïöіâ і 15 äіâ÷àò. ßêà éìîâіðíіñòü òîãî, ùî 
íàâìàííÿ âèáðàíèé ÷åðãîâèé ïî êëàñó áóäå:
1) õëîïöåì;           2) äіâ÷èíîþ?

18.19. Ó ìàãàçèíі âèÿâèëîñÿ, ùî ç 500 òåëåâіçîðіâ – 4 áðàêîâàíі. 
ßêà éìîâіðíіñòü òîãî, ùî íàâìàííÿ îáðàíèé òåëåâіçîð:
1) áðàêîâàíèé;        2) ÿêіñíèé?

18.20. Ç 50 ëåãêîàòëåòіâ, ÿêі âèñòóïàëè íà îëіìïіàäі, 12 áóëè 
íàãîðîäæåíі ìåäàëÿìè. Çíàéäіòü éìîâіðíіñòü òîãî, ùî íàâ-
ìàííÿ îáðàíèé àòëåò:
1) áóâ íàãîðîäæåíèé ìåäàëëþ;  
2) íå áóâ íàãîðîäæåíèé ìåäàëëþ.

18.21. Ðіâíîéìîâіðíі ÷è íі ïîäії À і Â, ÿêùî:
1) À – ç 10 êàðòîê іç ÷èñëàìè âіä 1 äî 10 âèòÿãíóòè êàðòêó 
іç ÷èñëîì 1; Â – ç 10 êàðòîê іç ÷èñëàìè âіä 1 äî 10 âèòÿãíó-
òè êàðòêó іç ÷èñëîì 2;
2) À – âèòÿãíóòè áіëó õóñòêó çі ñêðèíі, ó ÿêіé 4 áіëі õóñòêè 
і 6 ÷îðíèõ; Â – âèòÿãíóòè ÷îðíó õóñòêó çі ñêðèíі, ó ÿêіé 
4 áіëі õóñòêè і 6 ÷îðíèõ;
3) À – ïðè ïіäêèäàííі ãðàëüíîãî êóáèêà âèïàëî ïðîñòå ÷èñëî; 
Â – ïðè ïіäêèäàííі ãðàëüíîãî êóáèêà âèïàëî ñêëàäåíå ÷èñëî;
4) À – âèòÿãíóòè ÷åðâîíå ÿáëóêî ç êîøèêà, ó ÿêîìó ïîëî âè-
íà ÿáëóê ÷åðâîíі, à іíøà ïîëîâèíà – çåëåíі; Â – âèòÿãíóòè 
çåëåíå ÿáëóêî ç êîøèêà, ó ÿêîìó ïîëîâèíà ÿáëóê ÷åðâîíі, 
à ïîëîâèíà – çåëåíі?

18.22. Ó êîøèêó 12 ÷åðâîíèõ, 3 çåëåíèõ і 5 æîâòèõ ÿáëóê. ßêà 
éìîâіðíіñòü âèáðàòè íàâìàííÿ:
1) çåëåíå ÿáëóêî;              2) ÷åðâîíå ÿáëóêî; 
3) çåëåíå àáî æîâòå ÿáëóêî;     4) íå çåëåíå ÿáëóêî?

18.23. Ó ïåíàëі 6 ñèíіõ ðó÷îê, 3 ÷åðâîíі і 1 çåëåíà. ßêà éìîâіð-
íіñòü âèáðàòè ç ïåíàëó íàâìàííÿ:
1) ÷åðâîíó ðó÷êó;              2) ñèíþ ðó÷êó; 
3) ÷åðâîíó àáî çåëåíó ðó÷êó;    4) íå ÷åðâîíó ðó÷êó? 

18.24. (Çàäà÷à Äàëàìáåðà.) ßêà éìîâіðíіñòü òîãî, ùî ïðè äâîõ 
ïîñïіëü ïіäêèäàííÿõ ìîíåòè õî÷à á îäèí ðàç âèïàäå ãåðá?

18.25. Ãðàëüíèé êóáèê ïіäêèäàþòü îäèí ðàç. ßêà éìîâіðíіñòü 
òàêîї ïîäії:
1) À – âèïàäå ïàðíå ÷èñëî;
2) Â – âèïàäå íå áіëüøå 3 î÷îê;
3) Ñ – âèïàäå ÷èñëî, ùî є äіëüíèêîì ÷èñëà 12;
4) D – âèïàäå ÷èñëî, ùî є êâàäðàòîì íàòóðàëüíîãî ÷èñëà?

18.26. Ãðàëüíèé êóáèê ïіäêèäàþòü îäèí ðàç. ßêà éìîâіðíіñòü 
òàêîї ïîäії:
1) À – âèïàäå íåïàðíå ÷èñëî;
2) Â – âèïàäå íå ìåíøå 5 î÷îê;
3) Ñ – âèïàäå ÷èñëî, ùî є äіëüíèêîì ÷èñëà 18;
4) D – âèïàäå ÷èñëî, ùî є êóáîì íàòóðàëüíîãî ÷èñëà?
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18.27. Ó ÿùèêó ëåæàòü 12 êóëüîê, äâі ç ÿêèõ – áіëі. ßêà éìî-
âіðíіñòü òîãî, ùî âèáðàíі íàâìàííÿ äâі êóëüêè – áіëі?

18.28. Ó êîðîáöі ëåæàòü 10 îëіâöіâ, òðè ç ÿêèõ – ÷åðâîíі. ßêà 
éìîâіðíіñòü òîãî, ùî âèáðàíі íàâìàííÿ òðè îëіâöі – ÷åð-
âîíі?

18.29. Ç íàòóðàëüíèõ ÷èñåë âіä 1 äî 24 íàâìàííÿ âèáèðà-
þòü îäíå. ßêà éìîâіðíіñòü òîãî, ùî öå ÷èñëî íå є äіëüíèêîì 
÷èñëà 24?

18.30. Ç íàòóðàëüíèõ ÷èñåë âіä 1 äî 30 íàâìàííÿ âèáèðàþòü 
îäíå. ßêà éìîâіðíіñòü òîãî, ùî öå ÷èñëî àáî ïðîñòå, àáî 
є äіëüíèêîì ÷èñëà 30?

18.31. Îäíî÷àñíî ïіäêèäàþòü äâà ãðàëüíèõ êóáèêè. Çíàéäіòü 
éìîâіðíіñòü òàêîї ïîäії:
1) íà êóáèêàõ âèïàäå îäíàêîâà êіëüêіñòü î÷îê; 
2) ñóìà î÷îê íà êóáèêàõ äîðіâíþâàòèìå 4; 
3) ñóìà î÷îê íà êóáèêàõ íå áóäå áіëüøîþ çà 4; 
4) ñóìà î÷îê íà êóáèêàõ – ïðîñòå ÷èñëî.

18.32. Îäíî÷àñíî ïіäêèäàþòü äâà ãðàëüíèõ êóáèêè. Çíàéäіòü 
éìîâіðíіñòü òàêîї ïîäії:
1) íà êóáèêàõ âèïàäå ðіçíà êіëüêіñòü î÷îê; 
2) ñóìà î÷îê íà êóáèêàõ äîðіâíþâàòèìå 9; 
3) ñóìà î÷îê íà êóáèêàõ áóäå áіëü øîþ çà 10; 
4) ñóìà î÷îê íà êóáèêàõ – ñêëàäåíå ÷èñëî.

18.33. Çàãàäàíî äâîöèôðîâå íàòóðàëüíå ÷èñëî. ßêà éìîâіðíіñòü 
òîãî, ùî âîíî:
1) ìіñòèòü ó ñâîєìó çàïèñó öèôðó 8;
2) ìіñòèòü ó ñâîєìó çàïèñó öèôðó 1;
3) êðàòíå ÷èñëó 5;             4) êðàòíå ÷èñëó 13;
5) êðàòíå ÷èñëó 15 àáî 25;     6) íå êðàòíå ÷èñëó 29?

18.34. Íàâìàííÿ âèáðàíî äâîöèôðîâå íàòóðàëüíå ÷èñëî. ßêà 
éìîâіðíіñòü òîãî, ùî âîíî:
1) ìіñòèòü ó ñâîєìó çàïèñó öèôðó 0;
2) íå ìіñòèòü ó ñâîєìó çàïèñó öèôðó 0; 
3) êðàòíå ÷èñëó 6;             4) êðàòíå ÷èñëó 11;
5) êðàòíå ÷èñëó 12 àáî 18;     6) íå êðàòíå ÷èñëó 24?

18.35. Íàâìàííÿ âèáèðàþòü íåïàðíå äâîöèôðîâå íàòóðàëüíå 
÷èñëî. Çíàéäіòü éìîâіðíіñòü òîãî, ùî:
1) éîãî êâàäðàò ìåíøèé çà 1000;
2) éîãî êâàäðàò áіëüøèé çà 9000;
3) ñóìà êâàäðàòіâ éîãî öèôð áіëüøà çà 140;
4) ñóìà êâàäðàòіâ éîãî öèôð íå áіëüøà çà 10.

18.36. Çàãàäàëè ïàðíå äâîöèôðîâå íàòóðàëüíå ÷èñëî. Çíàéäіòü 
éìîâіðíіñòü òîãî, ùî:
1) éîãî êóá ìåíøèé çà 8000;
2) ñóìà êâàäðàòіâ éîãî öèôð ìåíøà çà 20.
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18.37. Îäíî÷àñíî ïіäêèäàþòü òðè ãðàëüíèõ êóáèêè. Çíàéäіòü 
éìîâіðíіñòü òàêîї ïîäії:
1) íà âñіõ òðüîõ êóáèêàõ âèïàëà îäíàêîâà êіëüêіñòü î÷îê;
2) ñóìà î÷îê íà âñіõ êóáèêàõ äîðіâíþє 4;
3) ñóìà î÷îê íà âñіõ êóáèêàõ äîðіâíþє 16;
4) íà âñіõ êóáèêàõ âèïàëà ïàðíà êіëüêіñòü î÷îê.

18.38. Îäíî÷àñíî ïіäêèäàþòü òðè ãðàëüíèõ êóáèêè. Çíàéäіòü 
éìîâіðíіñòü òàêîї ïîäії:
1) õî÷à á íà äâîõ êóáèêàõ âèïàëà ðіçíà êіëüêіñòü î÷îê;
2) ñóìà î÷îê íà âñіõ êóáèêàõ äîðіâíþє 5;
3) ñóìà î÷îê íà âñіõ êóáèêàõ äîðіâíþє 17;
4) íà âñіõ êóáèêàõ âèïàëà íåïàðíà êіëüêіñòü î÷îê.

18.39. Ó ÿùèêó ëåæàòü 18 áіëèõ êóëüîê і êіëüêà ÷îðíèõ. Ñêіëü-
êè ÷îðíèõ êóëüîê ó ÿùèêó, ÿêùî éìîâіðíіñòü âèòÿãíóòè 
íàâìàííÿ:
1) áіëó êóëüêó äîðіâíþє 0,6;   
2) ÷îðíó êóëüêó äîðіâíþє 0,25; 
3) áіëó êóëüêó áіëüøà çà 0,75;   
4) ÷îðíó êóëüêó áіëüøà çà 0,3?

18.40. Ó êîðîáöі ëåæàòü 10 øîêîëàäíèõ öóêåðîê і êіëüêà êàðà-
ìåëüîê. Ñêіëüêè êàðàìåëüîê ó êîðîáöі, ÿêùî éìîâіðíіñòü 
âèòÿãíóòè íàâìàííÿ:

1) øîêîëàäíó öóêåðêó äîðіâíþє ; 

2) êàðàìåëüêó äîðіâíþє 0,6; 
3) øîêîëàäíó öóêåðêó ìåíøà çà 0,4; 
4) êàðàìåëüêó ìåíøà çà 0,3?

18.41. Ìàєìî ï’ÿòü âіäðіçêіâ, äîâæèíè ÿêèõ 1 ñì, 2 ñì, 4 ñì, 
7 ñì, 9 ñì. Íàâìàííÿ âèáèðàєìî òðè ç íèõ. Çíàéäіòü éìîâіð-
íіñòü òîãî, ùî ç íèõ ìîæíà áóäå ñêëàñòè òðèêóòíèê.

18.42. Є ï’ÿòü êàðòîê іç ÷èñëàìè 1, 3, 5, 7, 9. Íàâìàííÿ âèáè-
ðàþòü òðè ç íèõ. ßêà éìîâіðíіñòü òîãî, ùî іç ÷èñåë, çàïèñà-
íèõ íà íèõ, ìîæíà ñêëàñòè àðèôìåòè÷íó ïðîãðåñіþ?

18.43. Ç ÿùèêà, ùî ìіñòèòü 6 ïðîíóìåðîâàíèõ êóëüîê, íàâìàí-
íÿ âèéìàþòü îäíó çà îäíîþ âñі êóëüêè. Çíàéäіòü éìîâіðíіñòü 
òîãî, ùî âîíè âèéìàòèìóòüñÿ â ïîðÿäêó íóìåðàöії.

18.44. Ç ëіòåð ðîçðіçíîї àáåòêè ñêëàäåíî ñëîâî «áóêâà». Ïîòіì ëі-
òåðè ñëîâà ïåðåìіøóþòü і íàâìàííÿ áåðóòü îäíó çà îäíîþ. 
Çíàéäіòü éìîâіðíіñòü òîãî, ùî áóäå ñêëàäåíå ïî÷àòêîâå ñëîâî.

18.45. Íà êàðòêàõ çàïèñàíî ÷èñëà âіä 1 äî 20. Íàâìàííÿ áåðóòü 
äâі ç íèõ. ßêà éìîâіðíіñòü òîãî, ùî ñóìà ÷èñåë íà êàðòêàõ 
äîðіâíþâàòèìå 15?

18.46. Íà êàðòêàõ çàïèñàíî ÷èñëà âіä 1 äî 15. Íàâìàííÿ áåðóòü 
äâі ç íèõ. ßêà éìîâіðíіñòü òîãî, ùî ìîäóëü ðіçíèöі ÷èñåë íà 
êàðòêàõ äîðіâíþâàòèìå 2?
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18.47. ßêà éìîâіðíіñòü òîãî, ùî âèáðàíå íàâìàííÿ äâîöèôðîâå 
÷èñëî áóäå êðàòíèì ÷èñëó 5?

18.48. ßêà éìîâіðíіñòü òîãî, ùî âèáðàíå íàâìàííÿ äâîöèôðîâå 
íåïàðíå ÷èñëî áóäå êðàòíèì ÷èñëó 7?

18.49. Íà ñåìè êàðòêàõ çàïèñàíî ÷èñëà 4, 5, 6, 7, 11 і 16. Íàâ-
ìàííÿ áåðóòü äâі êàðòêè òà ñêëàäàþòü іç íèõ äðіá. ßêà éìî-
âіðíіñòü òîãî, ùî öåé äðіá áóäå ñêîðîòíèì?

18.50. Íà ñåìè êàðòêàõ çàïèñàíî ÷èñëà 2, 3, 4, 5, 6 і 7. Íàâìàí-
íÿ áåðóòü äâі êàðòêè òà ñêëàäàþòü іç íèõ äðіá. ßêà éìîâіð-
íіñòü òîãî, ùî öåé äðіá áóäå íåñêîðîòíèì?

18.51. Ïàðîëü äëÿ âõîäó íà ñàéò ìіñòèòü øіñòü öèôð. ßêà éìî-
âіðíіñòü òîãî, ùî öåé ïàðîëü:
1) ñêëàäàєòüñÿ ç ðіçíèõ öèôð;
2) íå ìіñòèòü æîäíîї öèôðè 9?

18.52. Êîäîâèé çàìîê ìіñòèòü ÷îòèðè öèôðè. ßêà éìîâіðíіñòü 
òîãî, ùî êîä íà çàìêó:
1) ñêëàäàєòüñÿ ç ðіçíèõ öèôð;
2) íå ìіñòèòü æîäíîї öèôðè 0?

18.53. Àíäðіé òà Íàòàëÿ íåçàëåæíî îäíå âіä îäíîãî çàïèñóþòü ïî 
îäíîìó äâîöèôðîâîìó íàòóðàëüíîìó ÷èñëó. ßêà éìîâіðíіñòü 
òîãî, ùî:
1) öі ÷èñëà âèÿâëÿòüñÿ îäíàêîâèìè;
2) їõ ñóìà äîðіâíþâàòèìå 100;
3) їõ ñóìà íå ïåðåâèùóâàòèìå 24;
4) ìîäóëü їõ ðіçíèöі äîðіâíþâàòèìå 2?

18.54. Îëüãà òà Ñåðãіé íåçàëåæíî îäíå âіä îäíîãî çàïèñóþòü ïî 
îäíîìó äâîöèôðîâîìó íàòóðàëüíîìó ÷èñëó. ßêà éìîâіðíіñòü 
òîãî, ùî:
1) öі ÷èñëà âèÿâëÿòüñÿ ðіçíèìè;
2) їõ ñóìà äîðіâíþâàòèìå 90;
3) їõ ñóìà áóäå áіëüøîþ çà 190;
4) ìîäóëü їõ ðіçíèöі äîðіâíþâàòèìå 1?

18.55. Äâîöèôðîâå íàòóðàëüíå ÷èñëî îòðèìóþòü ó òàêèé ñïîñіá: 
öèôðà äåñÿòêіâ – öå ðåçóëüòàò ïіäêèäàííÿ ãðàëüíîãî êóáè-
êà, ãðàíі ÿêîãî ïðîíóìåðîâàíі ÷èñëàìè âіä 1 äî 6, à öèô-
ðà îäèíèöü – ðåçóëüòàò äðóãîãî ïіäêèäàííÿ öüîãî êóáèêà. 
Çíàéäіòü éìîâіðíіñòü òîãî, ùî öå ÷èñëî:
1) ñêëàäàòèìåòüñÿ ç îäíàêîâèõ öèôð; 
2) áóäå áіëüøèì çà 20;
3) áóäå êðàòíèì ÷èñëó 7;            
4) áóäå ïðîñòèì.

18.56. Çà óìîâîþ çàäà÷і 18.55 çíàéäіòü éìîâіðíіñòü òîãî, ùî äâî-
öèôðîâå ÷èñëî, ÿêå óòâîðèëîñÿ:
1) ñêëàäàòèìåòüñÿ ç ðіçíèõ öèôð;    2) áóäå ìåíøèì çà 30;
3) áóäå êðàòíèì ÷èñëó 8;            4) áóäå ñêëàäåíèì.
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18.57. Ó ìàãàçèíі 50 êàâóíіâ, ç ÿêèõ 40 ñòèãëèõ. Ïðèäáàëè 
äâà êàâóíè. ßêà éìîâіðíіñòü òîãî, ùî âîíè îáèäâà ñòèãëі?

18.58. Ñåðåä 40 äåòàëåé 36 ÿêіñíèõ. ßêà éìîâіðíіñòü òîãî, ùî 
ñåðåä òðüîõ íàâìàííÿ âçÿòèõ äåòàëåé íåìàє áðàêîâàíèõ?

18.59. Íàáіð äëÿ ðóêîäіëüíèöü ìіñòèòü 8 ïàêåòèêіâ ç áіñåðîì 
і 6 ïàêåòèêіâ çі ñòåêëÿðóñîì. Íàâìàííÿ ç íàáîðó âèáèðàþòü 
3 ïàêåòèêè. ßêà éìîâіðíіñòü òîãî, ùî:
1) óñі òðè ïàêåòèêè áóäóòü ç áіñåðîì;
2) äâà ïàêåòèêè áóäóòü ç áіñåðîì, à îäèí çі ñòåêëÿðóñîì;
3) ñåðåä öèõ ïàêåòèêіâ áóäóòü ïàêåòèêè ÿê ç áіñåðîì, òàê 
і çі ñòåêëÿðóñîì?

18.60. Ó íàáîðі 7 íàêëåéîê іç çîáðàæåííÿì àâòîìîáіëіâ і 3 íà-
êëåéêè іç çîáðàæåííÿì ñïåöòåõíіêè. Іç íàáîðó íàâìàííÿ áå-
ðóòü 2 íàêëåéêè. Çíàéäіòü éìîâіðíіñòü òîãî, ùî:
1) íà îáîõ çîáðàæåíî àâòîìîáіëі; 
2) íà îäíіé – àâòîìîáіëü, íà äðóãіé – ñïåöòåõíіêà.

18.61. Âèáèðàþòü íàâìàííÿ òðè áóêâè ñëîâà «ïàâóòèííÿ». ßêà 
éìîâіðíіñòü òîãî, ùî ç âèáðàíèõ òðüîõ áóêâ ìîæíà ñêëàñòè 
ñëîâî «ïàí»?

18.62. Âèáèðàþòü íàâìàííÿ ÷îòèðè áóêâè ñëîâà «êîçàê». ßêà 
éìîâіðíіñòü òîãî, ùî ç íèõ ìîæíà ñêëàñòè ñëîâî «êîçà»?

18.63. Ïî ÷åðçі âèáèðàþòü òðè áóêâè ñëîâà «òðèíàäöÿòü». ßêà 
éìîâіðíіñòü òîãî, ùî öі òðè áóêâè ó âèáðàíіé ïîñëіäîâíîñòі 
ñêëàäóòü ñëîâî «òðè»?

18.64. Ïî ÷åðçі âèáèðàþòü òðè áóêâè ñëîâà «äâàäöÿòü». ßêà 
éìîâіðíіñòü òîãî, ùî öі òðè áóêâè ó âèáðàíіé ïîñëіäîâíîñòі 
ñêëàäóòü ñëîâî «äâà»?

18.65. Äëÿ ïðèñàäèáíîї äіëÿíêè ïðèäáàëè 7 ñàäæàíöіâ âèøíі 
і 3 ñàäæàíöі ÷åðåøíі. Ùîá ðîçïî÷àòè ïîñàäêó öèõ äåðåâ, 
íàâìàííÿ âèáðàëè äâà ñàäæàíöі. ßêà éìîâіðíіñòü òîãî, ùî:
1) îáèäâà ñàäæàíöі – ÷åðåøíі; 
2) îáèäâà ñàäæàíöі – âèøíі; 
3) îäèí ñàäæàíåöü – âèøíÿ, äðóãèé – ÷åðåøíÿ?

18.66. Ó ëîòåðåї 20 êâèòêіâ, ñåðåä ÿêèõ óñüîãî 3 âèãðàøíèõ. 
Íàâìàííÿ âèáèðàþòü äâà êâèòêè. ßêà éìîâіðíіñòü òîãî, ùî:
1) âîíè îáèäâà âèãðàøíі;
2) âîíè îáèäâà áåç âèãðàøó;
3) îäèí ç íèõ âèãðàøíèé, à äðóãèé – íі?

18.67. Ó ëîòåðåї 5 êâèòêіâ âèãðàøíèõ і 4 áåç âèãðàøó. Íàâìàííÿ 
âèáèðàþòü òðè ç íèõ. ßêà éìîâіðíіñòü òîãî, ùî:
1) óñі âîíè âèãðàøíі;
2) äâà ç íèõ âèãðàøíі, òðåòіé – íі;
3) îäèí ç íèõ âèãðàøíèé, äâà іíøèõ – íі;
4) óñі íåâèãðàøíі?
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18.68. Â îâî÷åâîìó âіääіëі ñóïåðìàðêåòó â ÿùèêó ç ãàðáóçàìè ëå-
æèòü 6 ãàðáóçіâ ñîðòó «Ðîäçèíêà» òà 4 – ñîðòó «Òèòàí». Ïî-
êóïåöü êëàäå ó ñâіé âіçîê 3 ç íèõ, íå çâåðòàþ÷è óâàãè íà ñîðò. 
ßêà éìîâіðíіñòü òîãî, ùî ñåðåä âèáðàíèõ ïîêóïöåì ãàðáóçіâ:
1) óñі – ñîðòó «Ðîäçèíêà»; 
2) äâà – ñîðòó «Ðîäçèíêà», à îäèí – ñîðòó «Òèòàí»; 
3) äâà – ñîðòó «Òèòàí», à îäèí – ñîðòó «Ðîäçèíêà»; 
4) óñі – ñîðòó «Òèòàí».

18.69. Ï’ÿòü ïіäðó÷íèêіâ ç óêðàїíñüêîї ìîâè äëÿ 5, 6, 7, 8 òà 
9 êëàñіâ âèïàäêîâèì ÷èíîì ðîçñòàâèëè íà ïîëèöі.
1) ßêà éìîâіðíіñòü òîãî, ùî ïіäðó÷íèêè áóäóòü ñòîÿòè çëіâà 
íàïðàâî ó ïîðÿäêó çðîñòàííÿ êëàñіâ?
2) ßêà éìîâіðíіñòü òîãî, ùî ïіäðó÷íèêè äëÿ 5 і 6 êëàñіâ 
îïèíÿòüñÿ ïîðÿä?

18.70. ×îòèðèòîìíå çіáðàííÿ òâîðіâ ïîñòàâèëè íà ïîëèöþ âèïàä-
êîâèì ÷èíîì.
1) ßêà éìîâіðíіñòü òîãî, ùî öі òîìè áóäóòü ñòîÿòè çëіâà íà-
ïðàâî ó ïîðÿäêó çðîñòàííÿ їõ íîìåðіâ?
2) ßêà éìîâіðíіñòü òîãî, ùî ïåðøèé і äðóãèé òîìè îïèíÿòü-
ñÿ ïîðÿä?

18.71. Ó êîíâåðòі ëåæèòü 2 âèãðàøíèõ ëîòåðåéíèõ êâèòêè 
і 8 – áåç âèãðàøó. Íàâìàííÿ âèéìàþòü n êâèòêіâ, äå n = 1; 
2; 3 ... 9; 10. Çíàéäіòü éìîâіðíіñòü p(n) òîãî, ùî ñåðåä öèõ 
n êâèòêіâ ðіâíî îäèí áóäå âèãðàøíèì. Ïåðåíåñіòü òàáëèöþ 
â çîøèò і çàíåñіòü ó íåї îòðèìàíі äàíі.

n 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10

p(n) 

18.72. Ó êîíâåðòі ëåæèòü 6 ëîòåðåéíèõ êâèòêіâ, ç ÿêèõ n êâèòêіâ 
âèãðàøíі і 6 – n – áåç âèãðàøó (n = 0; 1; 2; 3; 4; 5). Íàâìàííÿ 
ç êîíâåðòó âèéìàþòü äâà êâèòêè. Çíàéäіòü éìîâіðíіñòü p(n) 
òîãî, ùî ñåðåä íèõ ðіâíî îäèí êâèòîê âèÿâèòüñÿ âèãðàøíèì. 
Ïåðåíåñіòü òàáëèöþ â çîøèò і çàíåñіòü ó íåї îòðèìàíі äàíі.

n 1 2 3 4 5 6

p(n) 

18.73. Ó ÿùèêó ëåæàòü n áіëèõ і n – 1 ÷îðíèõ êóëü. Íàâìàííÿ 
âèéìàþòü 4 êóëі îäíî÷àñíî.
1) Çíàéäіòü éìîâіðíіñòü p(n) òîãî, ùî ñåðåä öèõ êóëü íå 
áіëüøå îäíієї ÷îðíîї êóëі.
2) Äîâåäіòü, ùî ïîñëіäîâíіñòü p(n) є ñïàäíîþ. 
3) Çíàéäіòü .

4) Çíàéäіòü n, ïî÷èíàþ÷è ç ÿêîãî .
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18.74. Ó ÿùèêó ëåæàòü n áіëèõ і n ÷îðíèõ êóëü. Íàâìàííÿ âèé-
ìàþòü 3 êóëі îäíî÷àñíî.
1) Çíàéäіòü éìîâіðíіñòü p(n) òîãî, ùî ñåðåä öèõ òðüîõ êóëü 
ðіâíî îäíà êóëÿ ÷îðíà.
2) Äîâåäіòü, ùî ïîñëіäîâíіñòü p(n) є ñïàäíîþ. 
3) Çíàéäіòü .

4) Çíàéäіòü n, ïî÷èíàþ÷è ç ÿêîãî .

18.75. Îäíà öèãàðêà ðóéíóє 25 ìã âіòàìіíó Ñ. Âіäîìî, ùî 
ÿêùî ëþäèíà íå êóðèòü, ïðîòå ïðîáóëà â ïðîêóðåíîìó ïðè-

ìіùåííі 1 ãîäèíó, òî íà її çäîðîâ’ÿ öå âïëèâàє ìàéæå òàê ñàìî, 
ÿêáè ëþäèíà ñàìà âèêóðèëà 4 öèãàðêè. Ñêіëüêè âіòàìіíó Ñ âòðà-
òèëà Ìàðèíà, ÿêùî ïðîáóëà â ïðîêóðåíîìó îôіñі 2,5 ãîä?

18.76. (Íàöіîíàëüíà îëіìïіàäà Áðàçèëії, 1983 ð.) Äîâåäіòü, 

ùî ðіâíÿííÿ  ó íàòóðàëüíèõ ÷èñëàõ ìàє 

ñêіí÷åííó ìíîæèíó ðîçâ’ÿçêіâ.

1. ßêùî  òî õ = ...

À Á Â Ã Ä

2. Îá÷èñëіòü lg(2õ) + lg(5ó), ÿêùî lg(õó) = –8.

À Á Â Ã Ä

–8 8 –7 7 îá÷èñëèòè íåìîæëèâî

3. Ðîçâ’ÿæіòü íåðіâíіñòü 0,5–õ > 8.

À Á Â Ã Ä

x > –3 x < –3 x < 3 x > 3

4. Çíàéäіòü ìíîæèíó êîðåíіâ ðіâíÿííÿ 

À Á Â Ã Ä

∅

1. ßêùî  òî õ = ...

À Á Â Ã Ä

2. Îá÷èñëіòü lg(2õ) + lg(5ó), ÿêùî lg(õó) = –8.

À Á Â Ã Ä

–8 8 –7 7 îá÷èñëèòè íåìîæëèâî

3. Ðîçâ’ÿæіòü íåðіâíіñòü 0,5–õ > 8.

À Á Â Ã Ä

x > –3 x < –3 x < 3 x > 3

4. Çíàéäіòü ìíîæèíó êîðåíіâ ðіâíÿííÿ 

À Á Â Ã Ä

∅

ПППЕРЕВІРТЕ СВОЮ КОМПЕТЕНТНІСТЬЕРЕВІРТЕ СВОЮ КОМПЕТЕНТНІСТЬ
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5. Çíàéäіòü f ′(16), ÿêùî 

À Á Â Ã Ä

2

6.  = ...

À Á Â Ã Ä

sin4a cos4a sinacos3a

7. Äëÿ êîæíîãî âèðàçó (1–4) ïðè  äîáåðіòü éîìó 
òîòîæíî ðіâíèé (À–Ä).

Âèðàç Òîòîæíî ðіâíèé âèðàç

1 

2 
3 

4 

À 

Á 

Â 
Ã 
Ä 

8. Çíàéäіòü õ0 + ó0, äå (õ0; ó0) – ðîçâ’ÿçîê ñèñòåìè 

9. Çíàéäіòü ìåíøèé êîðіíü ðіâíÿííÿ log2(2õ) · log2(0,5õ) = 3.

ДОМАШНЯ САМОСТІЙНА РОБОТА № 6
Êîæíå çàâäàííÿ ìàє ïî ÷îòèðè âàðіàíòè âіäïîâіäі (À–Ã), ñåðåä 

ÿêèõ ëèøå îäèí є ïðàâèëüíèì. Îáåðіòü ïðàâèëüíèé âàðіàíò âіäïîâіäі.

1. Îá÷èñëіòü .
À. 30     Á. 12    Â. 15    Ã. 18 
2. Òàíöþâàëüíèé ãóðòîê âіäâіäóþòü 6 þíàêіâ і 8 äіâ÷àò. 

Ñêіëüêîìà ñïîñîáàìè ìîæíà ñôîðìóâàòè òàíöþâàëüíó ïàðó ç 
ó÷àñíèêіâ öüîãî ãóðòêà äëÿ ó÷àñòі ó êîíêóðñі?

À. 64       Á. 14     Â. 36     Ã. 48 
3. Óêàæіòü ïîäіþ, ùî є âèïàäêîâîþ. 
À. Íàâìàííÿ âèáðàíà äîáà ìàòèìå 24 ãîäèíè. 
Á. Íàâìàííÿ âèáðàíå òðèöèôðîâå ÷èñëî áóäå êðàòíèì ÷èñëó 11. 
Â. Íàñòóïíèì äíåì ïіñëÿ ñåðåäè áóäå ÷åòâåð. 
Ã. Ãðàëüíèé êóáèê ìàòèìå øіñòü ãðàíåé.

5. Çíàéäіòü f ′′(16), ÿêùî 

À Á Â Ã Ä

2

6.  = ...

À Á Â Ã Ä

sin4a cos4a sinacos3a

7. Äëÿ êîæíîãî âèðàçó (1–4) ïðè  äîáåðіòü éîìó 
òîòîæíî ðіâíèé (À–Ä).

Âèðàç Òîòîæíî ðіâíèé âèðàç

1 

2 
3 

4 

À 

Á 

Â 
Ã 
Ä 

8. Çíàéäіòü õ0 + ó0, äå (õ0; ó0) – ðîçâ’ÿçîê ñèñòåìè 

9. Çíàéäіòü ìåíøèé êîðіíü ðіâíÿííÿ log2(2õ) · log2(0,5õ) = 3.= 3.=

ÿêèõ ëèøå îäèí є ïðàâèëüíèì. Îáåðіòü ïðàâèëüíèé âàðіàíò âіäïîâіäі.

À.À.



250

РОЗДІЛ 3

4. Áàñêåòáîëüíà êîìàíäà íàëі÷óє 12 ñïîðòñìåíіâ. Ñêіëüêîìà 
ñïîñîáàìè ìîæíà âèáðàòè êàïіòàíà öієї êîìàíäè òà éîãî çà-
ñòóïíèêà?

À. 132      Á. 144    Â. 66     Ã. 12 

5. Ó ñêðèíі ëåæàòü 6 áіëèõ õóñòèíîê, 3 ÷åðâîíі é 1 ñòðîêàòà. 
ßêà éìîâіðíіñòü íàâìàííÿ âèòÿãíóòè çі ñêðèíі áіëó õóñòèíêó?

À.       Á.      Â.       Ã. 1 

6. Ãðàëüíèé êóáèê ïіäêèäàþòü îäèí ðàç. ßêà éìîâіðíіñòü 
òîãî, ùî âèïàäå ÷èñëî, ùî є äіëüíèêîì ÷èñëà 20?

À.        Á.       Â.       Ã.

7. Ðîçâ’ÿæіòü íåðіâíіñòü .
À. 2; 3; 4; 5;      Á. 1; 2; 3; 4; 5; 
Â. 2; 3; 4; 5; 6;    Ã. 1; 2; 3; 4; 5; 6

8. Ñêіëüêè ðіçíèõ íåïàðíèõ ÷îòèðèöèôðîâèõ ÷èñåë ìîæíà 
ñêëàñòè ç öèôð 0, 5, 7 і 8, ÿêùî â êîæíîìó ÷èñëі âñі öèôðè ðіçíі?

À. 16       Á. 4      Â. 8      Ã. 12 

9. Ç íàòóðàëüíèõ ÷èñåë âіä 1 äî 12 íàâìàííÿ âèáèðàþòü îäíå. 
ßêà éìîâіðíіñòü òîãî, ùî öå ÷èñëî âèÿâèòüñÿ ïðîñòèì àáî äіëü-
íèêîì ÷èñëà 12?

À.        Á.      Â.      Ã.

10. Ñêіëüêîìà ñïîñîáàìè ìîæíà ïðèãîñòèòè òðüîõ äіòåé 
6 ðіçíèìè øîêîëàäêàìè, ùîá êîæíà äèòèíà îòðèìàëà ïî 
äâі øîêîëàäêè?

À. 66       Á. 45     Â. 360    Ã. 90

11. Íà ñóâåíіðíîìó áàçàð÷èêó ïðîïîíóþòü äî ïðîäàæó 6 âè-
øèâàíîê ç ëëÿíîї òêàíèíè і 4 – ç áàâîâíÿíîї. Ïîêóïåöü çàïðî-
ïîíóâàâ ïðîäàâ÷èíі çàïàêóâàòè éîìó áóäü-ÿêі òðè ç íèõ. ßêà 
éìîâіðíіñòü òîãî, ùî ó ïàêóíêó âèÿâèòüñÿ 2 ëëÿíèõ âèøèâàíêè 
é 1 áàâîâíÿíà?

À.        Á.       Â.       Ã.

12. Ñêіëüêîìà ñïîñîáàìè Ñåðãіÿ, Íàòàëþ òà їõ ï’ÿòüîõ îäíî-
êëàñíèêіâ ìîæíà ðîçòàøóâàòè â øåðåíãó òàê, ùîá Ñåðãіé і Íàòà-
ëÿ îïèíèëèñÿ ïîðó÷?

À. 5040     Á. 77      Â. 720    Ã. 1440

À.À.
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ЗАВДАННЯ ДЛЯ ПЕРЕВІРКИ ЗНАНЬ ДО §§ 16–18
1. Îá÷èñëіòü: 1) ;     2) .

2. Íà òàðіëöі ëåæàòü 5 îâî÷іâ і 3 ôðóêòè. Ñêіëüêîìà ñïîñîáà-
ìè ç òàðіëêè ìîæíà âçÿòè:

1) îäèí ïëіä;            
2) îäèí ôðóêò і îäèí îâî÷?
3. ßêі ç ïîäіé є âèïàäêîâèìè:
1) ïðè ïіäêèäàííі ãðàëüíîãî êóáèêà âèïàäå 6 î÷îê;
2)  ïëîùà êðóãà, ðàäіóñ ÿêîãî äîðіâíþє 3 ñì, äîðіâíþâàòèìå 

 ñì2;
3) íàñòóïíèì äíåì ïіñëÿ 1 êâіòíÿ áóäå 2 êâіòíÿ;
4) ïðèäáàíèé ëîòåðåéíèé êâèòîê âèÿâèòüñÿ íåâèãðàøíèì?

4. Íà êîëі ðîçìіùåíî 10 òî÷îê. Ñêіëüêè ïðÿìèõ ìîæíà ïðî-
âåñòè ÷åðåç öі òî÷êè òàê, ùîá êîæíіé ç ïðÿìèõ íàëåæàëî 
äâі ç öèõ òî÷îê?

5. Ó êîðîáöі 8 ñèíіõ і 2 ÷åðâîíèõ îëіâöі. ßêà éìîâіðíіñòü íàâ-
ìàííÿ âèòÿãíóòè ç êîðîáêè:

1) ñèíіé îëіâåöü;      
2) ÷åðâîíèé îëіâåöü?

6. Ãðàëüíèé êóáèê ïіäêèäàþòü îäèí ðàç. ßêà éìîâіðíіñòü òà-
êèõ ïîäіé:

1) A – âèïàäå íå áіëüøå 5 î÷îê;
2) B – âèïàäå ÷èñëî, ùî є äіëüíèêîì ÷èñëà 24?

7. Ðîçâ’ÿæіòü íåðіâíіñòü . 

8. Ç íàòóðàëüíèõ ÷èñåë âіä 1 äî 20 íàâìàííÿ âèáèðàþòü îäíå. 
ßêà éìîâіðíіñòü òîãî, ùî öå ÷èñëî íå є äіëüíèêîì ÷èñëà 20?

9. Ó áóêåòі 9 ÷åðâîíèõ і 6 áіëèõ òðîÿíä. Íàâìàííÿ âèáèðà-
þòü òðè ç íèõ. ßêà éìîâіðíіñòü òîãî, ùî:

1) äâі òðîÿíäè áóäóòü ÷åðâîíèìè é îäíà áіëîþ;
2) ñåðåä òðîÿíä áóäóòü і ÷åðâîíі, і áіëі?

Äîäàòêîâі çàâäàííÿ

10. Ñêіëüêè ðіçíèõ íåïàðíèõ ï’ÿòèöèôðîâèõ ÷èñåë ìîæíà 
ñêëàñòè іç öèôð 0, 1, 2, 4, 6, ÿêùî öèôðè â ÷èñëі íå ïîâòî-
ðþþòüñÿ?

11. Øåñòèòîìíå çіáðàííÿ òâîðіâ ðîçñòàâëÿþòü íà ïîëè-
öі íàâìàííÿ. Ñêіëüêîìà ñïîñîáàìè ìîæíà ðîçòàøóâàòè öі 
òîìè çà óìîâè, ùî 5-é і 6-é òîìè ìàþòü ñòîÿòè ïîðÿä?

Äîäàòêîâі çàâäàííÿ
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ОПЕРАɐІЇ НАД ПОДІЯМИ. 
АКСІОМИ ТЕОРІЇ ЙМОВІРНОСТЕЙ 
ТА ОСНОВНІ НАСɅІДКИ З НИХ 

Ó öüîìó ïàðàãðàôі ðîçãëÿíåìî îñíîâíі îïåðàöії íàä ïîäіÿìè 
òà àêñіîìàòè÷íå îçíà÷åííÿ éìîâіðíîñòі.

Ñóìîþ äâîõ ïîäіé A і B íàçèâàþòü 
ïîäіþ C, ÿêó ââàæàþòü òàêîþ, ùî 
âіäáóëàñÿ, ÿêùî âіäáóëàñÿ ïðèíàéì-
íі îäíà ç äâîõ ïîäіé A ÷è B.

Çàïèñóþòü öå òàê: C = A + B (àáî ).

ßêùî ñòðіëåöü çðîáèâ äâà ïîñòðіëè ïî ìіøåíі і ïî-
äіÿ A – âëó÷åííÿ ïіä ÷àñ ïåðøîãî ïîñòðіëó, à ïîäіÿ B – âëó÷åí-
íÿ ïіä ÷àñ äðóãîãî ïîñòðіëó, òî ïîäіÿ A + B – âëó÷åííÿ ñòðіëü-
öÿ ó ìіøåíü õî÷à á ïіä ÷àñ îäíîãî ïîñòðіëó. 
ßêùî ïîäії A і B – íåñóìіñíі, òî ïîäіÿ A + B ïîëÿãàє â òîìó, 

ùî âіäáóäåòüñÿ îäíà ç íèõ. Íàïðèêëàä, ÿêùî A – âèïàäàííÿ ÷èñ-
ëà 1 ïðè îäíîêðàòíîìó ïіäêèäàííі ãðàëüíîãî êóáèêà, à B – âè-
ïàäàííÿ ÷èñëà 2, òî ïîäіÿ A + B – öå âèïàäàííÿ àáî ÷èñëà 1, àáî 
÷èñëà 2 ïðè îäíîêðàòíîìó ïіäêèäàííі êóáèêà.

Äîáóòêîì äâîõ ïîäіé íàçèâàþòü ïîäіþ C, ÿêó ââàæàþòü 
òàêîþ, ùî âіäáóëàñÿ, ÿêùî âіäáóëèñÿ îáèäâі ïîäії A òà B.

Çàïèñóþòü öå òàê: C = AB (àáî C = A ∙ B àáî ).
Ïîâåðòàþ÷èñü äî ïðèêëàäó 1, çàçíà÷èìî, ùî ïîäіÿ AB – öå 

âëó÷åííÿ ñòðіëüöÿ ó ìіøåíü ïðè îáîõ ïîñòðіëàõ.
Íåâàæêî ïîìіòèòè àíàëîãіþ ìіæ ñóìîþ äâîõ ïîäіé і îá’єä-

íàííÿì ìíîæèí (÷èñëîâèõ ïðîìіæêіâ) òà äîáóòêîì äâîõ ïîäіé і 
ïåðåðіçîì ìíîæèí (÷èñëîâèõ ïðîìіæêіâ).

Ïîäієþ, ïðîòèëåæíîþ äî ïîäії A, íàçèâàþòü ïîäіþ , 
ÿêó ââàæàþòü òàêîþ, ùî âіäáóëàñÿ, ÿêùî íå âіäáóëàñÿ 
ïîäіÿ A, і íàâïàêè.

Òàê, íàïðèêëàä, ÿêùî A – âèïàäàííÿ ãåðáà ïðè îäíîêðàò-
íîìó ïіäêèäàííі ìîíåòè, òî  – âèïàäàííÿ öèôðè; ÿêùî B – 
âèïàäàí íÿ ÷èñëà 1 ïðè îäíîêðàòíîìó ïіäêèäàííі êóáèêà, òî 

 – âèïàäàííÿ áóäü-ÿêîãî ç ÷èñåë 2, 3, 4, 5 àáî 6 ïðè îäíîêðàò-
íîìó ïіäêèäàííі êóáèêà.

Ðîçãëÿíåìî âëàñòèâîñòі îïåðàöіé íàä ïîäіÿìè.

   1. .                    2. .
Êîìóòàòèâíі çàêîíè

   3. ;               4. .
�ñîöіàòèâíі çàêîíè

   5. ;       6. .

ОПЕРАɐІЇ НАД ПОДІЯМИ. 
АКСІОМИ ТЕОРІЇ ЙМОВІРНОСТЕЙ 
ТА ОСНОВНІ НАСɅІДКИ З НИХ 

§ 19. § 19. 

Ñóìîþ äâîõ ïîäіé A і B íàçèâàþòü 
ïîäіþ C, ÿêó ââàæàþòü òàêîþ, ùî 
âіäáóëàñÿ, ÿêùî âіäáóëàñÿ ïðèíàéì-
íі îäíà ç äâîõ ïîäіé A ÷è B.

òà àêñіîìàòè÷íå îçíà÷åííÿ éìîâіðíîñòі.

Ñóìîþ
ïîäіþ 
âіäáóëàñÿ, ÿêùî âіäáóëàñÿ ïðèíàéì-

1. �ïåðàöії íàä 
ïîäіÿìè

Приклад 1.

Äîáóòêîì äâîõ ïîäіé íàçèâàþòü ïîäіþ C, ÿêó ââàæàþòü 
òàêîþ, ùî âіäáóëàñÿ, ÿêùî âіäáóëèñÿ îáèäâі ïîäії A òà B.

÷èñëà 2 ïðè îäíîêðàòíîìó ïіäêèäàííі êóáèêà.

Çàïèñóþòü öå òàê: 

Äîáóòêîì
òàêîþ, ùî âіäáóëàñÿ, ÿêùî âіäáóëèñÿ îáèäâі ïîäії 

Ïîäієþ, ïðîòèëåæíîþ äî ïîäії A, íàçèâàþòü ïîäіþ , 
ÿêó ââàæàþòü òàêîþ, ùî âіäáóëàñÿ, ÿêùî íå âіäáóëàñÿ 
ïîäіÿ A, і íàâïàêè.

ïåðåðіçîì ìíîæèí (÷èñëîâèõ ïðîìіæêіâ).

Ïîäієþ, 
ÿêó ââàæàþòü òàêîþ, ùî âіäáóëàñÿ, ÿêùî íå âіäáóëàñÿ 
ïîäіÿ 

1. .                    2. .
Êîìóòàòèâíі çàêîíè

   3. ;               4. .
�ñîöіàòèâíі çàêîíè

   5. ;       6. .

Ðîçãëÿíåìî 

1. 

   3. 
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Äèñòðèáóòèâíі çàêîíè
   7. ;      8. .
   9. .              10. .
  11. .              12. .
  13. .              14. .
  15. .              16. .

Çàêîíè äâîїñòîñòі (àáî çàêîíè äå �îðãàíà)

  17. .            18. .

Ïðèéìåìî öі âëàñòèâîñòі áåç äîâåäåíü.
Ðîçãëÿíåìî êіëüêà çàäà÷.

×è ìîæå ñóìà äâîõ ïîäіé äîðіâíþâàòè їõ äîáóòêó?
Ð î ç â ’ ÿ ç à í í ÿ. Òàê, ÿêùî ïîäії åêâіâàëåíòíі, òîáòî ÿêùî 
âіäáóëàñÿ ïîäіÿ À, òî îáîâ’ÿçêîâî âіäáóëàñÿ і ïîäіÿ Â, і íà-
âïàêè. Íàïðèêëàä, áіàòëîíіñò ñòðіëÿє ïî ìіøåíі, âëó÷åííÿ ó 
ÿêó ïðèçâîäèòü äî її ðóéíóâàííÿ. Ïðè öüîìó íіÿêèì іíøèì 
ñïîñîáîì її çðóéíóâàòè íå ìîæíà. Òîäі, ÿêùî À – öå âëó÷åí-
íÿ â ìіøåíü, à  – ðóéíóâàííÿ ìіøåíі, òî  і 

, îòæå, .

Íåõàé ïîäіÿ  є ÷àñòêîâèì âèïàäêîì ïîäії , òîá-
òî ç òîãî, ùî ïîäіÿ  âіäáóëàñÿ, îáîâ’ÿçêîâî âèïëèâàє, ùî âіä-
áóëàñÿ ïîäіÿ . 
1) Ùî îçíà÷àþòü ïîäії: ; ?
2) ×è âèïëèâàє  ç ?
Ð î ç â ’ ÿ ç à í í ÿ. Íà ìàëþíêó 19.1 çà äîïî-
ìîãîþ êðóãіâ Åéëåðà ñõåìàòè÷íî çîáðàæå-
íî óìîâó çàäà÷і.
1) Çðîçóìіëî, ùî  і . 
2) Âіäïîâіäü: íі. Àäæå ïîäіÿ  ìîæå âіä-
áóòèñÿ, à ïîäіÿ  – íі. Ïðèêëàäîì òàêîї ñèòóàöії ìîæå áóòè 
åëåìåíòàðíà ïîäіÿ M. Çàóâàæèìî, ùî íàâïàêè, іç  ñëіäóє .

Ó êëàñі  ó÷íі,  ç ÿêèõ âіäâіäóþòü ñåêöіþ áàñ-
êåòáîëó (ïîäіÿ ),  – ñåêöіþ âîëåéáîëó (ïîäіÿ ), à  – і áàñ-
êåòáîëó, і âîëåéáîëó (ïîäіÿ ). Âèðàçèòè  ÷åðåç  і . Ùî 
îçíà÷àþòü ïîäії: 
1) ;   2) ;   3) ;   4) ?
Ð î ç â ’ ÿ ç à í í ÿ. Çîáðàçèìî óìîâó çàäà÷і 
çà äîïîìîãîþ êðóãіâ Åéëåðà (ìàë. 19.2). Çà 
ìàëþíêîì áà÷èìî, ùî . Äàëі: 
1)  îçíà÷àє, ùî  ó÷íіâ âіäâіäóþòü 
ñåêöії ãðè ç ì’ÿ÷åì; 
2)  îçíà÷àє, ùî  ó÷íіâ âіäâіäóþòü ëèøå ñåêöіþ áàñêåòáîëó; 
3)  îçíà÷àє, ùî  ó÷íіâ âіäâіäóþòü ëèøå ñåêöіþ âîëåéáîëó; 
4)  îçíà÷àє, ùî  ó÷íі íå âіäâіäóþòü ñåêöіé ãðè ç ì’ÿ÷åì.

Äèñòðèáóòèâíі çàêîíè
   7. ;      8. .
   9. .              10. .
  11. .              12. .
  13. .              14. .
  15. .              16. .

Çàêîíè äâîїñòîñòі (àáî çàêîíè äå �îðãàíà)

  17. .            18. .

   7. 
9. 

   7.    7.    7.    7.    7.    7.    7.    7.    7.    7.    7.    7.    7.    7.    7.    7.    7.    7.    7.    7.    7.    7.    7.    7.    7.    7.    7.    7.    7.    7.    7.    7.    7.    7.    7.    7.    7. 

Приклад 2.

Приклад 3.

Ìàë. 19.1

Приклад 4.

Ìàë. 19.2
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Ïіäêèäàþòü äâі ìîíåòè. Ðîçãëÿíåìî ïîäії:  – ïî-
ÿâà ãåðáà íà ïåðøіé ìîíåòі;  – ïîÿâà öèôðè íà ïåðøіé ìî-
íåòі;  – ïîÿâà ãåðáà íà äðóãіé ìîíåòі;  – ïîÿâà öèôðè íà 
äðóãіé ìîíåòі;  – ïîÿâà õî÷à á îäíîãî ãåðáà;  – ïîÿâà õî÷à á 
îäíієї öèôðè;  – ïîÿâà îäíîãî ãåðáà é îäíієї öèôðè;  – 
ïîÿâà äâîõ öèôð;  – ïîÿâà äâîõ ãåðáіâ. ßêèì ç íèõ ðіâíî-
ñèëüíі ïîäії:
1) ;  2) ;  3) ;   4) ;   5) ;   6) ;  7) ?
Ð î ç â ’ ÿ ç à í í ÿ. 1) ;   2) ;    3) ; 
4) ;      5) ;     6) ;    7) . 

Ó ÿùèêó ëåæèòü  êóëüêè. Âіäîìî, ùî êóëüêà 
ìîæå áóòè àáî áіëîþ, àáî ÷îðíîþ. Íåõàé ïîäіÿ  – ðіâíî îäíà 
êóëüêà áіëà;  – õî÷à á îäíà êóëüêà áіëà;  – ðіâíî äâі êóëü-
êè áіëі;  – íå ìåíøå äâîõ êóëüîê áіëі;  – ðіâíî òðè êóëüêè 
áіëі;  – âñі ÷îòèðè êóëüêè áіëі. Ùî îçíà÷àþòü ïîäії: 1) ; 
2) ; 3) ; 4) ; 5) ; 6) . ×è çáіãàþòüñÿ ïîäії 

 і ? ×è çáіãàþòüñÿ ïîäії  і ?
Ð î ç â ’ ÿ ç à í í ÿ. 1) ;       2) ;   3) ; 
4) ;       5) ;    6) . 
Îñêіëüêè , òî , òî BF і DF – çáіãàþòüñÿ. 

 і  íå çáіãàþòüñÿ.

Àêñіîìàòè÷íà ïîáóäîâà òåîðії éìîâіð-
íîñòі ç’ÿâèëàñÿ íà ïî÷àòêó 30-õ ðîêіâ 
ÕÕ ñòîëіòòÿ çàâäÿêè àêàäåìіêó Êîë-
ìîãîðîâó. Àêñіîìè òåîðії éìîâіðíîñòі 

ââîäÿòü òàê, ùîá éìîâіðíіñòü ïîäії ìàëà îñíîâíі âëàñòèâîñòі ñòà-
òèñòè÷íîї éìîâіðíîñòі (âіäîìîї âàì ç ïîïåðåäíіõ êëàñіâ), ÿêà âіä-
îáðàæàє ïðàêòè÷íèé çìіñò òåîðії éìîâіðíîñòåé. Òîäі àêñіîìè òåî-
ðії éìîâіðíîñòåé äîáðå óçãîäæóþòüñÿ ç ïðàêòèêîþ. Òàêîæ 
àêñіîìè òåîðії éìîâіðíîñòåé óçãîäæóþòüñÿ і ç êëàñè÷íèì îçíà-
÷åííÿì éìîâіðíîñòі. Äàìî îçíà÷åííÿ éìîâіðíîñòі, ùî ґðóíòó-
єòüñÿ íà àêñіîìàòè÷íіé ïîáóäîâі òåîðії éìîâіðíîñòі. 

�ìîâіðíіñòþ íàçèâàþòü ôóíêöіþ , ùî íàáóâàє äіéñ-
íèõ çíà÷åíü і äëÿ ÿêîї ñïðàâäæóþòüñÿ òàêі àêñіîìè:
A1. Êîæíіé âèïàäêîâіé ïîäії âіäïîâіäàє ÷èñëî , ïðè-
÷îìó .
A2. �ìîâіðíіñòü âіðîãіäíîї ïîäії äîðіâíþє 1.
A3. �ìîâіðíіñòü ñóìè íåñóìіñíèõ ó äàíîìó âèïðîáóâàííі 
ïîäіé A і B äîðіâíþє ñóìі їõ éìîâіðíîñòåé, òîáòî 

Ç àêñіîì òåîðії éìîâіðíîñòåé îòðèìàєìî òàêі íàñëіäêè.

Í à ñ ë і ä î ê  1 . ßêùî ïîäії A1, A2, ... An ïîïàðíî íåñóìіñ-
íі ó äàíîìó âèïðîáóâàííі, òî 

p(A1 + A2 + ... +An) = p(A1) � p(A2) � ... � p(An).

Приклад 5.

Приклад 6.

2. �êñіîìè òåîðії 
éìîâіðíîñòі òà їõ 
îñíîâíі íàñëіäêè

�ìîâіðíіñòþ íàçèâàþòü ôóíêöіþ , ùî íàáóâàє äіéñ-
íèõ çíà÷åíü і äëÿ ÿêîї ñïðàâäæóþòüñÿ òàêі àêñіîìè:

1. Êîæíіé âèïàäêîâіé ïîäії âіäïîâіäàє ÷èñëî , ïðè-
÷îìó .
A2. �ìîâіðíіñòü âіðîãіäíîї ïîäії äîðіâíþє 1.
A3. �ìîâіðíіñòü ñóìè íåñóìіñíèõ ó äàíîìó âèïðîáóâàííі 
ïîäіé A і B äîðіâíþє ñóìі їõ éìîâіðíîñòåé, òîáòî 

єòüñÿ íà àêñіîìàòè÷íіé ïîáóäîâі òåîðії éìîâіðíîñòі. 

�ìîâіðíіñòþ
íèõ çíà÷åíü і äëÿ ÿêîї ñïðàâäæóþòüñÿ òàêі àêñіîìè:
A

Í à ñ ë і ä î ê  1 . ßêùî ïîäії A1, A2, ... An ïîïàðíî íåñóìіñ-
íі ó äàíîìó âèïðîáóâàííі, òî 

p(A1 + A2 + ... +An) = p(A1) � p(A2) � ... � p(An).
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Í à ñ ë і ä î ê  2 . ßêùî A1, A2, ... An óòâîðþþòü ïåâíó ãðó-
ïó ïîäіé, òî p(A1) � p(A2) � ... � p(An) = 1.

Í à ñ ë і ä î ê  3 . �óìà éìîâіðíîñòåé ïðîòèëåæíèõ ïîäіé 
äîðіâíþє 1, òîáòî .

Í à ñ ë і ä î ê  4 . �ìîâіðíіñòü íåìîæëèâîї ïîäії äîðіâíþє 
íóëþ.

Çàóâàæèìî, ùî îáåðíåíå äî íàñëіäêó 4 òâåðäæåííÿ íå є ïðà-
âèëüíèì, à ñàìå, ðіâíіñòü  íå îçíà÷àє, ùî A – íåìîæëè-
âà ïîäіÿ.

Ðîçãëÿíåìî çàäà÷і, ðîçâ’ÿçàòè ÿêі äî-
öіëüíî çà àêñіîìàìè òåîðії éìîâіðíî-
ñòåé òà íàñëіäêàìè ç íèõ. 

Ó áóêåòі 5 áіëèõ, 2 æîâ-
òі і 3 ÷åðâîíі òðîÿíäè. Íàâìàííÿ âè-

áèðàþòü îäíó ç íèõ. ßêà éìîâіðíіñòü òîãî, ùî âîíà íå є áіëîþ?
Ð î ç â ’ ÿ ç à í í ÿ. 1-é ñïîñіá (çà êëàñè÷íèì îçíà÷åííÿì éìîâіð-
íîñòі). Î÷åâèäíî, ùî n = 5 + 2 + 3; m = 2 + 3 = 5. Òîäі 

.

2-é ñïîñіá (çà àêñіîìîþ A3). Íåõàé ïîäіÿ A – âèáðàíî æîâòó 
òðîÿíäó, B – âèáðàíî ÷åðâîíó òðîÿíäó. Î÷åâèäíî, ùî ïîäії A і 
B íåñóìіñíі. Ïîäіÿ A + B – âèáðàíî æîâòó àáî ÷åðâîíó òðîÿí-
äó, òîáòî íå áіëó. Çà àêñіîìîþ À3 ìàєìî: 

.

Â і ä ï î â і ä ü. 0,5.

Ãðóïі øêîëÿðіâ ç 20 ó÷íіâ âèäàëè ïóòіâêè: 8 – 
â Îäåñó і 12 – ó Ìèðãîðîä. Ïóòіâêè ìіæ ó÷íÿìè ðîçïîäіëÿòè-
ìóòü æåðåáêóâàííÿì. ßêà éìîâіðíіñòü òîãî, ùî áðàò і ñåñòðà 
ç öієї ãðóïè øêîëÿðіâ âіäïî÷èâàòèìóòü ðàçîì?
Ð î ç â ’ ÿ ç à í í ÿ. Ïîçíà÷èìî: 
ïîäіÿ A – áðàò і ñåñòðà âіäïî÷èâàòèìóòü ðàçîì;
ïîäіÿ B1 – áðàò і ñåñòðà âіäïî÷èâàòèìóòü ðàçîì â Îäåñі;
ïîäіÿ B2 – áðàò і ñåñòðà âіäïî÷èâàòèìóòü ðàçîì ó Ìèðãîðîäі.
Î÷åâèäíî, ùî B1 і B2 – íåñóìіñíі ïîäії, ïðè÷îìó A = B1 + B2. 
Òîäі .

Ìàєìî: ; ; òîäі .

Â і ä ï î â і ä ü. .

Í à ñ ë і ä î ê  2 . ßêùî A1, A2, ... An óòâîðþþòü ïåâíó ãðó-
ïó ïîäіé, òî p(A1) � p(A2) � ... � p(An) = 1.

Í à ñ ë і ä î ê  3 . �óìà éìîâіðíîñòåé ïðîòèëåæíèõ ïîäіé 
äîðіâíþє 1, òîáòî .

Í à ñ ë і ä î ê  4 . �ìîâіðíіñòü íåìîæëèâîї ïîäії äîðіâíþє 
íóëþ.

3. �á÷èñëåííÿ 
éìîâіðíîñòі ïîäіé 
ç âèêîðèñòàííÿì àêñіîì 
òåîðії éìîâіðíîñòåé 
òà íàñëіäêіâ ç íèõ Приклад 7.

Приклад 8.
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Ôîðìóëà  äàє ìîæëèâіñòü ðîçâ’ÿçóâàòè çàäà÷і 
íà îá÷èñëåííÿ éìîâіðíîñòі äåÿêîї ïîäії ÷åðåç éìîâіðíіñòü ïðî-
òèëåæíîї їé ïîäії, àäæå ç öієї ôîðìóëè ìàєìî: . 
Çðîçóìіëî, ùî öåé ïіäõіä âèêîðèñòîâóþòü òîäі, êîëè éìîâіðíіñòü 
ïîäії  çíàéòè ëåãøå, íіæ éìîâіðíіñòü ïîäії A.

Çàãàäàëè îäíå ç òðèöèôðîâèõ ÷èñåë (âіä 100 äî 
999). ßêà éìîâіðíіñòü òîãî, ùî â öüîìó ÷èñëі õî÷à á äâі öèôðè 
áóäóòü îäíàêîâі?
Ð î ç â ’ ÿ ç à í í ÿ. Íåõàé A – ïîäіÿ, éìîâіðíіñòü ÿêîї òðåáà çíàé-
òè, òîäі  – ïîäіÿ, ÿêà ïîëÿãàє â òîìó, ùî âñі öèôðè â ÷èñëі 
ðіçíі. Çíàéäåìî éìîâіðíіñòü ïîäії  çà êëàñè÷íèì îçíà÷åí-
íÿì éìîâіðíîñòі. Ìàєìî: n = 900,  – êіëüêіñòü ðîçìіùåíü іç 
òðüîõ ðіçíèõ öèôð, ïðè÷îìó ñåðåä íèõ  òèõ, ùî ïî÷èíàþòü-
ñÿ ç öèôðè 0, òîìó . Òîäі 
m = 10 ∙ 9 ∙ 8 – 9 ∙ 8 = 648. 

Îòæå, , à çíà÷èòü, = 1 – 0,72 = 0,28.

Â і ä ï î â і ä ü. 0,28.

 Що називають сумою подій A і B?  Що називають добутком 
подій A і B?  Що називають подією, протилежною до події A? 

 Сформулюйте основні властивості операцій над подіями. 
 Сформулюйте аксіоматичне означення ймовірності.  Сфор-

мулюйте наслідки з аксіом теорії ймовірностей.

Ðîçâ’ÿæiòü çàäà÷i òà âèêîíàéòå âïðàâè
19.1. (Óñíî) Ñóìіñíі ÷è íåñóìіñíі ïîäії:
1) A – âèïàäå ÷èñëî 2; B – âèïàäå ïàðíå ÷èñëî ïðè îäíîðà-
çîâîìó ïіäêèäàííі êóáèêà;
2) A – âèïàäå ÷èñëî 4; B – âèïàäå íåïàðíå ÷èñëî ïðè îäíî-
ðàçîâîìó ïіäêèäàííі êóáèêà;
3) A – âèòÿãíóòü áіëó êóëüêó ç ÿùèêà, äå ëåæàòü òіëüêè áіëі 
і ÷îðíі êóëüêè; B – âèòÿãíóòü ÷îðíó êóëüêó ç öüîãî ÿùèêà;
4) A – çàãàäàþòü äâîöèôðîâå íàòóðàëüíå ÷èñëî, êðàòíå ÷èñ-
ëó 4; B – çàãàäàþòü äâîöèôðîâå ÷èñëî, êðàòíå ÷èñëó 5? 

19.2. Ñóìіñíі ÷è íåñóìіñíі íàñòóïíі ïîäії:
1) A – âèïàäå ÷èñëî 5; B – âèïàäå ïàðíå ÷èñëî ïðè îäíîðà-
çîâîìó ïіäêèäàííі êóáèêà;
2) A – âèïàäå ÷èñëî 3; B – âèïàäå íåïàðíå ÷èñëî ïðè îäíî-
ðàçîâîìó ïіäêèäàííі êóáèêà;
3) A – âèòÿãíóòü áіëó êóëüêó àáî ÷îðíó êóëüêó ç ÿùèêà, äå 
ëåæàòü òіëüêè áіëі і ÷îðíі êóëüêè; B – âèòÿãíóòü áіëó êóëü-
êó ç öüîãî ÿùèêà;
4) A – çàãàäàþòü òðèöèôðîâå ÷èñëî, êðàòíå ÷èñëó 4; B – çà-
ãàäàþòü íåïàðíå òðèöèôðîâå ÷èñëî? 

Приклад 9.

 Що називають сумою подій A і B?  Що називають добутком 
подій A і B?  Що називають подією, протилежною до події A? 

 Сформулюйте основні властивості операцій над подіями. 
 Сформулюйте аксіоматичне означення ймовірності.  Сфор-

мулюйте наслідки з аксіом теорії ймовірностей.

подій 
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19.3. (Óñíî) Íàçâіòü ïîäії, ïðîòèëåæíі äî ïîäії:
1) A – âèòÿãíóòü áіëó êóëüêó ç ÿùèêà, äå ëåæàòü òіëüêè 
áіëі, ñèíі òà çåëåíі êóëüêè;
2) B – ïðè ïіäêèäàííі äâîõ ìîíåò âèïàäå äâà ãåðáè;
3) C – ïåðøèì óðîêîì ó ïîíåäіëîê áóäå àëãåáðà;
4) D – õî÷à á îäíå âëó÷åííÿ ïðè ÷îòèðüîõ ïîñòðіëàõ;
5) E – ó÷åíü çäàñòü ÇÍÎ íà 200 áàëіâ;
6) F – ïàðòіþ â øàõè âèãðàє òîé, õòî õîäèòü áіëèìè ôіãóðàìè;
7) G – íà ãðàëüíîìó êóáèêó âèïàäå ÷èñëî ìåíøå çà 4;
8) H – ïðè òðüîõ ïîñòðіëàõ òðè÷і âëó÷àòü ó ìіøåíü. 

19.4. Çàïèøіòü ïîäії, ïðîòèëåæíі äî ïîäіé:
1) A – âèòÿãíóòü ñèíіé îëіâåöü ç êîðîáêè, äå ëåæàòü òіëüêè 
ñèíі і ÷åðâîíі îëіâöі;
2) B – ïðè ïіäêèäàííі äâîõ ìîíåò âèïàäå îäèí ãåðá і îäíà öèôðà;
3) C – äâі÷і âëó÷àòü ó ìіøåíü ïðè òðüîõ ïîñòðіëàõ;
4) D – ó÷åíü îòðèìàє çà êîíòðîëüíó ðîáîòó ìåíøå íіæ 9 áàëіâ;
5) E – ó ãðі â áàñêåòáîë âèãðàє ïåðøà êîìàíäà;
6) F – íà ãðàëüíîìó êóáèêó âèïàäå ÷èñëî 3.

19.5. Éìîâіðíіñòü òîãî, ùî ñòðіëåöü âëó÷èòü ó ìіøåíü, äîðіâíþє 
0,7. ßêà éìîâіðíіñòü òîãî, ùî ñòðіëåöü íå âëó÷èòü ó ìіøåíü?

19.6. Éìîâіðíіñòü âèãðàòè ãîëîâíèé ïðèç ó ëîòåðåї äîðіâíþє 
0,001. ßêà éìîâіðíіñòü íå âèãðàòè ãîëîâíèé ïðèç ó ëîòåðåї?

19.7. Éìîâіðíіñòü âèãðàòè ó ëîòåðåþ ì’ÿ÷ äîðіâíþє 0,1, à êîìï-
ëåêò øàõіâ – 0,05. Іíøèõ ïðèçіâ íåìàє. Ñåðãіé ïðèäáàâ îäèí 
ëîòåðåéíèé êâèòîê. ßêà éìîâіðíіñòü òîãî, ùî âіí âèãðàє ïðèç?

19.8. Ìàéñòåð ñïîðòó çі ñòðіëüáè Íàòàëÿ âëó÷àє ó «äåñÿòêó» 
ç éìîâіðíіñòþ 0,6, à ó «äåâ’ÿòêó» – ç éìîâіðíіñòþ 0,3. ßêà 
éìîâіðíіñòü òîãî, ùî ïðè îäíîìó ïîñòðіëі âëó÷åííÿ â ìі-
øåíü ïðèíåñå їé íå ìåíøå 9 î÷îê?

19.9. Ó Òåòÿíè 5 êíèæîê іç ôіçèêè, 12 ç ìàòåìàòèêè і 3 
ç іíôîðìàòèêè. Íàâìàííÿ ç íèõ âèáèðàþòü îäíó. ßêà éìî-
âіðíіñòü òîãî, ùî âîíà íå ç ìàòåìàòèêè? (Ðîçâ’ÿæіòü çàäà÷ó 
äâîìà ñïîñîáàìè.)

19.10. Áîãäàí âіäіáðàâ ñîáі äëÿ ïåðåãëÿäó 8 ôіëüìіâ ç äåòåêòèâ-
íèì ñþæåòîì, 5 ìåëîäðàì òà 2 êîìåäії. Óâå÷åðі âіí íàâìàí-
íÿ âèáèðàє îäèí ç íèõ. ßêà éìîâіðíіñòü òîãî, ùî öå íå ìå-
ëîäðàìà? (Ðîçâ’ÿæіòü çàäà÷ó äâîìà ñïîñîáàìè.)

19.11. Îðåñòó òðåáà âèêîíàòè äîìàøíє çàâäàííÿ ç 5 ïðåäìåòіâ. 
20 % ðîáî÷îãî ÷àñó âіí âèòðà÷àє íà ôіçèêó, 10 % – íà áі-
îëîãіþ, 15 % – íà ãåîãðàôіþ, 25 % – íà óêðàїíñüêó ìîâó 
і 30 % – íà ìàòåìàòèêó. Áàòüêè Îðåñòà ïðèéøëè ç ðîáî-
òè і ïîáà÷èëè, ùî âіí ãîòóєòüñÿ äî óðîêіâ. ßêà éìîâіðíіñòü 
òîãî, ùî âіí ãîòóєòüñÿ äî:
1) ôіçèêè àáî ãåîãðàôії;      2) íå äî ìàòåìàòèêè;
3) íå äî ôіçèêè і íå äî ìàòåìàòèêè; 
4) äî óêðàїíñüêîї ìîâè, ãåîãðàôії àáî áіîëîãії?
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19.12. Íà ïîëèöі ó Íàòàëі 20 % âіä óñіõ ïîñіáíèêіâ – ïîñіáíè-
êè ç ìàòåìàòèêè, 15 % – ç ôіçèêè, 5 % – ç іíôîðìàòèêè, 
35 % – ç àíãëіéñüêîї ìîâè і 25 % – ç íіìåöüêîї ìîâè. Íàâ-
ìàííÿ âèáèðàþòü îäèí ïîñіáíèê. ßêà éìîâіðíіñòü òîãî, ùî 
öå ïîñіáíèê:
1) ç іíîçåìíîї ìîâè;       2) ç ôіçèêè àáî ìàòåìàòèêè;
3) íå ç іíôîðìàòèêè;     4) íå ç іíîçåìíîї ìîâè?

19.13. Ó öåõó ïðàöþþòü êіëüêà âåðñòàòіâ. Éìîâіðíіñòü òîãî, ùî 
ïðîòÿãîì çìіíè íàëàãîäæåííÿ ïîòðåáóâàòèìå ðіâíî îäèí 
âåðñòàò, äîðіâíþє 0,05; ðіâíî äâà âåðñòàòè – 0,03; áіëüøå 
äâîõ âåðñòàòіâ – 0,02. Çíàéäіòü éìîâіðíіñòü òîãî, ùî ïðîòÿ-
ãîì çìіíè æîäåí âåðñòàò íå ïîòðåáóâàòèìå íàëàãîäæåííÿ.

19.14. Ìàðèíà ç éìîâіðíіñòþ 0,05 óâå÷åðі â ñóáîòó ìîæå ïіòè 
ó òåàòð, ç éìîâіðíіñòþ 0,1 – äî ïîäðóãè, à ç éìîâіðíіñòþ 
ó 0,02 – âіäâіäàòè áàáóñþ, ïðè÷îìó çà îäèí âå÷іð – âіäâіäà-
òè ëèøå îäíå ç öèõ ìіñöü. ßêà éìîâіðíіñòü òîãî, ùî íàé-
áëèæ÷èé âå÷іð ñóáîòè Ìàðèíà ïðîâåäå âäîìà?

19.15. Ñòðіëåöü âëó÷àє ó «äåñÿòêó» ç éìîâіðíіñòþ 0,2, ó «äåâ’ÿò-
êó» – ç éìîâіðíіñòþ 0,25, à ó «âіñіìêó» – ç éìîâіðíіñòþ 0,3. 
Çíàéäіòü éìîâіðíіñòü ïîäії:
1) A – ïîñòðіë ïðèíіñ íå ìåíøå 8 î÷îê;
2) B – ïîñòðіë ïðèíіñ ìåíøå 8 î÷îê;
3) C – ïîñòðіë ïðèíіñ áіëüøå 8 î÷îê.

19.16. Êîìàíäà «Ñàòóðí» ó ïåðøîñòі ðàéîíó ç áàñêåòáîëó ìîæå 
ïîñіñòè ïåðøå ìіñöå ç éìîâіðíіñòþ 0,1, äðóãå – ç éìîâіðíіñòþ 
0,15, à òðåòє – ç éìîâіðíіñòþ 0,2. Çíàéäіòü éìîâіðíіñòü ïîäії:
1) A – êîìàíäà «Ñàòóðí» ïîñіëà ìіñöå âèùå òðåòüîãî;
2) B – êîìàíäà «Ñàòóðí» ïîñіëà ìіñöå íèæ÷å òðåòüîãî;
3) C – êîìàíäà «Ñàòóðí» ïîñіëà ìіñöå íå íèæ÷å òðåòüîãî.

19.17. Ñåðåä íàòóðàëüíèõ ÷èñåë âіä 1 äî 9 íàâìàííÿ âèáèðàþòü 
îäíå. Ðîçãëÿäàþòü ïîäії:
A – ÷èñëî ïàðíå;     B – ÷èñëî áіëüøå çà 7; 
C – ÷èñëî êðàòíå ÷èñëó 3; 
D – ÷èñëî, ùî є êâàäðàòîì íàòóðàëüíîãî ÷èñëà. 
Ïîÿñíіòü, ùî îçíà÷àє ïîäіÿ: 
1) A + B;     2) C + D;     3) A + D;     4) B + C;
5) AB;       6) CD;       7) AD;       8) BC? 

19.18. Ñåðåä íàòóðàëüíèõ ÷èñåë âіä 1 äî 9 îáèðàþòü îäíå. Ðîç-
ãëÿäàþòü ïîäії:
A – ÷èñëî íåïàðíå;  
B – ÷èñëî ìåíøå çà 3; 
C – ÷èñëî êðàòíå ÷èñëó 4;  
D – ÷èñëî є êóáîì íàòóðàëüíîãî ÷èñëà.
Îïèøіòü, ùî îçíà÷àє ïîäіÿ: 
1) A + B;     2) C + D;     3) A + C;     4) B + D;
5) AB;       6) CD;       7) AC;        8) BD?
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19.19. Â 11–À êëàñі 24 ó÷íі. Êðіì àíãëіéñüêîї ìîâè, ÿêà 
є îñíîâíîþ іíîçåìíîþ, 10 ó÷íіâ âèâ÷àþòü ùå íіìåöüêó ìîâó 
(ïîäіÿ A), 6 ó÷íіâ – іñïàíñüêó (ïîäіÿ B), à 2 ó÷íі – і íіìåöü-
êó, і іñïàíñüêó (ïîäіÿ C). Âèðàçіòü C ÷åðåç A і B. Ùî îçíà-
÷àє ïîäіÿ: 1) A + B;     2) ;     3) ;     4) ?

19.20. Ó æіíî÷іé êîìàíäі çі ñïîðòèâíîї ãіìíàñòèêè 20 ñïîðòñ-
ìåíîê. Íà çìàãàííÿõ 8 ç íèõ áóäóòü âèêîíóâàòè âïðàâè íà 
áðóñàõ (ïîäіÿ A), 7 – íà êîëîäі (ïîäіÿ B), à 3 – і íà áðóñàõ, і 
íà êîëîäі (ïîäіÿ C). Âèðàçіòü ïîäіþ C ÷åðåç ïîäії A і B. Ùî 
îçíà÷àє ïîäіÿ: 1) A + B;    2) ;    3) ;    4) ?

19.21. Êîæíó ç öèôð 1, 2 і 3 çàïèñàëè íà îêðåìіé êàðòöі. Íàâìàí-
íÿ âèéìàþòü îäíó ç íèõ і öèôðó, çàïèñàíó íà íіé, ââàæà-
þòü êіëüêіñòþ äåñÿòêіâ äâîöèôðîâîãî íàòóðàëüíîãî ÷èñëà. 
Ïîòіì êàðòêó ïîâåðòàþòü íàçàä. Çíîâó íàâìàííÿ âèéìàþòü 
êàðòêó і öèôðó, çàïèñàíó íà íіé, ââàæàþòü êіëüêіñòþ îäè-
íèöü äâîöèôðîâîãî íàòóðàëüíîãî ÷èñëà. Ïîäіÿ A – îòðèìà-
íå íàòóðàëüíå ÷èñëî âèÿâèòüñÿ ïàðíèì; ïîäіÿ B – êіëüêіñòü 
îäèíèöü і äåñÿòêіâ ÷èñëà áóäå ðіçíîþ.
1) Ïîáóäóéòå ïðîñòіð åëåìåíòàðíèõ ïîäіé öüîãî åêñïåðèìåíòó.
2) Çàäàéòå ïåðåëіêîì åëåìåíòіâ ïîäії A; B; ; ; AB; 
A + B; .
3) ßêі ç ïîäіé ó ïóíêòі 2) ïîïàðíî íåñóìіñíі?

19.22. Êîæíó ç öèôð 4, 5 і 6 çàïèñàëè íà îêðåìіé êàðòöі. Íàâìàí-
íÿ âèéìàþòü îäíó ç íèõ і öèôðó, çàïèñàíó íà íіé, ââàæà-
þòü êіëüêіñòþ äåñÿòêіâ äâîöèôðîâîãî íàòóðàëüíîãî ÷èñëà. 
Ïîòіì êàðòêó ïîâåðòàþòü íàçàä. Çíîâó íàâìàííÿ âèéìàþòü 
êàðòêó і öèôðó, çàïèñàíó íà íіé, ââàæàþòü êіëüêіñòþ îäè-
íèöü äâîöèôðîâîãî íàòóðàëüíîãî ÷èñëà. Ïîäіÿ A – îòðèìàíå 
íàòóðàëüíå ÷èñëî âèÿâèòüñÿ íåïàðíèì; ïîäіÿ B – êіëüêіñòü 
îäèíèöü і äåñÿòêіâ ÷èñëà є îäíàêîâîþ.
1) Ïîáóäóéòå ïðîñòіð åëåìåíòàðíèõ ïîäіé öüîãî åêñïåðèìåíòó.
2) Çàäàéòå ïåðåëіêîì åëåìåíòіâ ïîäії A; B; ; ; AB; A + B; 

.
3) ßêі ç ïîäіé ó ïóíêòі 2) ïîïàðíî íåñóìіñíі?

19.23. Åêñïåðèìåíò ïîëÿãàє â îäíîêðàòíîìó ïіäêèäàííі ãðàëü-
íîãî êóáèêà. Ïîäіÿ A – êіëüêіñòü î÷îê, ùî âèïàëè, êðàòíà 
÷èñëó 3, B – êіëüêіñòü î÷îê íåïàðíà, C – êіëüêіñòü î÷îê 
áіëüøà çà 3, D – êіëüêіñòü î÷îê ìåíøà çà 7, E – êіëüêіñòü 
î÷îê є іððàöіîíàëüíèì ÷èñëîì, F – êіëüêіñòü î÷îê áіëüøà çà 

, àëå ìåíøà çà .

1) Ïîáóäóéòå ïðîñòіð åëåìåíòàðíèõ ïîäіé öüîãî åêñïåðèìåíòó.
2) Çàäàéòå ïåðåëіêîì åëåìåíòіâ ïîäії ; ; AB; A + B; ; 
C + D; EF.
3) Ñåðåä ïîäіé ç ïóíêòó 2) óêàæіòü äåÿêі òðè ïàðè ïîïàðíî 
íåñóìіñíèõ.
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19.24. Åêñïåðèìåíò ïîëÿãàє â îäíîêðàòíîìó ïіäêèäàííі ãðàëü-
íîãî êóáèêà. Ïîäіÿ A – êіëüêіñòü î÷îê, ùî âèïàëà, íå êðàò-
íà ÷èñëó 3, B – êіëüêіñòü î÷îê ïàðíà, C – êіëüêіñòü î÷îê 
ìåíøà çà 3, D – êіëüêіñòü î÷îê áіëüøà çà 0, E – êіëüêіñòü 
î÷îê ìåíøà çà , àëå áіëüøà çà 1,8, F – êіëüêіñòü î÷îê є 
âіä’єìíîþ.
1) Ïîáóäóéòå ïðîñòіð åëåìåíòàðíèõ ïîäіé äàíîãî åêñïåðè-
ìåíòó.
2) Çàäàéòå ïåðåëіêîì åëåìåíòіâ ïîäії ; ; AB; A + B; ; 
D + F; EF.
3) Ñåðåä ïîäіé ç ïóíêòó 2) óêàæіòü òðè ïàðè ïîïàðíî íåñó-
ìіñíèõ.

19.25. Ïîäіÿ Ai (i = 1; 2; 3) îçíà÷àє ïîÿâó ãåðáà ïðè i-ìó ïіäêè-
äàííі ìîíåòè. Ùî îçíà÷àє ïîäіÿ:

1) ;

2) ?

19.26. Íåõàé A і B – ïîäії äàíîãî åêñïåðèìåíòó. Âèðàçèòè ÷åðåç 
ïîäії A і B çà äîïîìîãîþ îïåðàöіé íàä ïîäіÿìè ïîäіþ:
1) C – ç äâîõ ïîäіé íå âіäáóëàñÿ æîäíà;
2) D – ç äâîõ ïîäіé âіäáóëàñÿ ðіâíî îäíà;
3) E – ç äâîõ ïîäіé âіäáóëîñÿ ðіâíî äâі;
4) F – ç äâîõ ïîäіé âіäáóëàñÿ õî÷à á îäíà.

19.27. Òðè÷і ïіäêèäàþòü ìîíåòó. Ïîäіÿ Ai – ïîÿâà ãåðáà ïðè i-ìó 
ïіäêèäàííі (i = 1; 2; 3). Ïîäàòè ó âèãëÿäі ñóì, äîáóòêіâ àáî 
ñóì äîáóòêіâ òàêó ïîäіþ:
1) A – ïîÿâà òðüîõ ãåðáіâ;
2) B – ïîÿâà òðüîõ öèôð;
3) C – ïîÿâà õî÷à á îäíîãî ãåðáà;
4) D – ïîÿâà õî÷à á îäíієї öèôðè;
5) E – ïîÿâà íå ìåíøå íіæ äâîõ ãåðáіâ;
6) F – ïîÿâà íå áіëüøå íіæ îäíîãî ãåðáà;
7) G – âèïàâ ãåðá íå ðàíіøå íіæ ïðè òðåòüîìó ïіäêèäàííі 
ìîíåòè.

19.28. Íåõàé A, B і C – òðè äîâіëüíі ïîäії. Çàïèøіòü çà äîïîìî-
ãîþ îïåðàöіé íàä öèìè ïîäіÿìè òàêó ïîäіþ:
1) D1 – âñі òðè ïîäії âіäáóëèñÿ;
2) D2 – æîäíà ç ïîäіé íå âіäáóëàñÿ;
3) D3 – âіäáóëàñÿ òіëüêè ïîäіÿ A; 
4) D4 – âіäáóëàñÿ ïðèíàéìíі îäíà ç ïîäіé A; B; C;
5) D5 – âіäáóëàñÿ ðіâíî îäíà ç öèõ ïîäіé;
6) D6 – âіäáóëèñÿ ïðèíàéìíі äâі ç öèõ ïîäіé.

19.29. Ó ÿùèêó ëåæèòü 4 êóëüêè. Âіäîìî, ùî êóëüêà ìîæå áóòè 
àáî áіëîþ, àáî ÷îðíîþ. Ðîçãëÿäàєìî ïîäії: A – ðіâíî îäíà 
êóëüêà áіëà; B – õî÷à á îäíà êóëüêà áіëà; C – ðіâíî äâі 
êóëüêè áіëі; D – íå ìåíøå äâîõ êóëüîê áіëі; E – ðіâíî òðè 
êóëüêè áіëі; F – âñі ÷îòèðè êóëüêè áіëі.
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1) ßêèì ç äàíèõ ïîäіé åêâіâàëåíòíі ïîäії: A + B; AB; D + B; 
DB; C + E + F; BF?
2) ×è åêâіâàëåíòíі ïîäії BF і DF?
3) ×è åêâіâàëåíòíі ïîäії BD і C?

19.30. Ó ïàðòії çі 100 âèðîáіâ 3 âèðîáè âèÿâèëèñÿ áðàêî-
âàíèìè. Ç öієї ïàðòії íàâìàííÿ âçÿòî 25 âèðîáіâ äëÿ ðåàëі-
çàöії. ßêà éìîâіðíіñòü òîãî, ùî ñåðåä íèõ áóäå ïðèíàéìíі 
îäèí áðàêîâàíèé?

19.31. Ñåðåä 100 îäèíàäöÿòèêëàñíèêіâ äåÿêîї øêîëè äâîє âè-
â÷àþòü òðè іíîçåìíі ìîâè. Íàâìàííÿ ñåðåä öèõ îäèíàäöÿ-
òèêëàñíèêіâ îáèðàþòü 30 äëÿ çàêîðäîííîї òóðèñòè÷íîї ìàí-
äðіâêè. ßêà éìîâіðíіñòü òîãî, ùî ñåðåä íèõ áóäå õî÷à á îäèí 
ç òèõ, õòî âèâ÷àє òðè іíîçåìíі ìîâè?

19.32. Ó øóõëÿäі ëåæèòü 4 áіëі і 6 ÷åðâîíèõ õóñòèíîê. Íàâìàí-
íÿ іç øóõëÿäè âèéìàþòü òðè õóñòèíêè. ßêà éìîâіðíіñòü 
òîãî, ùî ñåðåä íèõ ïðèíàéìíі îäíà:
1) áіëà;     2) ÷åðâîíà?

19.33. Ó êîðîáöі ëåæèòü 6 öóêåðîê ç ÷îðíîãî øîêîëàäó і 8 ç áі-
ëîãî. Íàâìàííÿ ç êîðîáêè áåðóòü ÷îòèðè öóêåðêè. ßêà éìî-
âіðíіñòü òîãî, ùî ñåðåä íèõ ïðèíàéìíі îäíà:
1) ç áіëîãî øîêîëàäó;     
2) ç ÷îðíîãî øîêîëàäó?

19.34. Íàâìàííÿ îáèðàþòü ï’ÿòèöèôðîâå ÷èñëî. ßêà éìîâіðíіñòü 
òîãî, ùî â íüîìó õî÷à á äâі öèôðè áóäóòü îäíàêîâèìè?

19.35. Íàâìàííÿ îáèðàþòü ÷îòèðèöèôðîâå ÷èñëî. ßêà éìîâіð-
íіñòü òîãî, ùî â íüîìó õî÷à á äâі öèôðè áóäóòü îäíàêîâèìè?

19.36. Ñåðåä 20 óáîëіâàëüíèêіâ âèïàäêîâèì ÷èíîì ðîçіãðóþòü 
12 êâèòêіâ íà ôóòáîë і 8 íà áàñêåòáîë. ßêà éìîâіðíіñòü òîãî, 
ùî äâà äðóãà âіäâіäàþòü îäíі é òі ñàìі çìàãàííÿ?

19.37. Ñåðåä 15 ëþáèòåëіâ ìèñòåöòâà âèïàäêîâèì ÷èíîì ðîçіãðó-
þòü 6 êâèòêіâ íà ïðåì’єðó ôіëüìó і 9 êâèòêіâ íà ïðåì’єðó 
ñïåêòàêëþ. ßêà éìîâіðíіñòü òîãî, ùî äâі ïîäðóãè âèãðàþòü 
êâèòêè íà îäèí і òîé ñàìèé çàõіä?

19.38. Ñåðåä 30 ñòàðøîêëàñíèêіâ Êèєâà, ñåðåä ÿêèõ є ïîäðóãè 
Íіíà і Çîÿ, ðîçіãðóþòü 15 êâèòêіâ ó òåàòð îïåðè і áàëåòó, 
8 – ó äðàìàòè÷íèé òåàòð і 7 – ó òåàòð îïåðåòè. ßêà éìî-
âіðíіñòü òîãî, ùî Íіíà і Çîÿ âіäâіäàþòü îäíó é òó ñàìó âè-
ñòàâó?

19.39. Ïіä ÷àñ ÷åìïіîíàòó Єâðîïè ç ôóòáîëó äëÿ 20 óáîëіâàëüíè-
êіâ, ñåðåä ÿêèõ Ìèêîëà é Àíäðіé, ðîçіãðóþòü 9 êâèòêіâ íà 
ìàò÷ Óêðàїíà–Øâåöіÿ, 6 êâèòêіâ íà ìàò÷ Óêðàїíà–Ôðàíöіÿ 
і 5 êâèòêіâ íà ìàò÷ Óêðàїíà–Àíãëіÿ. ßêà éìîâіðíіñòü òîãî, 
ùî äðóçі Ìèêîëà é Àíäðіé âáîëіâàòèìóòü çà óëþáëåíó êî-
ìàíäó íà îäíîìó é òîìó ñàìîìó ìàò÷і?
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19.40. Âèêîðèñòîâóþ÷è âëàñòèâîñòі îïåðàöіé íàä ïîäіÿìè, 
äîâåäіòü òîòîæíіñòü:

1) ;      2) ;
3) ;        4) .

19.41. Ç ÿùèêà, ó ÿêîìó ëåæèòü 6 áіëèõ і 8 ÷îðíèõ êóëü, íàâìàí-
íÿ âèáèðàþòü 5 êóëü. Çíàéäіòü éìîâіðíіñòü òîãî, ùî êіëüêî-
ñòі áіëèõ і ÷îðíèõ êóëü ðіçíÿòüñÿ íå ìåíøå íіæ íà äâі êóëі.

19.42. Ó íàáîðі ïîâіòðÿíèõ êóëüîê 6 áіëèõ і 4 ðîæåâі êóëüêè. 
Ç íàáîðó íàâìàííÿ âèéìàþòü 6 êóëüîê. Çíàéäіòü éìîâіð-
íіñòü òîãî, ùî ñåðåä íèõ áіëèõ êóëüîê âèÿâèòüñÿ áіëüøå, 
íіæ ðîæåâèõ.

19.43. 1) Ó äåÿêіé òåðèòîðіàëüíіé ãðîìàäі 80 000 îñіá. Âіäñî-
òîê ïðàöåçäàòíèõ îñіá ñòàíîâèòü ïðèáëèçíî 67,5 %. Ñêіëü-

êè ïðèáëèçíî ïðàöåçäàòíèõ îñіá ó öіé òåðèòîðіàëüíіé ãðîìàäі?
2) Ïðîåêòíà äіÿëüíіñòü. Äіçíàéñÿ ç Іíòåðíåòó âіäîìîñòі ïðî 
âіäñîòîê ïðàöåçäàòíèõ îñіá âàøîї òåðèòîðіàëüíîї ãðîìàäè 
(ìіñòà, ðàéîíà, ñåëà òîùî) òà ïîðіâíÿé її ç âіäñîòêîì ïðàöå-
çäàòíèõ îñіá â Óêðàїíі.

19.44. Ðîçâ’ÿæіòü ó öіëèõ ÷èñëàõ ðіâíÿííÿ .

1. Ó êîðîáöі íå áіëüøå 40 öóêåðîê. Їõ ìîæíà ïîäіëèòè 
ïîðіâíó ìіæ òðüîìà àáî ï’ÿòüìà äіòüìè, àëå íå ìîæíà ïî-
äіëèòè ïîðіâíó ìіæ äåâ’ÿòüìà äіòüìè. Óêàæіòü, ÿêà íàé-
áіëüøà êіëüêіñòü öóêåðîê ìîæå áóòè â êîðîáöі.

À Á Â Ã Ä

30 33 36 38 39

2. Çíàéäіòü êіëüêіñòü çâè÷àéíèõ äðîáіâ çі çíàìåííèêîì 

18, ÿêі áіëüøі çà , àëå ìåíøі çà 1.

À Á Â Ã Ä

æîäíîãî îäèí äâà òðè ÷îòèðè

3. Ðîçâ’ÿæіòü íåðіâíіñòü log0,25 · log0,2x < 0.

À Á Â Ã Ä

(–u; 0) (0; 1) (1; 5) (1; +u) (0; +u)

РОЗДІЛ 3

1. Ó êîðîáöі íå áіëüøå 40 öóêåðîê. Їõ ìîæíà ïîäіëèòè 
ïîðіâíó ìіæ òðüîìà àáî ï’ÿòüìà äіòüìè, àëå íå ìîæíà ïî-
äіëèòè ïîðіâíó ìіæ äåâ’ÿòüìà äіòüìè. Óêàæіòü, ÿêà íàé-
áіëüøà êіëüêіñòü öóêåðîê ìîæå áóòè â êîðîáöі.

À Á Â Ã Ä

30 33 36 38 39

2. Çíàéäіòü êіëüêіñòü çâè÷àéíèõ äðîáіâ çі çíàìåííèêîì 

18, ÿêі áіëüøі çà , àëå ìåíøі çà 1.

À Á Â Ã Ä

æîäíîãî îäèí äâà òðè ÷îòèðè

3. Ðîçâ’ÿæіòü íåðіâíіñòü log0,25 · log0,2x < 0.

À Á Â Ã Ä

(–u; 0) (0; 1) (1; 5) (1; +u) (0; +u)

ПППЕРЕВІРТЕ СВОЮ КОМПЕТЕНТНІСТЬЕРЕВІРТЕ СВОЮ КОМПЕТЕНТНІСТЬ
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4. Íà ìàëþíêó çîáðàæåíî ãðàôіêè ôóíêöіé 

і g(õ) = 7 – õ. Óêàæіòü ðîçâ’ÿçîê íåðіâíîñòі f(õ) J g(õ).

À Á Â Ã Ä

(1; 6) [1; 6] (–u; 0] ∪ [1; 6] (–u; 0) ∪ [1; 6] (–u; +u)

5. Îá÷èñëіòü sin215° – cos215°.

À Á Â Ã Ä

0

6. Öіíà àêöіé ùîðîêó çðîñòàє íà 20 %. Çàðàç îäíà àê-
öіÿ êîøòóє 500 ãðí. ßêîþ áóäå її öіíà ÷åðåç 2 ðîêè?

À Á Â Ã Ä

600 ãðí 630 ãðí 660 ãðí 690 ãðí 720 ãðí

7. Óñòàíîâіòü âіäïîâіäíіñòü ìіæ ÷èñëîâèì âèðàçîì (1–4) 
òà çíà÷åííÿì öüîãî âèðàçó (À–Ä).

×èñëîâèé âèðàç Çíà÷åííÿ ÷èñëîâîãî âèðàçó
1

À

2 Á –0,5

3
Â

4
Ã
Ä

–1
–2

4. Íà ìàëþíêó çîáðàæåíî ãðàôіêè ôóíêöіé 

і g(õ) = 7 – = 7 – = õ. Óêàæіòü ðîçâ’ÿçîê íåðіâíîñòі f(õ) J g(õ).

À Á Â Ã Ä

(1; 6) [1; 6] (–u; 0] ∪ [1; 6] (–u; 0) ∪ [1; 6] (–u; +u)

5. Îá÷èñëіòü sin215° – cos215°.

À Á Â Ã Ä

0

6. Öіíà àêöіé ùîðîêó çðîñòàє íà 20 %. Çàðàç îäíà àê-
öіÿ êîøòóє 500 ãðí. ßêîþ áóäå її öіíà ÷åðåç 2 ðîêè?

À Á Â Ã Ä

600 ãðí 630 ãðí 660 ãðí 690 ãðí 720 ãðí

7. Óñòàíîâіòü âіäïîâіäíіñòü ìіæ ÷èñëîâèì âèðàçîì (1–4) 
òà çíà÷åííÿì öüîãî âèðàçó (À–Ä).

×èñëîâèé âèðàç Çíà÷åííÿ ÷èñëîâîãî âèðàçó
1

À

2 Á –0,5

3
Â

4
Ã
Ä

–1
–2
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8. ×îâåí ïðîïëèâ 14 êì ïðîòè òå÷ії ðі÷êè і 16 êì çà òå-
÷ієþ, âèòðàòèâøè íà âåñü øëÿõ 2 ãîä. Çíàéäіòü øâèäêіñòü 
òå÷ії (ó êì/ãîä), ÿêùî âëàñíà øâèäêіñòü ÷îâíà äîðіâíþє 
15 êì/ãîä.

9. Çíàéäіòü êîðіíü ðіâíÿííÿ 5õ+1 – 5õ – 5õ–1 = 95.

НЕЗАɅЕɀНІ ПОДІЇ. 
УМОВНА ЙМОВІРНІСТЬ 

ßêùî ó ïåâíîìó äîñëіäі àáî âèïðîáóâàííі ìàєìî äâі ñóìіñíі 
ïîäії, ïîñòàє ïèòàííÿ, ÿê íàñòàííÿ îäíієї ç ïîäіé âïëèâàє íà íà-
ñòàííÿ іíøîї. Ó öüîìó ïàðàãðàôі ðîçãëÿíåìî ñàìå öå.

Ïîäіþ A íàçèâàþòü íåçàëåæíîþ âіä 
ïîäії %, ÿêùî éìîâіðíіñòü ïîäії A
íå çàëåæèòü âіä òîãî, âіäáóëàñÿ ÷è íі 
ïîäіÿ B.

Ðîçãëÿíåìî äîñëіä, ÿêèé ïîëÿãàє ó äâîõ ïîñëі-
äîâíèõ ïіäêèäàííÿõ ìîíåòè; ïîäіÿ A – âèïàäàííÿ ãåðáà ïðè 
äðóãîìó ïіäêèäàííі, B – âèïàäàííÿ ãåðáà ïðè ïåðøîìó ïіä-

êèäàííі. Çðîçóìіëî, ùî  і éìîâіðíіñòü ïîäії A 

íå çàëåæèòü âіä òîãî, âіäáóëàñÿ ÷è íі ïîäіÿ B. Îòæå, ïîäії A і B
ó äàíîìó ïðèêëàäі íåçàëåæíі. 

Äîñëіä ïîëÿãàє â îäíîêðàòíîìó ïіäêèäàííі ãðàëü-
íîãî êóáèêà. Ïîäіÿ A – âèïàäàííÿ íåïàðíîї êіëüêîñòі î÷îê; ïî-
äіÿ B – âèïàäàííÿ êіëüêîñòі î÷îê, ìåíøîї çà 4. Çðîçóìіëî, ùî 

. ßêùî æ âіäáóëàñÿ ïîäіÿ B, òîáòî âèïàëî 1 î÷êî, 

àáî 2 î÷êà, àáî 3 î÷êà, òî éìîâіðíіñòü ïîäії A âæå äîðіâíþâàòè-

ìå . Îñêіëüêè , òî ïîäії A і B íå є íåçàëåæíèìè ó äàíî-

ìó âèïðîáóâàííі. 

Ò å î ð å ì à  (ïðî éìîâіðíіñòü äîáóòêó äâîõ íåçàëåæíèõ 
ïîäіé). �ìîâіðíіñòü äîáóòêó äâîõ íåçàëåæíèõ ïîäіé A і B
äîðіâíþє äîáóòêó éìîâіðíîñòåé öèõ ïîäіé, òîáòî 

.

Ïðèéìåìî öþ òåîðåìó áåç äîâåäåííÿ.
Ç òåîðåìè ìàєìî âàæëèâèé íàñëіäîê. 

8. ×îâåí ïðîïëèâ 14 êì ïðîòè òå÷ії ðі÷êè і 16 êì çà òå-
÷ієþ, âèòðàòèâøè íà âåñü øëÿõ 2 ãîä. Çíàéäіòü øâèäêіñòü 
òå÷ії (ó êì/ãîä), ÿêùî âëàñíà øâèäêіñòü ÷îâíà äîðіâíþє 
15 êì/ãîä.

9. Çíàéäіòü êîðіíü ðіâíÿííÿ 5õ+1 – 5õ – 5õ–1 = 95.= 95.=

НЕЗАɅЕɀНІ ПОДІЇ. 
УМОВНА ЙМОВІРНІСТЬ § 20. § 20. 

Ïîäіþ A íàçèâàþòü íåçàëåæíîþ âіä 
ïîäії %, ÿêùî éìîâіðíіñòü ïîäії A
íå çàëåæèòü âіä òîãî, âіäáóëàñÿ ÷è íі 
ïîäіÿ B.

ñòàííÿ іíøîї. Ó öüîìó ïàðàãðàôі ðîçãëÿíåìî ñàìå öå.

Ïîäіþ 
ïîäії %
íå çàëåæèòü âіä òîãî, âіäáóëàñÿ ÷è íі 

1. Íåçàëåæíі 
ïîäії

Приклад 1.

Приклад 2.

Ò å î ð å ì à  (ïðî éìîâіðíіñòü äîáóòêó äâîõ íåçàëåæíèõ 
ïîäіé). �ìîâіðíіñòü äîáóòêó äâîõ íåçàëåæíèõ ïîäіé A і B
äîðіâíþє äîáóòêó éìîâіðíîñòåé öèõ ïîäіé, òîáòî 

.



265

Елементи комбінаторики та теорії ймовірностей

Í à ñ ë і ä î ê . ßêùî ïîäії  íåçàëåæíі ó ñóêóï-
íîñòі, òîáòî çäіéñíåííÿ äîâіëüíîї êіëüêîñòі ç íèõ íå çìі-
íþє éìîâіðíîñòі çäіéñíåííÿ іíøèõ, òî 

.

Çàçíà÷èìî, ùî öèì íàñëіäêîì ñëіä êîðèñòóâàòèñÿ äîñèòü îáå-
ðåæíî, îñêіëüêè ïîäії ìîæóòü áóòè ïîïàðíî íåçàëåæíі, àëå íå 
áóòè íåçàëåæíèìè ó ñóêóïíîñòі. 

Ïîâåðòàþ÷èñü äî ïðèêëàäó 1, çàçíà÷èìî, ùî ïîäіÿ AB ïîëÿãàє 
ó òîìó, ùî ãåðá âèïàâ ÿê ïðè ïåðøîìó, òàê і ïðè äðóãîìó ïіä-
êèäàííі. Îñêіëüêè ïîäії A і B íåçàëåæíі, ìîæåìî çàñòîñîâóâàòè 
òåîðåìó ïðî éìîâіðíіñòü äîáóòêó äâîõ íåçàëåæíèõ ïîäіé. Ìàєìî 

.

Òîé ñàìèé ðåçóëüòàò ìîæíà áóëî îòðèìàòè, ðîçâ’ÿçóþ÷è çàäà-
÷ó çà êëàñè÷íèì îçíà÷åííÿì éìîâіðíîñòі. 

Ðîçãëÿíåìî ùå ïðèêëàä. 

Ãðàëüíèé êóáèê ïіäêèäàþòü äî òèõ ïіð, ïîêè íå 
âèïàäå 6 î÷îê. Çíàéòè éìîâіðíіñòü òîãî, ùî 6 î÷îê âïåðøå âè-
ïàëè ïіä ÷àñ òðåòüîãî ïіäêèäàííÿ.
Ð î ç â ’ ÿ ç à í í ÿ. Ðîçãëÿíåìî ïîäії: A – âèïàëî 6 î÷îê âïåðøå 
ïðè òðåòüîìó ïіäêèäàííі, Bi – âèïàëî 6 î÷îê ïðè i-ìó ïіäêè-

äàííі (i = 1; 2; 3). Òîäі . Çðîçóìіëî, ùî ; 

 і  і B3 íåçàëåæíі ó ñóêóïíîñòі. Îòæå, ìàєìî 

.

Â і ä ï î â і ä ü. .

Äëÿ êіëüêіñíîї õàðàêòåðèñòèêè çà-
ëåæíîñòі îäíієї ïîäії âіä іíøîї ââî-

äÿòü ïîíÿòòÿ óìîâíîї éìîâіðíîñòі. 

ßêùî éìîâіðíіñòü ïîäії A îá÷èñëþþòü çà óìîâè, ùî ïî-
äіÿ B âіäáóëàñÿ, òî òîäі éìîâіðíіñòü ïîäії A íàçèâàþòü 
óìîâíîþ і íàçíà÷àþòü p(A/B).

Öå îçíà÷åííÿ äàє ìîæëèâіñòü ïî-іíøîìó îçíà÷èòè íåçàëåæíі 
ïîäії, à ñàìå: 

ïîäії A і B íàçèâàþòü íåçàëåæíèìè ìіæ ñîáîþ, ÿêùî 
p(A/B) = p(A) àáî p(B/A) = p(B).

Öå îçíà÷åííÿ ìîæíà òðàêòóâàòè òàê, ùî âèêîíàííÿ îäíієї ç 
ïîäіé íå âïëèâàє íà éìîâіðíіñòü âèêîíàííÿ іíøîї.

Í à ñ ë і ä î ê . ßêùî ïîäії  íåçàëåæíі ó ñóêóï-
íîñòі, òîáòî çäіéñíåííÿ äîâіëüíîї êіëüêîñòі ç íèõ íå çìі-íîñòі, òîáòî çäіéñíåííÿ äîâіëüíîї êіëüêîñòі ç íèõ íå çìі-íîñòі, òîáòî çäіéñíåííÿ äîâіëüíîї êіëüêîñòі ç íèõ íå çìі-íîñòі, òîáòî çäіéñíåííÿ äîâіëüíîї êіëüêîñòі ç íèõ íå çìі-
íþє éìîâіðíîñòі çäіéñíåííÿ іíøèõ, òî 

.

Приклад 3.

2. Óìîâíà éìîâіðíіñòü

ßêùî éìîâіðíіñòü ïîäії A îá÷èñëþþòü çà óìîâè, ùî ïî-
äіÿ B âіäáóëàñÿ, òî òîäі éìîâіðíіñòü ïîäії A íàçèâàþòü 
óìîâíîþ і íàçíà÷àþòü p(A/B).

äÿòü ïîíÿòòÿ 

ßêùî éìîâіðíіñòü ïîäії 
äіÿ 
óìîâíîþ

ïîäії A і B íàçèâàþòü íåçàëåæíèìè ìіæ ñîáîþ, ÿêùî 
(A/B) = p(A) àáî p(B/A) = p(B).

ïîäії, à ñàìå: 

Öå îçíà÷åííÿ ìîæíà òðàêòóâàòè òàê, ùî âèêîíàííÿ îäíієї ç 

ïîäії 
p(
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Ç ÿùèêà, ó ÿêîìó ëåæèòü 5 ÷îðíèõ і 3 áіëі êóëі, 
ïîñëіäîâíî íàâìàííÿ âèéìàþòü äâі êóëі. Ðîçãëÿíåìî ïîäії: A – 
ïåðøà êóëÿ ÷îðíà; B – äðóãà êóëÿ áіëà. ×è íåçàëåæíі ïîäії A 
і B, ÿêùî: 
1) ïіñëÿ âèéìàííÿ ïåðøîї êóëі її ïîâåðòàþòü äî ÿùèêà; 
2) ïіñëÿ âèéìàííÿ ïåðøîї êóëі її íå ïîâåðòàþòü äî ÿùèêà?

Ð î ç â ’ ÿ ç à í í ÿ. Çðîçóìіëî, ùî ; . 

1) ßêùî ïіñëÿ òîãî, ÿê ïåðøîþ âèéíÿòî ÷îðíó êóëþ, її ïîâåð-
íóòî äî ÿùèêà, òî ó ÿùèêó çíîâó ñòàëî 5 ÷îðíèõ і 3 áіëі êóëі. 

À òîìó . Îòæå, . Ïîäії A і B – íå-

çàëåæíі. 
2) ßêùî ïіñëÿ òîãî, ÿê ïåðøîþ âèéíÿòî ÷îðíó êóëþ, її íå ïî-
âåðíóëè äî ÿùèêà, òî ó ÿùèêó ñòàëî 4 ÷îðíі і 3 áіëі êóëі. 

À òîìó . Ìàєìî . Ïîäії A і B – íå є 

íåçàëåæíèìè.
Â і ä ï î â і ä ü. 1) Òàê; 2) íі.

Ìîæíà äàòè é іíøå îçíà÷åííÿ óìîâíîї éìîâіðíîñòі, çà ÿêèì 
ìîæíà її îá÷èñëþâàòè.

ßêùî A і B – äâі ñóìіñíі â îäíîìó âèïðîáóâàííі ïîäії, 

ïðè÷îìó , òî ÷èñëî  íàçèâàþòü óìîâíîþ 

éìîâіðíіñòþ ïîäії A çà óìîâè, ùî ïîäіÿ B âіäáóëàñÿ, àáî 
ïðîñòî óìîâíîþ éìîâіðíіñòþ ïîäії A.

Îòæå, ìàєìî: .

Ó øóõëÿäі ëåæèòü 5 ÷îðíèõ і 3 ÷åðâîíі êóëі. Äâі÷і 
ïîñïіëü íàâìàííÿ ç øóõëÿäè âèéìàþòü ïî îäíіé êóëі, íå ïî-
âåðòàþ÷è їõ íàçàä äî øóõëÿäè. Çíàéòè éìîâіðíіñòü òîãî, ùî 
äðóãîþ áóëî âèéíÿòî ÷åðâîíó êóëþ, çà óìîâè, ùî ïåðøîþ áóëî 
âèéíÿòî ÷îðíó.
Ð î ç â ’ ÿ ç à í í ÿ. Íåõàé ïîäіÿ A îçíà÷àє, ùî ïåðøîþ âèéíÿ-
òî ÷îðíó êóëþ; ïîäіÿ B îçíà÷àє, ùî äðóãîþ âèéíÿòî ÷åðâîíó 
êóëþ. Òîäі ïîäіÿ AB îçíà÷àє, ùî ïîñëіäîâíî âèéíÿòî ñïî÷àòêó 
÷îðíó, à ïîòіì ÷åðâîíó êóëþ; B/A – äðóãîþ âèéíÿòî ÷åðâîíó 
êóëþ çà óìîâè, ùî ïåðøîþ âèéíÿòî ÷îðíó.
1-é ñïîñіá. Ïіñëÿ òîãî ÿê âіäáóëàñÿ ïîäіÿ A (ïåðøîþ âèéíÿòî 
÷îðíó êóëþ), ó øóõëÿäі çàëèøèëîñÿ 4 ÷îðíі і 3 ÷åðâîíі êóëі, à 

òîìó  (çà êëàñè÷íèì îçíà÷åííÿì éìîâіðíîñòі).

Приклад 4.

ßêùî A і B – äâі ñóìіñíі â îäíîìó âèïðîáóâàííі ïîäії, 

ïðè÷îìó , òî ÷èñëî  íàçèâàþòü óìîâíîþ 

éìîâіðíіñòþ ïîäії A çà óìîâè, ùî ïîäіÿ B âіäáóëàñÿ, àáî 
ïðîñòî óìîâíîþ éìîâіðíіñòþ ïîäії A.

ìîæíà її îá÷èñëþâàòè.

ßêùî 

ïðè÷îìó 

Приклад 5.
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2-é ñïîñіá.  (çà êëàñè÷íèì îçíà÷åííÿì éìîâіðíîñòі); 

. Òîäі .

Â і ä ï î â і ä ü. .

Âèêîðèñòîâóþ÷è äðóãå îçíà÷åííÿ óìîâíîї éìîâіðíîñòі, ìîæ-
íà ñôîðìóëþâàòè òåîðåìó, ÿêó ùå íàçèâàþòü òåîðåìîþ ìíîæåí-
íÿ éìîâіðíîñòåé:

(âðàõîâóþ÷è, ùî AB і BA – îäíà é òà ñàìà ïîäіÿ).

Çàóâàæèìî, ùî öÿ ôîðìóëà ìàє çìіñò і êîëè A і B – ñóìіñíі.

Í à ñ ë і ä î ê  1 . ßêùî ïîäії A і B íåçàëåæíі, òîáòî 
 òà , òî . 

Öþ ôîðìóëó ìè çíàєìî ùå ç ïîïåðåäíüîãî ïóíêòó öüîãî ïà-
ðàãðàôà. 

Í à ñ ë і ä î ê  2 . . 

Í à ñ ë і ä î ê  3 . 
.

1 % äåòàëåé, ùî âèðîáëÿþòü íà çàâîäі, – áðàêîâà-
íі. Ñåðåä ÿêіñíèõ äåòàëåé 60 % – âèùîãî ñîðòó. ßêà éìîâіð-
íіñòü òîãî, ùî âçÿòà íàâìàííÿ äåòàëü áóäå âèùîãî ñîðòó?
Ð î ç â ’ ÿ ç à í í ÿ. Íåõàé ïîäіÿ A îçíà÷àє òå, ùî äåòàëü íåáðàêî-
âàíà, à ïîäіÿ B – òå, ùî äåòàëü âèùîãî ñîðòó. Òîäі P(A) = 0,99; 
P(B/A) = 0,6. 
Îòæå, P(AB) = P(A) ∙ P(B/A) = 0,99 ∙ 0,6 = 0,594.
Â і ä ï î â і ä ü. 0,594.

Øіñòü êàðòîê ðîçðіçíîї àáåòêè ìіñòÿòü áóêâè, ç 
ÿêèõ ìîæíà ñêëàñòè ñëîâî «ðàêåòà». Êàðòêè ïåðåìіøóþòü, 
à ïîòіì ïî îäíіé âèêëàäàþòü çëіâà íàïðàâî. ßêà éìîâіðíіñòü 
òîãî, ùî çíîâ óòâîðèòüñÿ ñëîâî «ðàêåòà»?
Ð î ç â ’ ÿ ç à í í ÿ. Ðîçãëÿíåìî ïîäії: A – çíîâ óòâîðèëîñÿ ñëîâî 
«ðàêåòà»; Ai – íà i-ìó ìіñöі îïèíèëàñÿ ïîòðіáíà ëіòåðà. 

Ëіòåðà «p» ïåðøîþ ìîæå ç’ÿâèòèñÿ ç éìîâіðíіñòþ , ïіñëÿ ÷îãî 

çàëèøèòüñÿ  ëіòåð, ç ÿêèõ  ëіòåðè «à», à îòæå, P(A2/A1) =

і òàê ñàìî äàëі. Òîäі 
P(A) = P(A1A2A3A4A5A6) = P(A1) ∙ P(A2/A1) ∙ P(A3/A1A2) ×
× P(A4/A1A2A3) ∙ P(A5/A1A2A3A4) ∙ P(A6/A1A2A3A4A5) =

(âðàõîâóþ÷è, ùî AB і BA – îäíà é òà ñàìà ïîäіÿ).

íÿ éìîâіðíîñòåé:

Çàóâàæèìî, ùî öÿ ôîðìóëà ìàє çìіñò і êîëè 

(âðàõîâóþ÷è, ùî 

Í à ñ ë і ä î ê  1 . ßêùî ïîäії A і B íåçàëåæíі, òîáòî 
 òà , òî . 

Í à ñ ë і ä î ê  2 . . 

Í à ñ ë і ä î ê  3 . 
.

Приклад 6.

Приклад 7.
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= . 

Â і ä ï î â і ä ü. .

Ñëіä çàóâàæèòè, ùî öþ çàäà÷ó, ÿê і äåÿêі іíøі ç öüîãî ïàðà-
ãðàôà, ìîæíà áóëî ðîçâ’ÿçàòè çà êëàñè÷íèì îçíà÷åííÿì éìîâіð-

íîñòі, à ñàìå .

Ðàíіøå ìè âæå êіëüêà ðàçіâ ðîçãëÿ-
äàëè çàäà÷і, ó ÿêèõ òðåáà áóëî çíàéòè 
éìîâіðíіñòü òîãî, ùî âіäáóäåòüñÿ ïðè-
íàéìíі îäíà ç íåçàëåæíèõ ïîäіé. 

Ðîçãëÿíåìî óíіâåðñàëüíó çàäà÷ó.

Íåõàé ïîäії A1, A2, ..., An íåçàëåæíі â ñóêóïíîñòі, 
à ïîäіÿ A îçíà÷àє, ùî âіäáóëàñÿ õî÷à á îäíà ç öèõ ïîäіé. Äîâå-
ñòè, ùî 

P(A) = 1 – (1 – p(A1)) ∙ (1 – p(A2)) ∙ ... ∙ (1 – p(An))  (*), 
àáî P(A) = 1 – q1 ∙ q2 ∙ ... ∙ qn, äå qi = 1 – P(Ai), i = 1, 2, ..., n.
Ä î â å ä å í í ÿ. Çíàéäåìî éìîâіðíіñòü ïðîòèëåæíîї ïîäії: 

. Îñêіëüêè ïîäії A1, A2, ..., An íåçàëåæíі â 

ñóêóïíîñòі, òî і ïîäії  òàêîæ íåçàëåæíі â ñóêóï-
íîñòі. Òîäі 

  . 
Îòæå,  

. 
Çâåðíіòü óâàãó, ÿêùî , òî 

, äå q = 1 – p.      (**)

Ðîçãëÿíåìî, ÿê çàñòîñîâóâàòè äîâåäåíó ôîðìóëó (*).

Éìîâіðíіñòü òîãî, ùî ïðè íàòèñêàííі ñòàðòåðà ìî-

òîð çàïðàöþє, äîðіâíþє . Çíàéòè éìîâіðíіñòü òîãî, ùî äëÿ 

çàïóñêó ìîòîðà çíàäîáèòüñÿ íå áіëüøå äâîõ íàòèñêàíü.

Ð î ç â ’ ÿ ç à í í ÿ. Ìàєìî: , äå ïîäіÿ Ai ïîëÿ-

ãàє ó òîìó, ùî ìîòîð çàïðàöþâàâ ïðè i-ìó íàòèñêàííі ñòàð-
òåðà. Òîäі, ÿêùî ïîäіÿ A ïîëÿãàє ó òîìó, ùî äëÿ çàïóñêó ìî-
òîðà òðåáà íå áіëüøå äâîõ íàòèñêàíü, òî çà ôîðìóëîþ (**): 

.        Â і ä ï î â і ä ü. .

3. �ìîâіðíіñòü 
òîãî, ùî âіäáóäåòüñÿ 
ïðèíàéìíі îäíà 
ç íåçàëåæíèõ ïîäіé

Приклад 8.

Приклад 9.
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Ñêіëüêè ðàçіâ äîñòàòíüî ïіäêèíóòè ìîíåòó, ùîá ç 
éìîâіðíіñòþ 0,99 áóòè âïåâíåíèì ó òîìó, ùî õî÷à á îäèí ðàç 
âèïàäå ãåðá?
Ð î ç â ’ ÿ ç à í í ÿ. Íåõàé ïîäіÿ A ïîëÿãàє â òîìó, ùî õî÷à á 
îäèí ðàç âèïàâ ãåðá, à ïîäії Ai – ó òîìó, ùî ïðè i-ìó ïіäêè-

äàííі âèïàâ ãåðá (i = 1, 2, ..., n). Çðîçóìіëî, ùî 

äëÿ âñіõ i. Òîìó . Çàëèøàєòü-
ñÿ çíàéòè òàêå n, ùîá , òîáòî . 

Òîäі , àëå . 

Îñêіëüêè , òî , îòæå, n = 7. Òàêèì ÷èíîì, ïіäêèíóâ-
øè ìîíåòó ñіì ðàçіâ, ìîæíà ç éìîâіðíіñòþ 0,99 áóòè âïåâíå-
íèì ó òîìó, ùî õî÷à á îäèí ðàç âèïàäå ãåðá.
Â і ä ï î â і ä ü. 7 ðàçіâ.

(Çàäà÷à äå Ìåðå). Øåâàëüє äå Ìåðå, äðóã ìàòåìà-
òèêà Á. Ïàñêàëÿ, ïðîïîíóâàâ ïàðòíåðàì ãðó çà òàêèìè ïðàâè-
ëàìè: âіí áóäå ïіäêèäàòè äâà ãðàëüíèõ êóáèêè 24 ðàçè і âè-
ãðàє, ÿêùî õî÷à á îäèí ðàç âèïàäå äâі øіñòêè. Éîãî ñóïåðíèê 
ïіäêèäàє îäèí ðàç ÷îòèðè ãðàëüíèõ êóáèêà і âèãðàє, ÿêùî âè-
ïàäå õî÷à á îäíà øіñòêà. Çäàâàëîñÿ, ùî øåâàëüє äå Ìåðå âè-
áðàâ ñîáі áіëüø ñïðèÿòëèâі óìîâè, àëå ãðàþ÷è áàãàòî ðàçіâ, âіí 
áіëüøå ïðîãðàâàâ, íіæ âèãðàâàâ. ×îìó?
Ð î ç â ’ ÿ ç à í í ÿ. Íåõàé ïîäіÿ A – âèïàäàííÿ äâîõ øіñòîê ïðè 

ïіäêèäàííі äâîõ êóáèêіâ, òîäі . Ïîäіÿ B – âè-

ïàäàííÿ õî÷à á îäíієї øіñòêè ïðè ïіäêèäàííі ÷îòèðüîõ êóáè-

êіâ, òîäі . 

Ïîäіÿ C – âèãðàø øåâàëüє äå Ìåðå, òîáòî âèïàäàííÿ äâîõ 
øіñòîê (ïîäіÿ A) õî÷à á îäèí ðàç â ñåðії ç 24 ïіäêèäàíü äâîõ 

êóáèêіâ, òîäі . 

Îñêіëüêè , òî øåâàëüє äå Ìåðå ÷àñòіøå ïðîãðàâàâ, 
íіæ âèãðàâàâ.

 Коли подію A називають незалежною від події B?  Сформу-
люйте теорему про ймовірність добутку двох незалежних подій 
та її наслідок.  Коли ймовірність події A називають умовною? 

 За якою формулою можна знайти умовну ймовірність? 
 Сформулюйте теорему множення ймовірностей та наслідки 

з неї.  Покажіть на прикладі 8, як знайти ймовірність здійснення 
принаймні однієї з незалежних подій.

Приклад 10.

Приклад 11.

 Коли подію A називають незалежною від події B?  Сформу-
люйте теорему про ймовірність добутку двох незалежних подій 
та її наслідок.  Коли ймовірність події A називають умовною? 

 За якою формулою можна знайти умовну ймовірність? 
 Сформулюйте теорему множення ймовірностей та наслідки 

з неї.  Покажіть на прикладі 8, як знайти ймовірність здійснення 
принаймні однієї з незалежних подій.

люйте теорему про ймовірність добутку двох незалежних подій 
та її наслідок. 
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Ðîçâ’ÿæiòü çàäà÷i òà âèêîíàéòå âïðàâè
20.1. Îäíî÷àñíî ïіäêèäàþòü äâà ãðàëüíèõ êóáèêè. Ïîêà-
æіòü, ùî íåçàëåæíèìè є ïîäії: 
1) A – âèïàäàííÿ «1» íà ïåðøîìó êóáèêó і B – âèïàäàííÿ 
«6» íà äðóãîìó êóáèêó; 
2) C – âèïàäàííÿ ïàðíîї êіëüêîñòі î÷îê íà ïåðøîìó êóáèêó 
і D – âèïàäàííÿ êіëüêîñòі î÷îê, êðàòíîї ÷èñëó 3, íà äðó-
ãîìó. 

20.2. Îäíî÷àñíî ïіäêèäàþòü äâà ãðàëüíèõ êóáèêè. Äîâåäіòü, ùî 
íåçàëåæíèìè є ïîäії:
1) A – âèïàäàííÿ «2» íà ïåðøîìó êóáèêó і B – âèïàäàííÿ 
«4» íà äðóãîìó êóáèêó;
2) C – âèïàäàííÿ êіëüêîñòі î÷îê, êðàòíîї ÷èñëó 5, íà ïåð-
øîìó êóáèêó і D – âèïàäàííÿ íåïàðíîї êіëüêîñòі î÷îê íà 
äðóãîìó.

20.3. Ãðàëüíèé êóáèê ïіäêèäàþòü äîòè, äîêè íå âèïàäå ïàð-
íå ÷èñëî. Çíàéäіòü éìîâіðíіñòü òîãî, ùî âïåðøå âîíî âèïàäå 
íà òðåòüîìó ïіäêèäàííі.

20.4. Ìîíåòó ïіäêèäàþòü äî òèõ ïіð, ïîêè íå ç’ÿâèòüñÿ ãåðá. 
Çíàéäіòü éìîâіðíіñòü òîãî, ùî âïåðøå âіí âèïàäå ïðè äðóãî-
ìó ïіäêèäàííі.

20.5. Ó ÿùèêó 6 áіëèõ і 4 ÷îðíі êóëüêè. Ç ÿùèêà äâі÷і âèéìàþòü 
êóëüêè, íå ïîâåðòàþ÷è їõ íàçàä. Çíàéäіòü éìîâіðíіñòü ïîäіé:
1) A – ïåðøèé ðàç âèéíÿòî áіëó êóëüêó, à äðóãèé – ÷îðíó; 
2) B – äðóãîþ áóëî âèéíÿòî ÷îðíó êóëüêó çà óìîâè, ùî ïåð-
øîþ áóëî âèéíÿòî áіëó êóëüêó.

20.6. Ó ÿùèêó 4 âèãðàøíèõ ëîòåðåéíèõ áіëåòè і 16 áіëåòіâ áåç 
âèãðàøó. Ïî ÷åðçі ç ÿùèêà âèéìàþòü äâà áіëåòè, íå ïîâåð-
òàþ÷è їõ íàçàä. Çíàéäіòü éìîâіðíîñòі ïîäіé:
1) A – ïåðøèì âèòÿãíóòî áіëåò áåç âèãðàøó, à äðóãèì – âè-
ãðàøíèé áіëåò; 
2) B – äðóãèì âèòÿãíóòî âèãðàøíèé áіëåò çà óìîâè, ùî ïåð-
øèé áіëåò áåç âèãðàøó.

20.7. Ó áóêåòі 5 áіëèõ òðîÿíä і 2 ÷åðâîíі. Ïîñëіäîâíî íàâìàííÿ ç 
áóêåòó âèéìàþòü äâі òðîÿíäè. Ðîçãëÿäàєìî ïîäії: A – ïåðøà 
òðîÿíäà áіëà; B – äðóãà òðîÿíäà ÷åðâîíà. ×è íåçàëåæíі ïî-
äії A і B, ÿêùî ïіñëÿ âèéìàííÿ ïåðøîї òðîÿíäè її: 
1) ïîâåðòàþòü äî áóêåòà; 
2) íå ïîâåðòàþòü äî áóêåòà? 

20.8. Ó êîðîáöі 8 êîëüîðîâèõ і 3 ïðîñòèõ îëіâöі. Íàâìàííÿ ç 
êîðîáêè ïîñëіäîâíî âèéìàþòü äâà îëіâöі. Ðîçãëÿäàєìî ïî-
äії: A – ïåðøèé îëіâåöü êîëüîðîâèé; B – äðóãèé îëіâåöü 
ïðîñòèé. ×è íåçàëåæíі ïîäії A і B, ÿêùî ïіñëÿ âèéìàííÿ 
ïåðøîãî îëіâöÿ éîãî: 



271

Елементи комбінаторики та теорії ймовірностей

1) íå ïîâåðòàþòü äî êîðîáêè; 
2) ïîâåðòàþòü äî êîðîáêè?

20.9. Іç ï’ÿòè êàðòîê ðîçðіçíîї àáåòêè ñêëàäåíî ñëîâî «÷èñëî». 
Êàðòêè ïåðåìіøóþòü, à ïîòіì ïî îäíіé ðîçêëàäàþòü çëіâà 
íàïðàâî. ßêà éìîâіðíіñòü òîãî, ùî çíîâ áóäå ñêëàäåíî ñëîâî 
«÷èñëî»?

20.10. Іç ÷îòèðüîõ êàðòîê ðîçðіçíîї àáåòêè ñêëàäåíî ñëîâî 
«ñàëî». Êàðòêè ïåðåìіøóþòü, à ïîòіì ïî îäíіé ðîçêëàäàþòü 
çëіâà íàïðàâî. ßêà éìîâіðíіñòü òîãî, ùî çíîâ áóäå ñêëàäåíî 
ñëîâî «ñàëî»?

20.11. Íà äåâ’ÿòè êàðòêàõ çàïèñàíî öèôðè âіä 1 äî 9. Êàðòêè 
ïåðåìіøóþòü, à ïîòіì ïî îäíіé ðîçêëàäàþòü çëіâà íàïðàâî. 
ßêà éìîâіðíіñòü òîãî, ùî áóäå ñêëàäåíî ÷èñëî «4321»?

20.12. Íà äåâ’ÿòè êàðòêàõ çàïèñàíî öèôðè âіä 1 äî 9. Êàðòêè 
ïåðåìіøóþòü, à ïîòіì ïî îäíіé ðîçêëàäàþòü çëіâà íàïðàâî. 
ßêà éìîâіðíіñòü òîãî, ùî áóäå ñêëàäåíî ÷èñëî «19»?

20.13. Ó ÿùèêó 8 áіëèõ і 10 ÷îðíèõ êóëüîê. Äâі÷і ïîñïіëü íàâ-
ìàííÿ âèéìàþòü ïî îäíіé êóëüöі, íå ïîâåðòàþ÷è їõ íàçàä. 
Çíàéäіòü éìîâіðíіñòü ïîäії: 
1) A – îáèäâі êóëüêè áіëі; 
2) B – îáèäâі êóëüêè ÷îðíі; 
3) C – äðóãîþ âèòÿãíóòî áіëó êóëüêó çà óìîâè, ùî ïåðøîþ 
âèòÿãíóòî ÷îðíó; 
4) D – äðóãîþ âèòÿãíóòî ÷îðíó êóëüêó çà óìîâè, ùî ïåð-
øîþ âèòÿãíóòî áіëó.

20.14. Ó øóõëÿäі ëåæèòü 6 âèäåëîê і 8 ëîæîê. Äâі÷і ïîñïіëü íàâ-
ìàííÿ âèéìàþòü ïî îäíîìó ñòîëîâîìó ïðèëàäó, íå ïîâåðòà-
þ÷è їõ íàçàä. Çíàéäіòü éìîâіðíіñòü ïîäії: 
1) A – îáèäâà âèÿâèëèñÿ âèäåëêàìè; 
2) B – îáèäâà âèÿâèëèñÿ ëîæêàìè;
3) C – äðóãîþ âèòÿãíóòî âèäåëêó çà óìîâè, ùî ïåðøîþ âè-
òÿãíóòî ëîæêó;
4) D – äðóãîþ âèòÿãíóòî ëîæêó çà óìîâè, ùî ïåðøîþ âèòÿã-
íóòî âèäåëêó. 

20.15. Ïіäêèäàþòü îäíî÷àñíî äâà ãðàëüíèõ êóáèêè. ßêà éìîâіð-
íіñòü òîãî, ùî:
1) íà ïåðøîìó âèïàäå 3 î÷êè, à íà äðóãîìó – ïàðíà êіëü-
êіñòü î÷îê;
2) íà ïåðøîìó âèïàäå «1» àáî «2», à íà äðóãîìó – íåïàðíà 
êіëüêіñòü î÷îê?

20.16. Ïіäêèäàþòü îäíî÷àñíî äâà ãðàëüíèõ êóáèêè. ßêà éìîâіð-
íіñòü òîãî, ùî: 
1) íà ïåðøîìó âèïàäå «6», à íà äðóãîìó – ïàðíà êіëüêіñòü î÷îê;
2) íà ïåðøîìó âèïàäå íåïàðíà êіëüêіñòü î÷îê, à íà äðóãîìó 
êіëüêіñòü î÷îê ìåíøà çà 3?
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20.17. Éìîâіðíіñòü âëó÷åííÿ ñòðіëüöÿ ó ìіøåíü äîðіâíþє 0,7. 
Ñòðіëåöü çðîáèâ òðè ïîñòðіëè. Çíàéäіòü éìîâіðíіñòü òîãî, 
ùî âñі òðè âèÿâèëèñÿ âëó÷íèìè.

20.18. Éìîâіðíіñòü âëó÷åííÿ ó ìіøåíü ïåðøîþ áіàòëîíіñòêîþ äî-
ðіâíþє 0,6, à äðóãîþ – 0,5. Êîæíà ç íèõ çðîáèëà ïî îäíîìó 
ïîñòðіëó. ßêà éìîâіðíіñòü òîãî, ùî îáèäâі âëó÷èëè?

20.19. Ó ÿùèêó 2 áіëі, 3 ÷îðíі і 5 ÷åðâîíèõ êóëüîê. Íàâìàííÿ 
äâі÷і âèéìàþòü ç ÿùèêà îäíó êóëüêó, ïîâåðòàþ÷è êîæíîãî 
ðàçó її íàçàä äî ÿùèêà. ßêà éìîâіðíіñòü òîãî, ùî: 
1) îáèäâà ðàçè âèòÿãíóòî ÷îðíó êóëüêó; 
2) ïåðøèé ðàç âèòÿãíóòî ÷îðíó êóëüêó, à äðóãèé – áіëó.
3) ïåðøèé ðàç âèòÿãíóòî áіëó êóëüêó, à äðóãèé – ÷îðíó;
4) ïåðøèé ðàç âèòÿãíóòî ÷åðâîíó êóëüêó, à äðóãèé – áіëó 
àáî ÷îðíó.

20.20. Ó ÿùèêó 5 çåëåíèõ, 4 áіëі і 1 ÷îðíà êóëüêà. Íàâìàííÿ 
äâі÷і âèéìàþòü ç ÿùèêà îäíó êóëüêó, ïîâåðòàþ÷è êîæíîãî 
ðàçó її íàçàä äî ÿùèêà. ßêà éìîâіðíіñòü òîãî, ùî: 
1) îáèäâà ðàçè âèòÿãíóòî áіëó êóëüêó; 
2) ïåðøèé ðàç âèòÿãíóòî çåëåíó êóëüêó, à äðóãèé – ÷îðíó;
3) ïåðøèé ðàç âèòÿãíóòî ÷îðíó êóëüêó, à äðóãèé – çåëåíó;
4) ïåðøèé ðàç âèòÿãíóòî ÷îðíó êóëüêó, à äðóãèé – çåëåíó 
àáî áіëó. 

20.21. Ãðàëüíèé êóáèê ïіäêèäàþòü îäèí ðàç. Ðîçãëÿäàþòü ïî-
äії: A – âèïàäå ÷èñëî áіëüøå çà 2, B – âèïàäå ïàðíå ÷èñëî. 
Çíàéäіòü: 
1) p (A/B);      2) p (B/A).

20.22. Ãðàëüíèé êóáèê ïіäêèäàþòü îäèí ðàç. Ðîçãëÿäàþòü ïîäії: 
A – âèïàäå ÷èñëî ìåíøå çà 5, B – âèïàäå íåïàðíå ÷èñëî. 
Çíàéäіòü: 
1) p(A/B);      2) p(B/A).

20.23. Ïðè âèãîòîâëåííі ïàðòії ïîâіòðÿíèõ êóëüîê éìîâіðíіñòü 
âèÿâèòè â ïàðòії áðàêîâàíó êóëüêó äîðіâíþє 0,001. Âіäîìî, 

ùî  êóëüîê – ÷åðâîíîãî êîëüîðó, à іíøі – ñèíüîãî. ßêà 

éìîâіðíіñòü òîãî, ùî íàâìàííÿ âèáðàíà êóëüêà áóäå íåáðà-
êîâàíîþ і ÷åðâîíîþ? 

20.24. Ó ïàðòії ìîòîðіâ, ÿêі âèïóñêàє çàâîä, áðàê ñêëàäàє 1 %. 
Òðåòèíó ìîòîðіâ ïîôàðáîâàíî ó çåëåíèé êîëіð, іíøі – ó ÷îð-
íèé. ßêà éìîâіðíіñòü òîãî, ùî íàâìàííÿ îáðàíèé ìîòîð 
áóäå íåáðàêîâàíèì і çåëåíîãî êîëüîðó?

20.25. Ñòðіëåöü òðè÷і ïîñïіëü ñòðіëÿє ïî ìіøåíі. Éìîâіðíіñòü 
âëó÷åííÿ ïðè êîæíîìó ïîñòðіëі äîðіâíþє 0,9. Çíàéäіòü éìî-
âіðíіñòü òîãî, ùî ñòðіëåöü âëó÷èâ ëèøå ïðè: 
1) ïåðøîìó і òðåòüîìó ïîñòðіëàõ;      
2) äðóãîìó ïîñòðіëі.
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20.26. Ñòðіëåöü òðè÷і ïîñïіëü ñòðіëÿє ïî ìіøåíі. Éìîâіðíіñòü 
âëó÷åííÿ ïðè êîæíîìó ïîñòðіëі äîðіâíþє 0,8. Çíàéäіòü éìî-
âіðíіñòü òîãî, ùî ñòðіëåöü âëó÷èâ ëèøå ïðè: 
1) ïåðøîìó ïîñòðіëі;     2) äðóãîìó òà òðåòüîìó ïîñòðіëàõ.

20.27. Éìîâіðíіñòü âèãîòîâëåííÿ ÿêіñíîї äåòàëі íà ïåðøîìó âåð-
ñòàòі äîðіâíþє 0,95, à íà äðóãîìó – 0,9. Íà ïåðøîìó âåðñòà-
òі âèãîòîâëåíî 3 äåòàëі, à íà äðóãîìó – 2 äåòàëі. ×è ìîæíà ç 
éìîâіðíіñòþ 0,7 ñòâåðäæóâàòè, ùî âñі âîíè ÿêіñíі?

20.28. Ïіäêèäàþòü ïîñëіäîâíî äâі ìîíåòè. Ðîçãëÿäàєìî ïîäії: A – 
âèïàâ ãåðá íà ïåðøіé ìîíåòі; B – âèïàâ õî÷à á îäèí ãåðá; 
C – âèïàëà õî÷à á îäíà öèôðà; D – âèïàâ ãåðá íà äðóãіé ìî-
íåòі. ×è áóäóòü íåçàëåæíèìè ïîäії: 
1) A і B;     2) A і D;     3) B і C;     4) B і D.

20.29. Äâі÷і ïіäêèäàþòü ãðàëüíèé êóáèê. Ðîçãëÿäàєìî ïîäії: 
A – ïðè ïåðøîìó ïіäêèäàííі âèïàëà «îäèíè÷êà»; B – ïðè 
äðóãîìó ïіäêèäàííі âèïàëî ÷èñëî, êðàòíå ÷èñëó 3. Çíàéäіòü 
éìîâіðíіñòü ïîäії .

20.30. Äâі÷і ïіäêèäàþòü ãðàëüíèé êóáèê. Ðîçãëÿäàєìî ïîäії: A – 
ïåðøèé ðàç âèïàëà ïàðíà êіëüêіñòü î÷îê; B – äðóãèé ðàç 
âèïàëî ÷èñëî ìåíøå çà 3. Çíàéäіòü éìîâіðíіñòü ïîäії . 

20.31. Éìîâіðíіñòü âëó÷åííÿ äëÿ ïåðøîãî ñòðіëüöÿ äîðіâíþє 0,7, 
à äëÿ äðóãîãî – 0,8. ßêà éìîâіðíіñòü òîãî, ùî ó ìіøåíü áóäå 
âëó÷åíî õî÷à á îäíèì ïîñòðіëîì, ÿêùî îáèäâà ñòðіëüöі âè-
êîíóþòü ïî îäíîìó ïîñòðіëó íåçàëåæíî îäèí âіä îäíîãî?

20.32. Éìîâіðíіñòü âëó÷åííÿ ñòðіëüöÿ â ìіøåíü ïðè îäíîìó ïî-
ñòðіëі äîðіâíþє 0,7. ßêà éìîâіðíіñòü òîãî, ùî ç äâîõ ïîñòðі-
ëіâ âіí âëó÷èòü õî÷à á îäèí ðàç?

20.33. Ïðèëàä ñêëàäàєòüñÿ ç 10 áëîêіâ: 6 ïåðøîãî òèïó і 4 – äðó-
ãîãî. Éìîâіðíіñòü âèõîäó ç ëàäó ïðîòÿãîì äîáè äëÿ êîæíîãî 
áëîêó ïåðøîãî òèïó äîðіâíþє 0,002, à äëÿ êîæíîãî áëîêó 
äðóãîãî òèïó – 0,004. Ïðèëàä âèõîäèòü ç ëàäó ó âèïàäêó 
ïîëàìêè õî÷à á îäíîãî áëîêó. Çíàéäіòü éìîâіðíіñòü òîãî, ùî 
ïðîòÿãîì äîáè ïðèëàä âèéäå ç ëàäó.

20.34. Äåòàëі ëåæàòü ó ÿùèêàõ ïî 100 øòóê â êîæíîìó. Ó êîæ-
íîìó ÿùèêó є ïî îäíіé áðàêîâàíіé äåòàëі. Êîíòðîëåð ÿêîñòі 
ïðîäóêöії, ùî ïåðåâіðÿє äåòàëі, âèáèðàє íàâìàííÿ ïî îäíіé 
äåòàëі ç êîæíîãî çі 100 ÿùèêіâ. ßêà éìîâіðíіñòü òîãî, ùî 
õî÷à á îäíà ç âèáðàíèõ äåòàëåé âèÿâèòüñÿ áðàêîâàíîþ? 

20.35. Íàä âèãîòîâëåííÿì ïåâíîãî âèðîáó ïîñëіäîâíî ïðàöþ-
þòü òðîє ðîáіòíèêіâ. ßêіñòü âèðîáó ïðè ïåðåõîäі âіä îäíî-
ãî ðîáіòíèêà äî іíøîãî íå ïåðåâіðÿþòü. Ïåðøèé ðîáіòíèê 
äîïóñêàє áðàê ç éìîâіðíіñòþ 0,01, äðóãèé – 0,05; òðåòіé – 
0,08. Çíàéäіòü éìîâіðíіñòü òîãî, ùî:
1) âèðіá áóäå ÿêіñíèì;       
2) âèðіá áóäå áðàêîâàíèì.
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20.36. Åëåêòðè÷íèé ïðèëàä âèõîäèòü ç ëàäó, ÿêùî âèõîäèòü ç 
ëàäó õî÷à á îäèí ç òðüîõ åëåìåíòіâ, ÿêі ïñóþòüñÿ ç éìîâіð-
íîñòÿìè 0,1; 0,2 і 0,3 íåçàëåæíî îäèí âіä îäíîãî â ïåðіîä 
ðîêó. Çíàéäіòü éìîâіðíіñòü òîãî, ùî ïðîòÿãîì ðîêó: 
1) ïðèëàä áóäå ïðàöþâàòè áåç ðåìîíòó; 
2) ïðèëàä çіïñóєòüñÿ.

20.37. Âіäîìî, ùî ïðè ïіäêèäàííі äâîõ ãðàëüíèõ êóáèêіâ íà êîæ-
íîìó âèïàëà ïàðíà êіëüêіñòü î÷îê. ßêà éìîâіðíіñòü òîãî, 
ùî ñóìà î÷îê íà êóáèêàõ áóäå áіëüøîþ çà 8?

20.38. Âіäîìî, ùî ïðè ïіäêèäàííі äâîõ ãðàëüíèõ êóáèêіâ íà 
êîæíîìó âèïàëà íåïàðíà êіëüêіñòü î÷îê. ßêà éìîâіðíіñòü 
òîãî, ùî ñóìà î÷îê íà êóáèêàõ áóäå ìåíøîþ çà 8?

20.39. Ïðè âêëþ÷åííі äâèãóí ïî÷èíàє ïðàöþâàòè ç éìîâіð-
íіñòþ 0,98. Çíàéäіòü éìîâіðíîñòі íàñòóïíèõ ïîäіé: 
1) A – äâèãóí ïî÷íå ïðàöþâàòè ïðè äðóãîìó âêëþ÷åííі; 
2) B – äëÿ ïî÷àòêó ðîáîòè äâèãóíà çàïàëåííÿ òðåáà âêëþ÷à-
òè íå áіëüøå äâîõ ðàçіâ.

20.40. Ãðàëüíèé êóáèê ïіäêèäàþòü äîòè, äîêè íå âèïàäå øіñòêà. 
ßêà éìîâіðíіñòü òîãî, ùî âèêîíàþòü íå áіëüøå òðüîõ ïіäêè-
äàíü?

20.41. Ó ÿùèêó 2 áіëі êóëüêè і 3 ÷îðíі. Äâà ãðàâöі ïî ÷åðçі âèé-
ìàþòü ïî îäíіé êóëüöі і íå ïîâåðòàþòü їõ íàçàä. Âèãðàє òîé, 
õòî ïåðøèì âèéìå áіëó êóëüêó. Ó ñêіëüêè ðàçіâ øàíñè ïåð-
øîãî ãðàâöÿ áіëüøі çà øàíñè äðóãîãî?

20.42. Ìàєìî êîðîáêó ç 9 íîâèìè ì’ÿ÷àìè. Äëÿ ãðè áåðóòü òðè 
ì’ÿ÷і, à ïіñëÿ ãðè їõ ïîâåðòàþòü ó êîðîáêó. Ïðè öüîìó ì’ÿ-
÷і, ÿêèìè âæå ãðàëè, íå âіäðіçíÿþòüñÿ âіä íîâèõ. ßêà éìî-
âіðíіñòü òîãî, ùî ïіñëÿ òðüîõ іãîð â êîðîáöі íå çàëèøèòüñÿ 
ì’ÿ÷іâ, ÿêèìè ùå íå ãðàëè?

20.43. Іç êîðîáêè, ùî ìіñòèòü 6 áіëèõ і 4 ÷îðíі êóëі, íàâìàííÿ 
ïîñëіäîâíî âèéìàþòü ïî îäíіé êóëі äîòè, äîêè íå ç’ÿâèòü-
ñÿ ÷îðíà êóëÿ. Çíàéäіòü éìîâіðíіñòü òîãî, ùî çíàäîáèòüñÿ 
áіëüøå òðüîõ ñïðîá äëÿ öüîãî, ÿêùî âèéíÿòó êóëþ: 
1) âіäêëàäàþòü ó ñòîðîíó;     2) ïîâåðòàþòü äî êîðîáêè.

20.44. Ñêіëüêè ðàçіâ òðåáà ïіäêèíóòè ãðàëüíèé êóáèê, ùîá іç éìî-
âіðíіñòþ 0,95 áóòè âïåâíåíèì, ùî õî÷ ðàç âèïàäå øіñòêà?

20.45. Ñêіëüêè ðàçіâ òðåáà ïіäêèíóòè ãðàëüíèé êóáèê, ùîá іç éìîâіð-
íіñòþ 0,96 áóòè âïåâíåíèì, ùî õî÷ ðàç âèïàäå áіëüøå 4 î÷îê?

20.46. Âіäîìî, ùî ïðè ïіäêèäàííі òðüîõ ãðàëüíèõ êóáèêіâ íà æîä-
íîìó íå âèïàëî îäèíèöі. Ç ÿêîþ éìîâіðíіñòþ ìîæíà ñòâåðäæó-
âàòè, ùî õî÷ íà îäíîìó ç íèõ âèïàëà ïàðíà êіëüêіñòü î÷îê?

20.47. Âіäîìî, ùî ïðè ïіäêèäàííі äâîõ ãðàëüíèõ êóáèêіâ íà æîäíî-
ìó íå âèïàëî øіñòêè. Ç ÿêîþ éìîâіðíіñòþ ìîæíà ñòâåðäæóâà-
òè, ùî õî÷ íà îäíîìó ç íèõ âèïàëà ïàðíà êіëüêіñòü î÷îê?
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20.48. Â îäíîìó ÿùèêó 5 áіëèõ êóëüîê, 11 ÷îðíèõ і 8 çåëåíèõ, 
à â äðóãîìó – 10 áіëèõ, 8 ÷îðíèõ і 6 çåëåíèõ. Íàâìàííÿ 
áåðóòü ïî îäíіé êóëüöі ç êîæíîãî ÿùèêà. ßêà éìîâіðíіñòü 
òîãî, ùî âîíè îäíîãî êîëüîðó?

20.49. Â îäíîìó ÿùèêó 5 áіëèõ, 4 ÷îðíі і 1 ñèíÿ êóëüêà, à â 
äðóãîìó – 3 áіëі, 3 ÷îðíі і 4 ñèíі. Íàâìàííÿ áåðóòü ïî îäíіé 
êóëüöі ç êîæíîãî ÿùèêà. ßêà éìîâіðíіñòü òîãî, ùî âîíè îä-
íîãî êîëüîðó?

20.50. Òðè ñòðіëüöі íåçàëåæíî îäèí âіä îäíîãî ïî îäíîìó 
ðàçó ñòðіëÿþòü ó öіëü. Éìîâіðíіñòü âëó÷åííÿ äëÿ ïåðøîãî 
ñòðіëüöÿ äîðіâíþє 0,8, äëÿ äðóãîãî – 0,75, äëÿ òðåòüîãî – 
0,7. Çíàéäіòü éìîâіðíîñòі òàêèõ ïîäіé:
1) æîäåí íå âëó÷èâ;
2) âіäáóäåòüñÿ õî÷à á îäíå âëó÷åííÿ;
3) âіäáóäåòüñÿ ðіâíî îäíå âëó÷åííÿ;
4) âіäáóäåòüñÿ ðіâíî äâà âëó÷åííÿ.

20.51. Òðè ñòðіëüöі íåçàëåæíî îäèí âіä îäíîãî ðîáëÿòü ïî îä-
íîìó ïîñòðіëó ïî ìіøåíі. Éìîâіðíіñòü âëó÷åííÿ ïåðøîãî 
ñòðіëüöÿ äîðіâíþє 0,8, äðóãîãî – 0,7, òðåòüîãî – 0,4. ßêà 
éìîâіðíіñòü òîãî, ùî ó ìіøåíü âëó÷èëè ðіâíî äâà ñòðіëüöі?

20.52. N ãîñòåé, ùî âèõîäÿòü ç êâàðòèðè, ìàþòü îäíàêîâèé ðîç-
ìіð âçóòòÿ і âçóâàþòü éîãî ó òåìðÿâі. Âіäîìî, ùî êîæíèé 
ç ãîñòåé ó òåìðÿâі ìîæå âіäðіçíèòè âçóòòÿ íà ëіâó íîãó âіä 
âçóòòÿ íà ïðàâó. Çíàéäіòü éìîâіðíîñòі ïîäіé:
1) êîæíèé ãіñòü âçóєòüñÿ ó ñâîє âçóòòÿ;
2) êîæíèé ãіñòü âçóєòüñÿ ó âçóòòÿ îäíієї ïàðè (ìîæëèâî, ùî 
é íå ñâîє).

20.53. Äî áіëåòіâ ç іñïèòó âêëþ÷åíî 30 ïèòàíü, ç ÿêèõ ñòóäåíò 
Ïîëîâèí÷åíêî âèâ÷èâ ëèøå 15. Äëÿ óñïіøíîãî ñêëàäàííÿ 
іñïèòó òðåáà âіäïîâіñòè íà äâà íàâìàííÿ îáðàíèõ ïèòàííÿ 
àáî íà îäíå ïèòàííÿ ç äâîõ îáðàíèõ і íà îäíå äîäàòêîâå, 
îáðàíå ç ïèòàíü, ùî çàëèøèëèñÿ. ßêà éìîâіðíіñòü òîãî, ùî 
Ïîëîâèí÷åíêî óñïіøíî ñêëàäå іñïèò?

20.54. Âèçíà÷òå, ñêіëüêè âіäñîòêіâ ñâîãî ìіñÿ÷íîãî äîõîäó 
âèòðà÷àє íà öèãàðêè ëþäèíà, ùî âèêóðþє îäíó ïà÷êó íà 

äîáó, ÿêùî ïà÷êà öèãàðîê êîøòóє 30 ãðí, à її ùîìіñÿ÷íà çàð-
ïëàòíÿ ñêëàäàє 7500 ãðí (ó ìіñÿöі 30 äíіâ).

20.55. Ðîçâ’ÿæіòü ðіâíÿííÿ 
.
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1. Âіäîìî, ùî . ßêîìó çíà÷åííþ ìîæå 
äîðіâíþâàòè õ?

À Á Â Ã Ä

0 2 12 22 42

2. Ðîçâ’ÿæіòü ðіâíÿííÿ .

À Á Â Ã Ä

0 1

3. Çíàéäіòü çíà÷åííÿ âèðàçó .

À Á Â Ã Ä

–3 –1 0 2 4

4. Óêàæіòü ôóíêöіþ, ùî íå ìàє ïîõіäíîї â òî÷öі 0.

À Á Â Ã Ä

y = sinx y = tgx y = x2 y = 4

5. Äàíî: . Çíàéäіòü: .

À Á Â Ã Ä

–1 0 1 2 3

6. Óêàæіòü âèðàç, çíà÷åííÿ ÿêîãî є íàéìåíøèì.

À Á Â Ã Ä

7. Óñòàíîâіòü âіäïîâіäíіñòü ìіæ ðіâíÿííÿì (1–4) òà éîãî 
êîðåíåì (À–Ä).

Ðіâíÿííÿ Êîðåíі ðіâíÿííÿ
1 À

Á
Â 
Ã
Ä

1
3
5
7
9

2

3

4

1. Âіäîìî, ùî . ßêîìó çíà÷åííþ ìîæå 
äîðіâíþâàòè õ?

À Á Â Ã Ä

0 2 12 22 42

2. Ðîçâ’ÿæіòü ðіâíÿííÿ .

À Á Â Ã Ä

0 1

3. Çíàéäіòü çíà÷åííÿ âèðàçó .

À Á Â Ã Ä

–3 –1 0 2 4

4. Óêàæіòü ôóíêöіþ, ùî íå ìàє ïîõіäíîї â òî÷öі 0.

À Á Â Ã Ä

y = sinx y = tgx y = x2 y = 4

5. Äàíî: . Çíàéäіòü: .

À Á Â Ã Ä

–1 0 1 2 3

6. Óêàæіòü âèðàç, çíà÷åííÿ ÿêîãî є íàéìåíøèì.

À Á Â Ã Ä

7. Óñòàíîâіòü âіäïîâіäíіñòü ìіæ ðіâíÿííÿì (1–4) òà éîãî 
êîðåíåì (À–Ä).

Ðіâíÿííÿ Êîðåíі ðіâíÿííÿ
1 À

Á
Â 
Ã
Ä

1
3
5
7
9

2

3

4

ПППЕРЕВІРТЕ СВОЮ КОМПЕТЕНТНІСТЬЕРЕВІРТЕ СВОЮ КОМПЕТЕНТНІСТЬ
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8. Îá÷èñëіòü sin7°30′cos7°30′cos15°.
9. Ó øóõëÿäі є ÷îðíі é áіëі êóëüêè, ðіçíèöÿ ìіæ êіëü-

êіñòþ ÿêèõ äîðіâíþє 8. Éìîâіðíіñòü âèòÿãíóòè ç øóõëÿäè 
íàâìàííÿ áіëó êóëüêó äîðіâíþє 0,3. Ñêіëüêè ÷îðíèõ êó-
ëüîê ó øóõëÿäі?

ВИПАДКОВА ВЕɅИЧИНА 
ТА Ї Ї МАТЕМАТИЧНЕ СПОДІВАННЯ 

Îäíèì ç íàéâàæëèâіøèõ ïîíÿòü òåîðії éìîâіðíîñòåé є ïî-
íÿòòÿ âèïàäêîâîї âåëè÷èíè. Ó öüîìó ïàðàãðàôі ðîçãëÿíåìî íàé-
ïðîñòіøèé âèä âèïàäêîâîї âåëè÷èíè, à ñàìå, êîëè âèïàäêîâèé 
äîñëіä ìàє ñêіí÷åííó ìíîæèíó åëåìåíòàðíèõ íàñëіäêіâ. Òàêі âè-
ïàäêîâі âåëè÷èíè íàçèâàþòü äèñêðåòíèìè. Áіëüø ñêëàäíі âèäè 
âèïàäêîâèõ âåëè÷èí ðîçãëÿäàþòü ó âèùèõ íàâ÷àëüíèõ çàêëàäàõ.

Ðîçãëÿíåìî âèïàäêîâèé äîñëіä, ÿêèé 
ïîëÿãàє â îäíî÷àñíîìó ïіäêèäàííі 

òðüîõ ìîíåò. Òîäі êіëüêіñòü ãåðáіâ, ÿêі ìîæóòü ïðè öüîìó âè-
ïàñòè, äîðіâíþє îäíîìó ç ÷èñåë 0; 1; 2 àáî 3, òîáòî öÿ êіëüêіñòü 
íàáóâàє äåÿêîãî âèïàäêîâîãî çíà÷åííÿ.

�èïàäêîâîþ âåëè÷èíîþ íàçèâàþòü âåëè÷èíó, ÿêà â ðå-
çóëüòàòі âèïàäêîâîãî äîñëіäó íàáóâàє òîãî ÷è іíøîãî çíà-
÷åííÿ, ïðè÷îìó çàçäàëåãіäü íåâіäîìî, ÿêîãî ñàìå.

Äîìîâèìîñÿ âèïàäêîâі âåëè÷èíè ïîçíà÷àòè âåëèêèìè ëàòèí-
ñüêèìè ëіòåðàìè X; Y; Z ..., à çíà÷åííÿ, ÿêèõ âîíè íàáóâàþòü, 
âіäïîâіäíî ìàëèìè ëіòåðàìè x1, x2, x3 ...; y1, y2, y3 ...; z1, z2, z3 ... .

Òàê, ÿêùî, íàïðèêëàä, X – êіëüêіñòü ãåðáіâ, ùî ç’ÿâèëàñÿ 
ïðè ïіäêèäàííі òðüîõ ìîíåò, òî x1 = 0, x2 = 1, x3 = 2, x4 = 3.

Ïðîâîäÿòü îäèí äîñëіä, ó ðåçóëüòàòі ÿêîãî ïîäіÿ A
ìîæå âіäáóòèñÿ ç éìîâіðíіñòþ 0,6. Ðîçãëÿíåìî âèïàäêîâó âå-
ëè÷èíó X – êіëüêіñòü ïîÿâè ïîäії A ó äàíîìó äîñëіäі. Áóäåìî 
ââàæàòè, ùî âèïàäêîâà âåëè÷èíà íàáóâàє çíà÷åííÿ 0, ÿêùî 
ïîäіÿ A íå âіäáóëàñÿ, і çíà÷åííÿ 1, ÿêùî âіäáóëàñÿ. Ìàєìî: 
x1 = 0; x2 = 1. Ïîçíà÷èìî éìîâіðíîñòі, ùî âіäïîâіäàþòü öèì 
çíà÷åííÿì, âіäïîâіäíî p1 і p2. Òîäі î÷åâèäíî, ùî p2 = 0,6 (çà 
óìîâîþ), à p1 = 1 – 0,6 = 0,4. Îòðèìàíі äàíі çðó÷íî ïîäàòè ó 
âèãëÿäі òàáëèöі.

xi 0 1

pi 0,4 0,6

Ó òàêîìó ðàçі êàæóòü, ùî çàêîí ðîçïîäіëó âèïàäêîâîї âåëè-
÷èíè X çàäàíî ó âèãëÿäі òàáëèöі. Çàóâàæèìî, ùî çàêîí ðîçïî-
äіëó âèïàäêîâîї âåëè÷èíè ìîæíà çàäàâàòè íå ëèøå ó âèãëÿäі 

8. Îá÷èñëіòü sin7°30′′cos7°30′′cos15°.
9. Ó øóõëÿäі є ÷îðíі é áіëі êóëüêè, ðіçíèöÿ ìіæ êіëü-

êіñòþ ÿêèõ äîðіâíþє 8. Éìîâіðíіñòü âèòÿãíóòè ç øóõëÿäè 
íàâìàííÿ áіëó êóëüêó äîðіâíþє 0,3. Ñêіëüêè ÷îðíèõ êó-
ëüîê ó øóõëÿäі?

ВИПАДКОВА ВЕɅИЧИНА 
ТА Ї Ї МАТЕМАТИЧНЕ СПОДІВАННЯ § 21. § 21. 

1. �èïàäêîâà âåëè÷èíà

�èïàäêîâîþ âåëè÷èíîþ íàçèâàþòü âåëè÷èíó, ÿêà â ðå-
çóëüòàòі âèïàäêîâîãî äîñëіäó íàáóâàє òîãî ÷è іíøîãî çíà-
÷åííÿ, ïðè÷îìó çàçäàëåãіäü íåâіäîìî, ÿêîãî ñàìå.

íàáóâàє äåÿêîãî âèïàäêîâîãî çíà÷åííÿ.

�èïàäêîâîþ âåëè÷èíîþ
çóëüòàòі âèïàäêîâîãî äîñëіäó íàáóâàє òîãî ÷è іíøîãî çíà-
÷åííÿ, ïðè÷îìó çàçäàëåãіäü íåâіäîìî, ÿêîãî ñàìå.

Приклад 1.
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òàáëèöі, à é â іíøèé ñïîñіá, ïðîòå äëÿ âèïàäêîâîї âåëè÷èíè, ÿêà 
ó äàíîìó âèïàäêîâîìó äîñëіäі ìàє ñêіí÷åííó ìíîæèíó çíà÷åíü 
x1, x2, ... xn (їõ ùå íàçèâàþòü åëåìåíòàðíèìè çíà÷åííÿìè), òàá-
ëè÷íèé âèãëÿä є íàéáіëüø çðó÷íèì. 

Ó çàãàëüíîìó âèãëÿäі òàáëèöþ ðîçïîäіëó ìîæíà çàïèñàòè òàê:

xi x1 x2 ... xn

pi p1 p2 ... pn

Ïåðøèé ðÿäîê òàáëèöі ìіñòèòü âñі ìîæëèâі çíà÷åííÿ âèïàä-
êîâîї âåëè÷èíè (çàçâè÷àé, ó ïîðÿäêó çðîñòàííÿ), à äðóãèé – їõíі 
éìîâіðíîñòі. Òàêó òàáëèöþ íàçèâàþòü ùå ðÿäîì ðîçïîäіëó. 

Òàêèì ÷èíîì, äëÿ îïèñó âèïàäêîâîї âåëè÷èíè òðåáà çíàòè її 
ìîæëèâі çíà÷åííÿ x1, x2, ... xn òà âіäïîâіäíі їì éìîâіðíîñòі p1,
p2, ..., pn.

Îñêіëüêè äîñëіäè, ÿêі ðîçãëÿäàþòü äëÿ âèïàäêîâîї âåëè÷èíè, 
ìàþòü ñêіí÷åííó ìíîæèíó ïîïàðíî íåñóìіñíèõ åëåìåíòàðíèõ 
íàñëіäêіâ, ùî óòâîðþþòü ïîâíó ãðóïó ïîäіé, òî ñóìà їõíіõ éìî-
âіðíîñòåé äîðіâíþє 1, òîáòî 

p1 + p2 + ... + pn = 1.

Ðîçãëÿíåìî ïðèêëàä.

Çàêîí ðîçïîäіëó äåÿêîї âèïàäêîâîї âåëè÷èíè X çà-
äàíî ó âèãëÿäі òàáëèöі:

xi 0 1 2 3

pi 0,2 a 0,1 0,4

Çíàéòè a. 
Ð î ç â ’ ÿ ç à í í ÿ. Îñêіëüêè p1 + p2 + p3 + pn = 1, ìàєìî ðіâíÿí-
íÿ: 0,2 + a + 0,1 + 0,4 = 1, çâіäêè a = 0,3.
Â і ä ï î â і ä ü. 0,3.

Îòæå, ÿêùî çàêîí ðîçïîäіëó äåÿêîї âèïàäêîâîї âåëè÷èíè 
çàäàíî òàáëèöåþ, òî ìîæíà çíàéòè éìîâіðíіñòü íàáóòòÿ âèïàä-
êîâîþ âåëè÷èíîþ ïåâíîãî çíà÷åííÿ. Íàïðèêëàä, òîé ôàêò, ùî 
âèïàäêîâà âåëè÷èíà X íàáóâàє çíà÷åííÿ 3 іç éìîâіðíіñòþ 0,4, 
çàïèñóþòü òàê: 

p(X = 3) = 0,4. 

Çàêîí ðîçïîäіëó äåÿêîї âèïàäêîâîї âåëè÷èíè X çà-
äàíî ó òàáëèöі:

xi 2 4 6 8 10

pi 0,1 0,3 0,25 0,15 0,2

Çíàéäіòü: 1) p(X = 4); 2) p(X < 6); 3) ; 4) . 

p1 + p2 + ... + pn == 1.

âіðíîñòåé äîðіâíþє 1, òîáòî 

Ðîçãëÿíåìî ïðèêëàä.

Приклад 2.

Приклад 3.
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Ð î ç â ’ ÿ ç à í í ÿ. 1) p(X = 4) = 0,3;
2) p(X < 6) – öå éìîâіðíіñòü òîãî, ùî âèïàäêîâà âåëè÷èíà X
íàáóëà çíà÷åííÿ, ìåíøîãî çà 6, òîáòî çíà÷åíü 2 àáî 4. Ìàєìî: 
p(X < 6) = p(X = 2) + p(X = 6) = 0,1 + 0,3 = 0,4;
3) = p(X = 4) + p(X = 6) + p(X = 8) = 0,3 + 0,25 +
+ 0,15 = 0,7;
4) = p(X = 8) + p(X = 10) = 0,15 + 0,2 = 0,35.
Â і ä ï î â і ä ü. 1) 0,3; 2) 0,4; 3) 0,7; 4) 0,35.

Ñòðіëåöü ñòðіëÿє ïî ìіøåíі äâі÷і. Éìîâіðíіñòü âëó-
÷åííÿ ïðè êîæíîìó ïîñòðіëі äîðіâíþє 0,6. Âèïàäêîâà âåëè÷è-
íà X – êіëüêіñòü âëó÷åíü. Çàïèøіòü çàêîí ðîçïîäіëó öієї âè-
ïàäêîâîї âåëè÷èíè. 
Ð î ç â ’ ÿ ç à í í ÿ. Î÷åâèäíî, ùî ðåçóëüòàòîì äîñëіäó ìîæóòü 
áóòè 0, 1 àáî 2 âëó÷åííÿ. 
Îòæå, ÿêùî x1 = 0, òî p1 = (1 – 0,6) ∙ (1 – 0,6) = 0,42 = 0,16;
x2 = 1, òî p2 = 0,6 ∙ (1 – 0,6) + (1 – 0,6) ∙ 0,6 = 2 ∙ 0,6 ∙ 0,4 = 0,48;
x3 = 2, òî p3 = 0,6 ∙ 0,6 = 0,36.

Ìàєìî çàêîí ðîçïîäіëó: xi 0 1 2

pi 0,16 0,48 0,36

Çàóâàæèìî, ùî ó çàäà÷àõ, ïîâ’ÿçàíèõ іç çàêîíîì ðîçïîäіëó, 
ïåðåñâіä÷èòèñÿ ó ïðàâèëüíîñòі ðåçóëüòàòіâ ìîæíà ïåðåâіðêîþ, 
ùî ñóìà éìîâіðíîñòåé äîðіâíþє 1.
Ñïðàâäі, 0,16 + 0,48 + 0,36 = 1.

Çàêîí ðîçïîäіëó âèïàäêîâîї âåëè÷èíè 
ïîâíіñòþ її õàðàêòåðèçóє, ïðîòå äëÿ 
ðîçâ’ÿçóâàííÿ äåÿêèõ ïðàêòè÷íèõ çà-
äà÷ äîñòàòíüî çíàòè ëèøå äåÿêі ÷èñ-

ëîâі ïàðàìåòðè, ÿêі õàðàêòåðèçóþòü ñóòòєâі âëàñòèâîñòі çàêîíó 
ðîçïîäіëó. Їõ ïðèéíÿòî íàçèâàòè ÷èñëîâèìè õàðàêòåðèñòèêàìè 
âèïàäêîâîї âåëè÷èíè. Ó øêіëüíîìó êóðñі ìàòåìàòèêè ðîçãëÿäà-
þòü ëèøå îäíó ç îñíîâíèõ õàðàêòåðèñòèê, à ñàìå, ìàòåìàòè÷íå 
ñïîäіâàííÿ. Іíøі ÷èñëîâі õàðàêòåðèñòèêè âèïàäêîâîї âåëè÷èíè 
ðîçãëÿäàþòü ó âèùèõ íàâ÷àëüíèõ çàêëàäàõ.

Ìàòåìàòè÷íèì ñïîäіâàííÿì (àáî ñåðåäíіì çíà÷åííÿì) 
äèñêðåòíîї âèïàäêîâîї âåëè÷èíè íàçèâàþòü ÷èñëî, ùî äî-
ðіâíþє ñóìі äîáóòêіâ âñіõ її çíà÷åíü íà âіäïîâіäíі їì éìî-
âіðíîñòі.

Ìàòåìàòè÷íå ñïîäіâàííÿ âèïàäêîâîї âåëè÷èíè X áóäåìî ïî-
çíà÷àòè M(X). Îòæå, ÿêùî ìàєìî ðÿä ðîçïîäіëó: 

xi x1 x2 ... xn

pi p1 p2 ... pn

òî M(X) = x1p1 + x2p2 + ... xnpn. 

Приклад 4.

2. Ìàòåìàòè÷íå 
ñïîäіâàííÿ âèïàäêîâîї 
âåëè÷èíè

Ìàòåìàòè÷íèì ñïîäіâàííÿì (àáî ñåðåäíіì çíà÷åííÿì) 
äèñêðåòíîї âèïàäêîâîї âåëè÷èíè íàçèâàþòü ÷èñëî, ùî äî-
ðіâíþє ñóìі äîáóòêіâ âñіõ її çíà÷åíü íà âіäïîâіäíі їì éìî-
âіðíîñòі.

ðîçãëÿäàþòü ó âèùèõ íàâ÷àëüíèõ çàêëàäàõ.

Ìàòåìàòè÷íèì ñïîäіâàííÿì
äèñêðåòíîї âèïàäêîâîї âåëè÷èíè íàçèâàþòü ÷èñëî, ùî äî-
ðіâíþє ñóìі äîáóòêіâ âñіõ її çíà÷åíü íà âіäïîâіäíі їì éìî-



280

РОЗДІЛ 3

Òàê, ó ïðèêëàäі 1 M(X) = 0 ∙ 0,4 + 1 ∙ 0,6 = 0,6, à ó ïðèêëàäі 4 
M(X) = 0 ∙ 0,16 + 1 ∙ 0,48 + 2 ∙ 0,36 = 1,2.

Éìîâіðíіñíèé çìіñò ìàòåìàòè÷íîãî ñïîäіâàííÿ ïîëÿãàє â 
òîìó, ùî âîíî є ñåðåäíіì çíà÷åííÿì, ÿêîãî ìîæå íàáóâàòè âè-
ïàäêîâà âåëè÷èíà. 

Ó ÿùèêó ëåæèòü 5 áіëèõ êóëü і 3 ÷îðíі. Ç ÿùèêà 
íàâìàííÿ âèéìàþòü 3 êóëі. Íåõàé X – êіëüêіñòü áіëèõ êóëü 
ñåðåä âèéíÿòèõ. Çíàéòè: 
1) çàêîí ðîçïîäіëó âèïàäêîâîї âåëè÷èíè Õ;     2) M(X).

Ð î ç â ’ ÿ ç à í í ÿ. 1) ßêùî x1 = 0, òî p1 = ; 

ÿêùî x2 = 1, òî p2 = ;

ÿêùî x3 = 2, òî p3 = ;

ÿêùî x4 = 3, òî p4 = .

Îòðèìàëè ðÿä ðîçïîäіëó:

xi 0 1 2 3

pi

2) M(X) = .

Â і ä ï î â і ä ü. 2) .

 Що називають випадковою величиною?  Як задають таблицю 
розподілу випадкової величини?  Що називають математичним 
сподіванням випадкової величини?

Ðîçâ’ÿæiòü çàäà÷i òà âèêîíàéòå âïðàâè
21.1. Çàêîí ðîçïîäіëó âèïàäêîâîї âåëè÷èíè çàäàíî â òàáëèöі:

1) xi 1 2 3 2) xi 1 3 5 7

pi 0,5 a 0,2 pi a 0,2 0,4 3a

Çíàéäіòü a.

Приклад 5.

 Що називають випадковою величиною?  Як задають таблицю 
розподілу випадкової величини?  Що називають математичним 
сподіванням випадкової величини?
розподілу випадкової величини? 
сподіванням випадкової величини?
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21.2. Çàêîí ðîçïîäіëó âèïàäêîâîї âåëè÷èíè çàäàíî â òàáëèöі:

1) xi 1 2 3 4 2) xi 2 4 6

pi b 0,3 0,2 0,4 pi b 2b 0,1

Çíàéäіòü b.
21.3. Çàêîí ðîçïîäіëó âèïàäêîâîї âåëè÷èíè X çàäàíî òàáëèöåþ:

xi 1 2 3 4 5 6

pi 0,15 0,1 0,25 0,05 0,2 0,25

Çíàéäіòü:  1) p(X < 2);      2) ;      3) ; 
         4) ;    5) ;    6) .

21.4. Çàêîí ðîçïîäіëó âèïàäêîâîї âåëè÷èíè X çàäàíî òàáëèöåþ:

xi 2 3 4 5 6 7

pi 0,1 0,2 0,25 0,3 0,05 0,1

Çíàéäіòü:  1) ;      2) ;       3) ; 
         4) ;    5) ;   6) .

21.5. Çíàéäіòü ìàòåìàòè÷íå ñïîäіâàííÿ âèïàäêîâîї âåëè÷è-
íè X ó çàäà÷і 21.3.

21.6. Çíàéäіòü ìàòåìàòè÷íå ñïîäіâàííÿ âèïàäêîâîї âåëè÷èíè X
ó çàäà÷і 21.4.

21.7. Ïðîâîäÿòü îäèí äîñëіä, ó ðåçóëüòàòі ÿêîãî ïîäіÿ A ìîæå âіä-
áóòèñÿ ç éìîâіðíіñòþ 0,8. Ðîçãëÿäàþòü âèïàäêîâó âåëè÷èíó 
X – êіëüêіñòü ïîÿâè ïîäії A ó äàíîìó äîñëіäі. Çíàéäіòü:
1) çàêîí ðîçïîäіëó âèïàäêîâîї âåëè÷èíè X;
2) ìàòåìàòè÷íå ñïîäіâàííÿ âèïàäêîâîї âåëè÷èíè X.

21.8. Ïðîâîäÿòü îäèí äîñëіä, ó ðåçóëüòàòі ÿêîãî ïîäіÿ A ìîæå âіä-
áóòèñÿ ç éìîâіðíіñòþ 0,7. Ðîçãëÿäàþòü âèïàäêîâó âåëè÷èíó 
X – êіëüêіñòü ïîÿâè ïîäії A ó äàíîìó äîñëіäі. Çíàéäіòü:
1) çàêîí ðîçïîäіëó âèïàäêîâîї âåëè÷èíè X;
2) ìàòåìàòè÷íå ñïîäіâàííÿ âèïàäêîâîї âåëè÷èíè X.

21.9. Ñòðіëåöü ñòðіëÿє ïî ìіøåíі äâі÷і. Éìîâіðíіñòü âëó÷åí-
íÿ ïðè êîæíîìó ïîñòðіëі äîðіâíþє 0,7. Âèïàäêîâà âåëè÷èíà 
X – êіëüêіñòü âëó÷åíü. Çíàéäіòü:
1) çàêîí ðîçïîäіëó âèïàäêîâîї âåëè÷èíè X;
2) ;     3) ;     4) M(X).

21.10. Îäíî÷àñíî ïіäêèäàþòü äâі ìîíåòè. Âèïàäêîâà âåëè÷èíà 
X – êіëüêіñòü âèïàäàíü ãåðáà. Çíàéäіòü: 
1) çàêîí ðîçïîäіëó âèïàäêîâîї âåëè÷èíè X;
2) ;     3) ;     4) M(X).

21.11. Ëîòåðåÿ íàëі÷óє 1000 êâèòêіâ, ç ÿêèõ 10 áіëåòіâ ç âèãðà-
øåì ó 100 ãðí, 50 áіëåòіâ – ó 500 ãðí, 100 áіëåòіâ – ó 50 ãðí, 
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іíøі áіëåòè – íåâèãðàøíі. Çíàéäіòü ìàòåìàòè÷íå ñïîäіâàííÿ 
âèãðàøó íà îäèí áіëåò.

21.12. Ëîòåðåÿ íàëі÷óє 1000 êâèòêіâ, ç ÿêèõ 5 áіëåòіâ іç âèãðàøåì 
ó 2000 ãðí, 100 áіëåòіâ – ó 500 ãðí, 200 áіëåòіâ – ó 10 ãðí. 
Çíàéäіòü ìàòåìàòè÷íå ñïîäіâàííÿ âèãðàøó íà îäèí áіëåò.

21.13. Íà ïîëèöі ñòîїòü 3 íàâ÷àëüíèõ ïîñіáíèêè ç ãåîìå-
òðії і 5 ïîñіáíèêіâ ç àëãåáðè. Íàâìàííÿ âèáèðàþòü ç íèõ 
äâі êíèæêè. Âèïàäêîâà âåëè÷èíà X – êіëüêіñòü êíèæîê 
ç àëãåá ðè ñåðåä âèáðàíèõ. Çíàéäіòü:
1) çàêîí ðîçïîäіëó âèïàäêîâîї âåëè÷èíè X;
2) ;     3) ;     4) M(X).

21.14. Ó ÿùèêó ëåæèòü 8 áіëèõ êóëüîê і 2 ÷îðíі. Íàâìàííÿ ç 
ÿùèêà âèéìàþòü 2 êóëüêè. Âèïàäêîâà âåëè÷èíà X – êіëü-
êіñòü ÷îðíèõ êóëüîê ñåðåä òèõ, ùî âèéíÿëè. Çíàéäіòü: 
1) çàêîí ðîçïîäіëó âèïàäêîâîї âåëè÷èíè X;
2) ;     3) ;      4) M(X).

21.15. Âіäîìî, ùî âіäêðèòè äâåðі ìîæíà îäíèì іç ÷îòèðüîõ êëþ-
÷іâ. Ïîñëіäîâíî íàìàãàþòüñÿ âіäêðèòè äâåðі êîæíèì іç öèõ 
êëþ÷іâ. Âèïàäêîâà âåëè÷èíà X – êіëüêіñòü ñïðîá, íåîáõіä-
íèõ äëÿ âіäêðèâàííÿ çàìêà. Çíàéäіòü:
1) çàêîí ðîçïîäіëó âèïàäêîâîї âåëè÷èíè X;     2) M(X).

21.16. Êîæíèé ç äâîõ ñòðіëüöіâ íåçàëåæíî îäèí âіä îäíîãî ñòðіëÿє 
ïî ìіøåíі. Éìîâіðíіñòü âëó÷àííÿ ïåðøèì ñòðіëüöåì äîðіâ-
íþє 0,8, à äðóãèì – 0,6. Âèïàäêîâà âåëè÷èíà X – ñóìàðíà 
êіëüêіñòü âëó÷åíü ïî ìіøåíі ó äàíîìó äîñëіäі. Çíàéäіòü:
1) çàêîí ðîçïîäіëó âèïàäêîâîї âåëè÷èíè X;     2) M(X).

21.17. Ñïîðòñìåíêà ñòðіëÿє ïî ìіøåíі äâі÷і. Éìîâіðíіñòü âëó÷åí-
íÿ äëÿ êîæíîãî ïîñòðіëó äîðіâíþє 0,7. Âèïàäêîâà âåëè÷èíà 
X – êіëüêіñòü âëó÷åíü ó äàíîìó äîñëіäі. Çíàéäіòü: 
1) çàêîí ðîçïîäіëó âèïàäêîâîї âåëè÷èíè X;     2) M(X).

21.18. Ïіäêèäàþòü îäíî÷àñíî ÷îòèðè ãðàëüíèõ êóáèêè. Âè-
ïàäêîâà âåëè÷èíà X – êіëüêіñòü êóáèêіâ, íà ÿêèõ âèïàëî 
áіëüøå äâîõ î÷îê. Çíàéäіòü: 
1) çàêîí ðîçïîäіëó âèïàäêîâîї âåëè÷èíè X;     2) M(X).

21.19. Ïðîâîäÿòü òðè íåçàëåæíèõ äîñëіäè, ó êîæíîìó ç ÿêèõ 
ïîäіÿ âіäáóâàєòüñÿ ç éìîâіðíіñòþ 0,4. Âèïàäêîâà âåëè÷èíà 
X – êіëüêіñòü ïîÿâè ïîäії A â öèõ òðüîõ äîñëіäàõ. Çíàéäіòü: 
1) çàêîí ðîçïîäіëó âèïàäêîâîї âåëè÷èíè X;     2) M(X).

21.20. Çäîðîâà ëþäèíà ó âіöі 16–17 ðîêіâ ïîòðåáóє ïðè-
áëèçíî 2500 êêàë íà äîáó äëÿ çàáåçïå÷åííÿ îðãàíіçìó 

åíåðãієþ. Ïіä ÷àñ ñíіäàíêó Ìàðі÷êà îòðèìàëà 500 êêàë, çà îáіä – 
1000 êêàë, çà ïîëóäåíîê – 300 êêàë. 

1) ßêèé âіäñîòîê âіä äîáîâîї íîðìè êêàë îòðèìàëà Ìàðі÷êà ïіä 
÷àñ ñíіäàíêó, ÿêèé – ïіä ÷àñ îáіäó, ÿêèé – ïіä ÷àñ ïîëóäåíêó?
2) ßêîþ ìàє áóòè êàëîðіéíіñòü âå÷åðі, ùîá Ìàðі÷êà îòðèìà-
ëà äîáîâó íîðìó êêàë?
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3) Ïðîåêòíà äіÿëüíіñòü. Ïðîàíàëіçóéòå ñâіé ðàöіîí õàð÷ó-
âàííÿ çà îäèí іç äíіâ. Çíàéäіòü â Іíòåðíåòі òàáëèöþ êàëî-
ðіéíîñòі ïðîäóêòіâ òà îá÷èñëіòü ïðèáëèçíó êіëüêіñòü êàëî-
ðіé, ñïîæèòó âàìè ïðîòÿãîì äîáè.

21.21. Ìèøà ïî÷èíàє ãðèçòè êóá, ùî ñêëàäàєòüñÿ іç 27 îä-
íàêîâèõ êóáèêіâ. Çãðèçøè îäèí êóáèê, âîíà ïåðåõîäèòü äî 

ñóñіäíüîãî, ùî ìàє ç íèì ñïіëüíó ãðàíü. ×è ìîæå ìèøà ó òàêèé 
ñïîñіá çãðèçòè âåñü êóá, çà âèêëþ÷åííÿì öåíòðàëüíîãî êóáèêà?

Ïiäãîòóéòåñÿ äî âèâ÷åííÿ íîâîãî ìàòåðiàëó
Ðîçâ’ÿæіòü ðіâíÿííÿ (21.22–21.23):

21.22.  1) 12x = –24;                2) 7x + 14 = 7;

  3) 4(x – 2) = 2(x + 3) – 7;     4) .

21.23.  1) ;              2) ; 
  3) ;            4) ;

  5) ;          6) .

1. Óêàæіòü çíà÷åííÿ b, ïðè ÿêîìó âèðàç  íå ìàє 

çìіñòó.

À Á Â Ã Ä

–1 –3 3 0

2. Îá÷èñëіòü .

À Á Â Ã Ä

9 3

3. Óêàæіòü ïðîìіæîê, ÿêîìó íàëåæèòü êîðіíü ðіâíÿííÿ 

.

À Á Â Ã Ä

(–u; –3) [–3; –2) [–2; –1) [–1; 0) (0; +u]

1. Óêàæіòü çíà÷åííÿ b, ïðè ÿêîìó âèðàç  íå ìàє 

çìіñòó.

À Á Â Ã Ä

–1 –3 3 0

2. Îá÷èñëіòü .

À Á Â Ã Ä

9 3

3. Óêàæіòü ïðîìіæîê, ÿêîìó íàëåæèòü êîðіíü ðіâíÿííÿ 

.

À Á Â Ã Ä

(–u; –3) [–3; –2) [–2; –1) [–1; 0) (0; +u]

ПППЕРЕВІРТЕ СВОЮ КОМПЕТЕНТНІСТЬЕРЕВІРТЕ СВОЮ КОМПЕТЕНТНІСТЬ
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4. Óêàæіòü ïàðíó ôóíêöіþ.

À Á Â Ã Ä

5. Îá÷èñëіòü іíòåãðàë .

À Á Â Ã Ä

12 18 24 36 72

6. Óêàæіòü òî÷êó, ó ÿêіé ôóíêöіÿ y = tg x íå ìàє ïîõіäíîї.

À Á Â Ã Ä

0

7. Óñòàíîâіòü âіäïîâіäíіñòü ìіæ ôóíêöієþ, çàäàíîþ 
ôîðìóëîþ (1–4), òà ìíîæèíîþ її çíà÷åíü (À–Ä).

Ôóíêöіÿ Ìíîæèíà çíà÷åíü ôóíêöії

1 À
Á
Â
Ã
Ä

2

3

4

8. Ó áóêåòі 3 ñèíі òà 2 áіëі àéñòðè. 
Íàâìàííÿ âèáèðàþòü òðè ç íèõ. ßêà éìîâіðíіñòü òîãî, ùî 
âñі âîíè ñèíі?

9. Çíàéäіòü ïåðøèé ÷ëåí àðèôìåòè÷íîї ïðîãðåñії (an), 
ÿêùî a18 = –29, S10 = –40.

ДОМАШНЯ САМОСТІЙНА РОБОТА № 7
Êîæíå çàâäàííÿ ìàє ïî ÷îòèðè âàðіàíòè âіäïîâіäі (À–Ã), ñå-

ðåä ÿêèõ ëèøå îäèí є ïðàâèëüíèì. Îáåðіòü ïðàâèëüíèé âàðіàíò 
âіäïîâіäі.

1. Éìîâіðíіñòü âèãðàòè â ëîòåðåþ âåëîñèïåä äîðіâíþє 0,1. 
ßêà éìîâіðíіñòü íå âèãðàòè âåëîñèïåä ó öіé ëîòåðåї?

À. 0,1     Á. 0,2       Â. 0,8       Ã. 0,9 
2. Ïіäêèäàþòü äâà ãðàëüíèõ êóáèêè і ðîçãëÿäàþòü ïîäії:
A – âèïàäàííÿ øіñòêè íà ïåðøîìó êóáèêó;
B – âèïàäàííÿ ïàðíîї êіëüêîñòі î÷îê íà äðóãîìó.

4. Óêàæіòü ïàðíó ôóíêöіþ.

À Á Â Ã Ä

5. Îá÷èñëіòü іíòåãðàë .

À Á Â Ã Ä

12 18 24 36 72

6. Óêàæіòü òî÷êó, ó ÿêіé ôóíêöіÿ y = tg= tg=  x íå ìàє ïîõіäíîї.

À Á Â Ã Ä

0

7. Óñòàíîâіòü âіäïîâіäíіñòü ìіæ ôóíêöієþ, çàäàíîþ 
ôîðìóëîþ (1–4), òà ìíîæèíîþ її çíà÷åíü (À–Ä).

Ôóíêöіÿ Ìíîæèíà çíà÷åíü ôóíêöії

1 À
Á
Â
Ã
Ä

2

3

4

8. Ó áóêåòі 3 ñèíі òà 2 áіëі àéñòðè. 
Íàâìàííÿ âèáèðàþòü òðè ç íèõ. ßêà éìîâіðíіñòü òîãî, ùî 
âñі âîíè ñèíі?

9. Çíàéäіòü ïåðøèé ÷ëåí àðèôìåòè÷íîї ïðîãðåñії (an), 
ÿêùî a18 = –29, S10 = –40.

âіäïîâіäі.
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Òîäі ïîäії A і B ...
À. íåñóìіñíі ó äàíîìó äîñëіäі
Á. íåçàëåæíі ó äàíîìó äîñëіäі
Â. íå є íåçàëåæíèìè ó äàíîìó äîñëіäі
Ã. óòâîðþþòü ïîâíó ãðóïó ïîäіé ó äàíîìó äîñëіäі
3. Çàêîí ðîçïîäіëó âèïàäêîâîї âåëè÷èíè çàäàíî òàáëèöåþ:

xi 1 2 3 4

pi a 0,3 0,4 a

Çíàéäіòü a.
À. 0,3     Á. 0,2     Â. 0,15     Ã. 0,1 

4. Áіàòëîíіñòêà âëó÷àє â «äåñÿòêó» ç éìîâіðíіñòþ 0,1, ó 
«äåâ’ÿòêó» – ç éìîâіðíіñòþ 0,3, ó «âіñіìêó» – ç éìîâіðíіñòþ 
0,5. Áіàòëîíіñòêà âèêîíàëà îäèí ïîñòðіë. ßêà éìîâіðíіñòü 
òîãî, ùî âîíà âëó÷èëà íå ìåíøå íіæ ó «äåâ’ÿòêó»?

À. 0,1     Á. 0,4     Â. 0,5      Ã. 0,6 
5. Ó ÿùèêó 3 áіëі, 2 ÷îðíі і 5 ÷åðâîíèõ êóëüîê. Íàâìàííÿ 

äâі÷і âèáèðàþòü ïî îäíіé êóëüöі і ïîâåðòàþòü їõ íàçàä äî ÿùèêà. 
ßêà éìîâіðíіñòü òîãî, ùî ïåðøèé ðàç âèáðàíî áіëó êóëüêó, à 
äðóãèé – ÷åðâîíó?

À. 0,15    Á. 0,8     Â.       Ã. 0,5 

6. Çàêîí ðîçïîäіëó âèïàäêîâîї âåëè÷èíè X çàçíà÷åíî ó òàáëèöі:

xi 0 2 4 6

pi 0,2 0,5 0,1 0,2

Çíàéäіòü M(X).
À. 2,4     Á. 2,6     Â. 2,8      Ã. 3 

7. Òðè÷і ïіäêèäàþòü ìîíåòó. Ïîäіÿ Ai – ïîÿâà ãåðáà ïðè i-ìó 
ïіäêèäàííі (i = 1; 2; 3). Ïîäіÿ B – ïîÿâà äâîõ ãåðáіâ. Òîäі

À.       Á.
Â.                       Ã.
8. Îäíî÷àñíî ïіäêèäàþòü äâà ãðàëüíèõ êóáèêè. Âèïàäêîâà âå-

ëè÷èíà X – êіëüêіñòü êóáèêіâ, íà ÿêèõ âèïàëà ïàðíà êіëüêіñòü 
î÷îê. Óêàæіòü çàêîí ðîçïîäіëó âèïàäêîâîї âåëè÷èíè X. 

À. xi 0 1 2 Á. xi 0 1 2

pi pi 0,5 0,25 0,25

Â. xi 0 1 2 Ã. xi 0 1 2

pi 0,25 0,25 0,5 pi 0,25 0,5 0,25

À.
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9. Éìîâіðíіñòü âèòÿãíóòè áіëó êóëüêó ç ïåðøîї êîðîáêè äîðіâ-
íþє 0,3, à ç äðóãîї – 0,4. Іç êîæíîї êîðîáêè íàâìàííÿ âèòÿãíóòî ïî 
îäíіé êóëüöі. ßêà éìîâіðíіñòü òîãî, ùî ïðèíàéìíі îäíà ç íèõ áіëà?

À. 0,12    Á. 0,7     Â. 0,58     Ã. 0,42 

10. Ó êîðîáöі ëåæèòü 8 öóêåðîê ç ÷îðíîãî øîêîëàäó і 2 öó-
êåðêè ç áіëîãî. Íàâìàííÿ ç êîðîáêè áåðóòü òðè öóêåðêè. ßêà 
éìîâіðíіñòü òîãî, ùî ïðèíàéìíі îäíà ç íèõ ç áіëîãî øîêîëàäó?

À.       Á.       Â. 0,3      Ã. 0,2 

11. Ñåðåä 15 óáîëіâàëüíèêіâ âèïàäêîâèì ÷èíîì ðîçіãðóþòü 
10 êâèòêіâ íà çìàãàííÿ çі ñïîðòèâíîї ãіìíàñòèêè і 5 áіëåòіâ íà 
çìàãàííÿ ç ïëàâàííÿ. ßêà éìîâіðíіñòü òîãî, ùî äðóçі Îñòàï òà 
Íàäіÿ âáîëіâàòèìóòü íà îäíèõ і òèõ ñàìèõ çìàãàííÿõ?

À.        Á.       Â.       Ã.

12. ßêó íàéìåíøó êіëüêіñòü ðàçіâ òðåáà ïіäêèíóòè ãðàëüíèé 
êóáèê, ùîá ç éìîâіðíіñòþ 0,9 âïåâíèòèñÿ â òîìó, ùî õî÷ îäíîãî 
ðàçó ç’ÿâèòüñÿ øіñòêà?

À. 12       Á. 13      Â. 14      Ã. 15 

ЗАВДАННЯ ДЛЯ ПЕРЕВІРКИ ЗНАНЬ ДО §§ 19–21
1. Éìîâіðíіñòü òîãî, ùî ñòóäåíò ñêëàäå іñïèò ç ïåðøîї ñïðî-
áè, äîðіâíþє 0,7. ßêà éìîâіðíіñòü òîãî, ùî âіí íå ñêëàäå 
іñïèò ç ïåðøîї ñïðîáè?

2. Ïіäêèäàþòü äâà ãðàëüíèõ êóáèêè і ðîçãëÿäàþòü ïîäії:
A – âèïàäàííÿ íåïàðíîї êіëüêîñòі î÷îê íà ïåðøîìó êóáèêó;
B – âèïàäàííÿ òðіéêè íà äðóãîìó êóáèêó.
×è áóäóòü ïîäії A і B ó äàíîìó äîñëіäі:
1) íåñóìіñíèìè;     2) íåçàëåæíèìè?
3. Çàêîí ðîçïîäіëó âèïàäêîâîї âåëè÷èíè çàäàíî ó òàáëèöі:

xi 0 2 4 6

pi a 4a 0,2 0,4

Çíàéäіòü a.

4. Êîìàíäà «Þïіòåð» ó ïåðøîñòі ðàéîíó ç ôóòáîëó ìîæå ïî-
ñіñòè ïåðøå ìіñöå ç éìîâіðíіñòþ 0,15, äðóãå – ç éìîâіðíіñòþ 
0,2, à òðåòє – ç éìîâіðíіñòþ 0,25. Çíàéäіòü éìîâіðíіñòü òà-
êèõ ïîäіé:

1) A – êîìàíäà «Þïіòåð» ïîñіëà ìіñöå âèùå òðåòüîãî;
2) B – êîìàíäà «Þïіòåð» ïîñіëà ìіñöå íèæ÷å òðåòüîãî.
5. Ó ÿùèêó 6 áіëèõ êóëüîê і 4 ÷îðíі. Äâà ðàçè íàâìàííÿ âèé-

ìàþòü ïî îäíіé êóëüöі, íå ïîâåðòàþ÷è їõ íàçàä. Çíàéäіòü éìî-
âіðíîñòі òàêèõ ïîäіé:

À.

ЗАВДАННЯ ДЛЯ ПЕРЕВІРКИ ЗНАНЬ ДО §§ 19–21

Çíàéäіòü 
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1) A – îáèäâà ðàçè âèéíÿòî áіëó êóëüêó;
2) B – äðóãîãî ðàçó âèéíÿòî áіëó êóëüêó, çà óìîâè, ùî ïåðøî-

ãî ðàçó òàêîæ âèéíÿòî áіëó êóëüêó.
6. Çàêîí ðîçïîäіëó âèïàäêîâîї âåëè÷èíè X çàäàíî ó òàáëèöі:

xi 1 2 3 4 5

pi 0,2 0,15 0,3 0,05 0,3

Çíàéäіòü: 1) ; 2) ; 3) ; 4) M(X).

7. Éìîâіðíіñòü âëó÷åííÿ äëÿ ïåðøîãî ñòðіëüöÿ äîðіâíþє 0,7, 
à äëÿ äðóãîãî – 0,6. Äâà ñòðіëüöі íåçàëåæíî îäèí âіä îäíîãî 
âèêîíóþòü ïî îäíîìó ïîñòðіëó â îäíó é òó ñàìó ìіøåíü. ßêà 
éìîâіðíіñòü òîãî, ùî ó ìіøåíü áóäå õî÷à á îäíå âëó÷åííÿ?

8. Îäíî÷àñíî ïіäêèäàþòü äâà ãðàëüíèõ êóáèêè. Âèïàäêîâà âå-
ëè÷èíà X – êіëüêіñòü êóáèêіâ, íà ÿêèõ âèïàëî áіëüøå 4 î÷îê. 
Çíàéäіòü çàêîí ðîçïîäіëó âèïàäêîâîї âåëè÷èíè X.

9. Ñåðåä 20 ó÷íіâ 11-ãî êëàñó ðîçіãðóþòü 12 ïóòіâîê íà åêñ-
êóðñіþ äî Îäåñè і 8 – íà åêñêóðñіþ äî Ëüâîâà. ßêà éìîâіð-
íіñòü òîãî, ùî äâîє äðóçіâ ç öüîãî êëàñó, Îëåã і Êàòåðèíà, 
ïîïàäóòü íà îäíó і òó ñàìó åêñêóðñіþ?

Äîäàòêîâі çàâäàííÿ

10. Òðè ðàçè ïіäêèäàþòü ãðàëüíèé êóáèê. Ïîäіÿ Ai – âèïà-
äàííÿ ïàðíîї êіëüêîñòі î÷îê (i = 1; 2; 3). Ïîäàéòå ó âèãëÿäі 
ñóì, äîáóòêіâ àáî ñóì äîáóòêіâ ïîäії:

1) B – ïîÿâà ïàðíîї êіëüêîñòі î÷îê ðіâíî íà îäíîìó êóáèêó;
2) C – ïîÿâà ïàðíîї êіëüêîñòі î÷îê íå ìåíøå íіæ íà îäíîìó 

êóáèêó.

11. Éìîâіðíіñòü òîãî, ùî ñòðіëåöü âëó÷èòü ó ìіøåíü ïðè îä-
íîìó ïîñòðіëі, äîðіâíþє 0,8. Ñêіëüêè ïîñòðіëіâ òðåáà çðî-
áèòè, ùîá ç éìîâіðíіñòþ 0,95 ñòâåðäæóâàòè, ùî õî÷ îäèí ç 
ïîñòðіëіâ áóâ âëó÷íèì?

ВПРАВИ ДЛЯ ПОВТОРЕННЯ РОЗДІЛУ 3
До § 16

1. Äî ÿêèõ âіäîìèõ ÷èñëîâèõ ìíîæèí (N, Z, Q, R) íàëåæàòü 
÷èñëà:

1) –7,3;     2) ;      3) 2π;     4) 0; 

5) ;       6) –8;      7) 7;      8) ?

2. Çàïèøіòü ìíîæèíè, íàçâіòü їõ åëåìåíòè:
1) îäíîöèôðîâі ïàðíі íàòóðàëüíі ÷èñëà;
2) íåïàðíі íàòóðàëüíі ÷èñëà, ìåíøі çà 30, àëå áіëüøі çà 20;

Çíàéäіòü: 1) 

Çíàéäіòü çàêîí ðîçïîäіëó âèïàäêîâîї âåëè÷èíè 

Äîäàòêîâі çàâäàííÿ

êóáèêó.
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3) êâàäðàòè ïåðøèõ ï’ÿòè íàòóðàëüíèõ ÷èñåë;
4) áóêâè ñëîâà «àëãåáðà».

3. Ìíîæèíà Ñ ñêëàäàєòüñÿ ç êîðåíіâ ðіâíÿííÿ sinx = –2. Ùî 
öå çà ìíîæèíà?

4. ßêі ç òâåðäæåíü ïðàâèëüíі:
1) Q R;      2) Z Q;      3) Z N;      4) R Z?
5. ×è ïðàâèëüíî, ùî X Y, ÿêùî:
1) X = {5}; Y = {1; 2; 5};      2) X = {a, b}; Y = {a; ñ; m};
3) X = {{,}; !}; Y = {{};      4) X = ; Y = {A; B; C}?

6. Ìíîæèíà À ñêëàäàєòüñÿ ç ðîçâ’ÿçêіâ ðіâíÿííÿ x2 + 2x – 8 = 0, 
à ìíîæèíà Â – ç ðîçâ’ÿçêіâ ðіâíÿííÿ . 
×è ïðàâèëüíî, ùî ìíîæèíà À є ïіäìíîæèíîþ ìíîæèíè Â? 
À íàâïàêè?

7. Óïîðÿäêóéòå åëåìåíòè ìíîæèíè C = {–3; 10; 8}:
1) çà çðîñòàííÿì;               2) çà ñïàäàííÿì;
3) çà çðîñòàííÿì їõ ìîäóëіâ;      4) çà ñïàäàííÿì їõ ìîäóëіâ.
×è є ñåðåä öèõ âïîðÿäêîâàíèõ ìíîæèí ðіâíі âïîðÿäêîâàíі 

ìíîæèíè?

8. Çàïèøіòü óñі ïіäìíîæèíè ìíîæèíè A = {2; 3; 4; 5}, ÿêі 
ìіñòÿòü:

1) îäèí åëåìåíò;      2) äâà åëåìåíòè;
3) òðè åëåìåíòè;      4) ÷îòèðè åëåìåíòè.

9. Ìíîæèíà Ñ ñêëàäàєòüñÿ ç ðîçâ’ÿçêіâ ðіâíÿííÿ cosx = –1, 
à ìíîæèíà D – ç ðîçâ’ÿçêіâ ðіâíÿííÿ sinx = 0. ×è ïðàâèëü-
íî, ùî: 1) C D;      2) D C;      3) C = D?

До § 17
10. Îá÷èñëіòü: 

1)     2)      3) P2;    4) P7;    5)     6) 
11. Óòâîðіòü óñі ïåðåñòàíîâêè åëåìåíòіâ ìíîæèíè:
1) C = {{; *};       2) D = {1; 2; 3}.
12. Ñêіëüêè ï’ÿòèöèôðîâèõ ÷èñåë ìîæíà çàïèñàòè çà äîïîìî-

ãîþ öèôð 2; 3; 4; 5; 6, ÿêùî öèôðè â ÷èñëі íå ïîâòîðþþòüñÿ?

13. Ó êîøèêó ëåæèòü 5 ïîìіäîðіâ і 7 îãіðêіâ. Ñêіëüêîìà ñïî-
ñîáàìè ìîæíà âçÿòè ç êîøèêà: 

1) îäèí îâî÷;     2) îäèí ïîìіäîð і îäèí îãіðîê?

14. Ñêîðîòіòü äðіá: 1) ;    2) ;     3) ;    4) .

15. Îá÷èñëіòü: 

1) ;     2) ;      3) ;      4) .

öå çà ìíîæèíà?

1) 

3) 

3) òðè åëåìåíòè;      4) ÷îòèðè åëåìåíòè.

1) 
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16. Ñêіëüêîìà ñïîñîáàìè ìîæíà ñêëàñòè ïàðó ç îäíієї ãîëîñ-
íîї і îäíієї ïðèãîëîñíîї ëіòåð ó ñëîâі «öèðêóëü»?

17. Ñêіëüêîìà ñïîñîáàìè ìîæíà ðîçêëàñòè â ðÿä 4 îëіâöі ðіç-
íîãî êîëüîðó?

18. Ñêіëüêîìà ñïîñîáàìè â áàñêåòáîëüíіé êîìàíäі ç 12 ãðàâ-
öіâ ìîæíà âèáðàòè êàïіòàíà òà éîãî çàñòóïíèêà?

19. Ñêіëüêîìà ñïîñîáàìè ç 9 ó÷àñíèêіâ øàõîâîãî ãóðòêà ìîæíà 
îáðàòè òðüîõ äëÿ ó÷àñòі â òóðíіðі?

20. Ñêіëüêè ìîæíà óòâîðèòè òðèêóòíèêіâ, âåðøèíàìè ÿêèõ є 
âåðøèíè ïðàâèëüíîãî äâàíàäöÿòèêóòíèêà?

21. Ãðàëüíèé êóáèê ïіäêèäàþòü òðè÷і. Ñêіëüêè ðіçíèõ ïîñëі-
äîâíîñòåé ÷èñåë ìîæíà ïðè öüîìó îòðèìàòè?

22. Ñêіëüêè ìîæíà ñêëàñòè ðіçíèõ òðèöèôðîâèõ ÷èñåë, ó çà-
ïèñó ÿêèõ є öèôðè 6; 7; 8; 9, ÿêùî öèôðè â ÷èñëі:

1) íå ïîâòîðþþòüñÿ;          2) ìîæóòü ïîâòîðþâàòèñÿ?

23. Îá÷èñëіòü: 1) ;      2) .

24. Ðîçâ’ÿæіòü ðіâíÿííÿ: 1) ;     2) = 28.

25. Ñêіëüêîìà ñïîñîáàìè íà ïîëèöі ìîæíà ðîçñòàâèòè ï’ÿòü 
çîøèòіâ ç ðіçíèõ ïðåäìåòіâ òàê, ùîá çîøèò ç àëãåáðè ñòîÿâ ïîñå-
ðåäèíі?

26. Ñêіëüêè ðіçíèõ ï’ÿòèöèôðîâèõ ÷èñåë ìîæíà ñêëàñòè іç 
öèôð 0; 1; 3; 5; 7, ÿêùî â êîæíîìó ÷èñëі öèôðè íå ïîâòî-
ðþþòüñÿ?

27. Ñêіëüêîìà ñïîñîáàìè 6 òóðèñòіâ ìîæíà ðîçìіñòèòè â äâîõ 
íàìåòàõ: äâîìіñíîìó і ÷îòèðèìіñíîìó?

28. Ñêіëüêîìà ñïîñîáàìè ìîæíà óòâîðèòè áóêåò ç 2 áіëèõ і 3 ðî-
æåâèõ òðîÿíä, âèáèðàþ÷è їõ ç 5 áіëèõ і 7 ðîæåâèõ òðîÿíä?

29. 12 ó÷àñíèêіâ êîíôåðåíöії îáìіíÿëèñÿ îäèí ç îäíèì âіçèò-
êàìè. Ñêіëüêè âіçèòîê áóëî ðîçäàíî?

30. Íà äîøöі çàïèñàíî ÷èñëî 12 345. Ó÷åíü ìîæå áóäü-ÿêó 
öèôðó öüîãî ÷èñëà ïîìіíÿòè íà îäíó ç öèôð 6; 7; 8 àáî 9. Ñêіëü-
êè ðіçíèõ ÷èñåë ìîæíà ïðè öüîìó îòðèìàòè?

31. Ðîçâ’ÿæіòü íåðіâíіñòü: 

1) Px > 12Px–2;     2) J 42.

32. Ñêіëüêè ðіçíèõ ïîñëіäîâíîñòåé ëіòåð ìîæíà îòðèìà-
òè, ïåðåñòàâëÿþ÷è âñі ëіòåðè ñëîâà: 

1) àëãåáðà;     2) êîëîáîê?
33. Ñêіëüêè ðіçíèõ ÷îòèðèöèôðîâèõ ÷èñåë ìîæíà ñêëàñòè іç 

öèôð 0; 1; 2; 3; 4; 5, ÿêùî öèôðè â ÷èñëі íå ïîâòîðþþòüñÿ?

ðåäèíі?
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34. Ñêіëüêîìà ñïîñîáàìè ìîæíà ðîçôàðáóâàòè â òðè êîëüîðè 
êëіòèíêè êâàäðàòà 3 3, ÿêùî êîæíèì êîëüîðîì çàôàðáîâóâàòè 
3 êëіòèíêè?

35. Ñêіëüêè ïàðíèõ ÷îòèðèöèôðîâèõ ÷èñåë ìîæíà ñêëàñòè іç 
öèôð 1; 2; 3; 4; 5, ÿêùî öèôðè â ÷èñëі íå ïîâòîðþþòüñÿ?

36. Ó ÿùèêó 5 áіëèõ і 4 ÷îðíі êóëüêè. Ñêіëüêîìà ñïîñîáàìè ç 
ÿùèêà ìîæíà âèáðàòè:

1) ÷îòèðè êóëüêè; 
2) ÷îòèðè êóëüêè îäíîãî êîëüîðó; 
3) ÷îòèðè êóëüêè òàê, ùîá ñåðåä íèõ áóëè ÿê áіëі, òàê і ÷îðíі?
37. Ñêіëüêè äіàãîíàëåé ìàє îïóêëèé n-êóòíèê?

38. Ñêіëüêè ðіçíèõ äîáóòêіâ, êðàòíèõ ÷èñëó 10, ìîæíà îòðè-
ìàòè іç ÷èñåë 2; 3; 5; 7; 11; 13; 17?

39. 2 êíèæêè ç àëãåáðè і 4 ç іíøèõ ïðåäìåòіâ õî÷óòü ðîçñòà-
âèòè íà ïîëèöі òàê, ùîá äâі êíèæêè ç àëãåáðè íå ñòîÿëè ïîðó÷. 
Ñêіëüêè є ñïîñîáіâ òàêîї ðîçñòàíîâêè?

40. Ñêіëüêè ðіçíèõ ÷îòèðèöèôðîâèõ ÷èñåë ìîæíà ñêëàñòè іç 
öèôð 0; 1; 3; 5; 7; 9 òàê, ùîá ó êîæíîìó áóëà öèôðà 9 і öèôðè â 
÷èñëі íå ïîâòîðþâàëèñÿ?

До § 18
41. ßêі ç äàíèõ ïîäіé âèïàäêîâі, âіðîãіäíі, íåìîæëèâі:

1) ïðîãðàòè ïàðòіþ â øàõè ðіâíîìó ïî ñèëі ñóïåðíèêó;
2) ïіäêèíóâøè ãðàëüíèé êóáèê, îòðèìàòè ÷èñëî 11;
3) îòðèìàòè äâà ãåðáè ïðè ïіäêèäàííі äâîõ ìîíåò îäíî ÷àñíî;
4) äåíü íàðîäæåííÿ ëþäèíè, ÿêó çóñòðіëè, 1 âåðåñíÿ;
5) äåíü íàðîäæåííÿ ëþäèíè, ÿêó çóñòðіëè, 31 âåðåñíÿ;
6) âèòÿãíóòè îëіâåöü ç êîðîáêè, ó ÿêіé 6 çåëåíèõ і 5 ÷åðâî íèõ 

îëіâöіâ;
7) ïіñëÿ 1 ãðóäíÿ íàñòàííÿ 2 ãðóäíÿ;
8) ïіñëÿ 2 ãðóäíÿ íàñòàííÿ 1 ãðóäíÿ?
42. Äëÿ êîæíîãî ç âèïðîáóâàíü ñêëàäіòü ïîâíó ãðóïó ïîäіé:
1) ïіäêèäàííÿ ãðàëüíîãî êóáèêà;
2) âèáіð îëіâöÿ ç êîðîáêè, ó ÿêіé òіëüêè ÷åðâîíі òà çåëåíі 

îëіâöі;
3) ïåðåâіðêà äåòàëі íà ÿêіñòü;
4) âèáіð íàòóðàëüíîãî ÷èñëà, ìåíøîãî çà 5.
43. Ïіäêèäàþòü ãðàëüíèé êóáèê. Ñóìіñíі ÷è íåñóìіñíі òàêі 

äâі ïîäії:
1) À – âèïàëà «äâіéêà»; B – âèïàëî ÷èñëî, ùî є äіëüíèêîì 

÷èñëà 6;
2) Ñ – âèïàëà «òðіéêà»; D – âèïàëî ïàðíå ÷èñëî?

44. Ïåðåìàëþéòå òàáëèöþ â çîøèò і äëÿ êîæíîãî äîñëіäó 
âêàæіòü ïðèêëàä âіðîãіäíîї, íåìîæëèâîї, âèïàäêîâîї ïîäії.

1) ïðîãðàòè ïàðòіþ â øàõè ðіâíîìó ïî ñèëі ñóïåðíèêó;

2) 
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é 
ï/ï Äîñëіä Âіðîãіäíà 

ïîäіÿ
Íåìîæëèâà 

ïîäіÿ
Âèïàäêîâà 

ïîäіÿ

1 Îäíî÷àñíå ïіäêè-
äàííÿ äâîõ ãðàëü-
íèõ êóáèêіâ

2 Âèòÿãóâàííÿ êâіòêè 
ç áóêåòà, ó ÿêîìó 
çíàõîäÿòüñÿ ÷åðâî-
íі òà æîâòі êâіòêè

3 Ñêëàäàííÿ 
òðèöèôðîâî ãî ÷èñëà 
іç öèôð 1, 2, 3

4 Êіëüêіñòü äíіâ 
íàâìàííÿ îáðàíîãî 
ìіñÿöÿ ðîêó

45. Âіäîìî, ùî â ïàðòії ç 10 000 êàëüêóëÿòîðіâ òðàïëÿєòüñÿ 
9 áðàêîâàíèõ. ßêà éìîâіðíіñòü òîãî, ùî íàâìàííÿ âèáðàíèé іç 
öієї ïàðòії êàëüêóëÿòîð âèÿâèòüñÿ áðàêîâàíèì?

46. Çíàéäіòü éìîâіðíіñòü ïîäії:
1) âåñåëêà, ùî ç’ÿâèëàñÿ ïіñëÿ äîùó, ìàє êîðè÷íåâèé êîëіð; 
2) ñóìà î÷îê, ùî âèïàëà ïðè ïіäêèäàííі òðüîõ ãðàëüíèõ êóáè-

êіâ, ìåíøà çà 19.
47. Ó ïåíàëі 8 ñèíіõ і 2 ÷îðíі ðó÷êè. ßêà éìîâіðíіñòü âèòÿã-

íóòè ç ïåíàëó: 
1) ñèíþ ðó÷êó;     2) ÷îðíó ðó÷êó?
48. Іç 25 ó÷íіâ êëàñó 5 âçÿëè ó÷àñòü ó øêіëüíіé ìàòåìàòè÷-

íіé îëіìïіàäі. Çíàéäіòü éìîâіðíіñòü òîãî, ùî íàâìàííÿ îáðàíèé 
ó÷åíü êëàñó:

1) áðàâ ó÷àñòü â îëіìïіàäі;     
2) íå áðàâ ó÷àñòі â îëіìïіàäі.
49. Ó ÿùèêó 20 áіëèõ, 8 ÷îðíèõ, 12 çåëåíèõ êóëüîê. Íàâìàí-

íÿ âèáèðàþòü îäíó ç íèõ. ßêà éìîâіðíіñòü òîãî, ùî âîíà:
1) áіëà;    2) çåëåíà;    3) áіëà àáî ÷îðíà;    4) íå áіëà?
50. Ãðàëüíèé êóáèê ïіäêèäàþòü îäèí ðàç. ßêà éìîâіðíіñòü 

ïîäії: 
1) À – âèïàäå íå ìåíøå 2 î÷îê; 
2) B – âèïàäå íå áіëüøå 3 î÷îê; 
3) C – âèïàäå ÷èñëî, ùî є äіëüíèêîì ÷èñëà 15; 
4) D – âèïàäå ïðîñòå ÷èñëî; 
5) E – âèïàäå ñêëàäåíå ÷èñëî; 
6) F – âèïàäå ÷èñëî, êðàòíå ÷èñëó 3?
51. Ó êîìàíäі ç 6 øàõіñòіâ äâîє – ìàéñòðè ñïîðòó, à іíøі – 

êàíäèäàòè ó ìàéñòðè. ßêà éìîâіðíіñòü òîãî, ùî îáèäâà íàâìàí-
íÿ îáðàíèõ øàõіñòè öієї êîìàíäè є ìàéñòðàìè ñïîðòó?
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52. Ó áóêåòі 7 áіëèõ і 14 ÷åðâîíèõ òðîÿíä. Ç áóêåòà âèéìàþòü 
áіëó òðîÿíäó і âіäêëàäàþòü óáіê. Ïіñëÿ öüîãî ç áóêåòà áåðóòü 
ùå îäíó òðîÿíäó. ßêà éìîâіðíіñòü òîãî, ùî âîíà òàêîæ áіëà?

53. Ïіäêèäàþòü 2 îäíàêîâі ìîíåòè. ßêà ç ïîäіé áіëüø éìî-
âіðíà: À – ìîíåòè âèïàäóòü îäíàêîâèìè ñòîðîíàìè; Â – ìîíåòè 
âèïàäóòü ðіçíèìè ñòîðîíàìè?

54. Ç íàòóðàëüíèõ ÷èñåë âіä 1 äî 20 íàâìàííÿ âèáèðàþòü 
îäíå ÷èñëî. ßêà éìîâіðíіñòü òîãî, ùî öå ÷èñëî ñêëàäåíå?

55. Îäíî÷àñíî ïіäêèíóëè 2 ãðàëüíèõ êóáèêè. Çíàéäіòü éìî-
âіðíîñòі òàêèõ ïîäіé: 

1) ñóìà î÷îê íà êóáèêàõ – ïàðíå ÷èñëî; 
2) ñóìà î÷îê íà êóáèêàõ äîðіâíþє 5; 
3) ñóìà î÷îê íà êóáèêàõ ìåíøà çà 6; 
4) ñóìà î÷îê íà êóáèêàõ íå ìåíøà íіæ 10.
56. Ó êîðîáöі 12 ñèíіõ ðó÷îê і êіëüêà ÷åðâîíèõ. Ñêіëüêè ÷åð-

âîíèõ ðó÷îê ó êîðîáöі, ÿêùî éìîâіðíіñòü âèòÿãíóòè íàâìàííÿ: 
1) ñèíþ ðó÷êó äîðіâíþє 0,8; 
2) ÷åðâîíó ðó÷êó äîðіâíþє 0,25; 
3) ñèíþ ðó÷êó áіëüøà çà 0,75; 
4) ÷åðâîíó ðó÷êó ìåíøà çà 0,2?
57. Є 5 êàðòîê іç ÷èñëàìè 1; 2; 4; 8; 16. Íàâìàííÿ îáèðà-

þòü òðè ç íèõ. ßêà éìîâіðíіñòü òîãî, ùî ç îáðàíèõ ÷èñåë ìîæíà 
óòâîðèòè ãåîìåòðè÷íó ïðîãðåñіþ?

58. Êîìï’þòåð âèïàäêîâèì ÷èíîì ñêëàäàє ñïèñîê іç 7 ó÷íіâ. 
ßêà éìîâіðíіñòü òîãî, ùî â öüîìó ñïèñêó ïðіçâèùà ó÷íіâ áóäóòü 
éòè çà àëôàâіòîì?

59. Íà êàðòêàõ çàïèñàíî ÷èñëà âіä 1 äî 16. Íàâìàííÿ áåðóòü 
äâі ç íèõ. ßêà éìîâіðíіñòü òîãî, ùî äîáóòîê ÷èñåë íà êàðòêàõ 
äîðіâíþâàòèìå 48?

60. ßêà éìîâіðíіñòü òîãî, ùî íàâìàííÿ âèáðàíå äâîöèôðîâå 
ïàðíå ÷èñëî áóäå êðàòíèì ÷èñëó 3?

61. Ç 50 ëîòåðåéíèõ êâèòêіâ 10 âèãðàøíèõ. Êóïèëè äâà ëî-
òåðåéíèõ êâèòêè. ßêà éìîâіðíіñòü òîãî, ùî âîíè âèãðàøíі?

62. Ó êîðîáöі 7 çåëåíèõ і 3 ÷åðâîíèõ îëіâöі. Âèáèðàþòü íà-
âìàííÿ òðè ç íèõ. ßêà éìîâіðíіñòü òîãî, ùî: 

1) óñі îëіâöі çåëåíі; 
2) äâà îëіâöі çåëåíі é îäèí ÷åðâîíèé; 
3) ñåðåä îëіâöіâ є ÿê çåëåíі, òàê і ÷åðâîíі?

63. Îäíî÷àñíî ïіäêèäàþòü äâà ãðàëüíèõ êóáèêè – áіëèé і ÷îð-
íèé. ßêà éìîâіðíіñòü òîãî, ùî: 

1) ÷èñëî, ÿêå âèïàëî íà áіëîìó êóáèêó, íà 1 áіëüøå çà ÷èñëî, 
ÿêå âèïàëî íà ÷îðíîìó; 

2) ìîäóëü ðіçíèöі î÷îê, ùî âèïàëè íà êóáèêàõ, äîðіâíþє 3?

âèïàäóòü ðіçíèìè ñòîðîíàìè?

ïàðíå ÷èñëî áóäå êðàòíèì ÷èñëó 3?
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64. Çíàéäіòü éìîâіðíіñòü òîãî, ùî íàâìàííÿ âèáðàíèé ÷ëåí 
ïîñëіäîâíîñòі cn = n2 + 2, äå n = 1, 2, ..., 10, áóäå êðàòíèì ÷èñëó 3.

65. Âèáèðàþòü íàâìàííÿ ÷îòèðè ëіòåðè ñëîâà «ãåîìåòðіÿ». ßêà 
éìîâіðíіñòü òîãî, ùî ç íèõ ìîæíà ñêëàñòè ñëîâî «ìåòð»?

66. Ïî ÷åðçі âèáèðàþòü ÷îòèðè ëіòåðè ñëîâà «ìàòåìàòèêà». 
ßêà éìîâіðíіñòü òîãî, ùî âèáðàíі ÷îòèðè ëіòåðè â ïîñëіäîâíîñòі їõ 
âèáîðó ñêëàäóòü ñëîâî «òåìà»?

До § 19
67. Ñóìіñíі ÷è íі ïîäії A і B, ÿêùî: 

1) A – âèïàäàííÿ îäíîãî î÷êà ïðè îäíîðàçîâîìó ïіäêèäàííі 
êóáèêà; B – âèïàäàííÿ ïàðíîї êіëüêîñòі î÷îê.

2) A – âèïàäàííÿ òðüîõ î÷îê ïðè îäíîðàçîâîìó ïіäêèäàííі 
êóáèêà; B – âèïàäàííÿ íåïàðíîї êіëüêîñòі î÷îê.

3) A – íàâìàííÿ íàçâàíå òðèöèôðîâå ÷èñëî êðàòíå ÷èñëó 4; 
B – íàâìàííÿ íàçâàíå òðèöèôðîâå ÷èñëî íå êðàòíå ÷èñëó 4; 

4) A – íàâìàííÿ íàçâàíå íàòóðàëüíå ÷èñëî êðàòíå ÷èñëó 2; 
B – íàâìàííÿ íàçâàíå íàòóðàëüíå ÷èñëî êðàòíå ÷èñëó 3?

68. Çàïèøіòü ïîäії, ïðîòèëåæíі òàêèì: 
1) A – âèïàäàííÿ ãåðáà ïðè îäíîðàçîâîìó ïіäêèäàííі ìîíåòè;
2) B – âèïàäàííÿ øіñòêè ïðè îäíîðàçîâîìó ïіäêèäàííі êóáèêà;
3) C – ÷îòèðè âëó÷åííÿ ïðè ÷îòèðüîõ ïîñòðіëàõ;
4) D – âñі ó÷íі êëàñó íàïèøóòü êîíòðîëüíó ðîáîòó íà 12 áàëіâ;
5) E – íà ãðàëüíîìó êóáèêó âèïàäå íå ìåíøå 5 î÷îê;
6) F – îäíà ç êîìàíä âèãðàє ôóòáîëüíèé ìàò÷.
69. Éìîâіðíіñòü òîãî, ùî Ìèêîëà îòðèìàє çà êîíòðîëüíó ðî-

áîòó îöіíêó 12, äîðіâíþє 0,05. ßêà éìîâіðíіñòü òîãî, ùî Ìèêîëà 
íå îòðèìàє çà êîíòðîëüíó îöіíêó 12?

70. Éìîâіðíіñòü âèãðàòè ó ëîòåðåþ ì’ÿ÷ äîðіâíþє 0,1, ñêàêàë-
êó – 0,05, à õóëà-õóï – 0,04. Óñі іíøі ïðèçè öієї ëîòåðåї íå ïîâ’ÿ-
çàíі çі ñïîðòîì. Ñâіòëàíà ïðèäáàëà îäèí ëîòåðåéíèé êâèòîê. ßêà 
éìîâіðíіñòü òîãî, ùî âîíà âèãðàє ñïîðòèâíèé іíâåíòàð?

71. Ó áóêåòі 5 áіëèõ, 7 ÷åðâîíèõ і 3 ðîæåâі ãâîçäèêè. Íàâ-
ìàííÿ âèáèðàþòü îäíó ãâîçäèêó. ßêà éìîâіðíіñòü òîãî, ùî 
âîíà íå ðîæåâà? (Ðîçâ’ÿæіòü çàäà÷ó äâîìà ñïîñîáàìè.)

72. Ó ÿùèêó 20 % êóëüîê áіëîãî êîëüîðó, 40 % – ÷îðíîãî, 
15 % – çåëåíîãî і 25 % – ñèíüîãî. Íàâìàííÿ ç íèõ âèáèðàþòü 
îäíó êóëüêó. ßêà éìîâіðíіñòü òîãî, ùî âîíà:

1) íå ñèíüîãî êîëüîðó;    2) ÷îðíîãî àáî çåëåíîãî êîëüîðó;
3) íå áіëîãî êîëüîðó;     4) íå ÷îðíîãî і íå ñèíüîãî êîëüîðó?
73. Ïåòðî â ï’ÿòíèöþ ââå÷åðі ç éìîâіðíіñòþ 0,1 ìîæå âіäâі-

äàòè êіíîòåàòð, ç éìîâіðíіñòþ 0,05 ãðàòè ó ôóòáîë, à ç éìîâіð-
íіñòþ 0,15 êàòàòèñÿ íà ðîëèêàõ, ïðè÷îìó âèòðàòèòè ÷àñ ëèøå 
íà îäíó ç öèõ ðîçâàã. ßêà éìîâіðíіñòü òîãî, ùî âå÷іð ï’ÿòíèöі 
Ïåòðî ïðîâåäå âäîìà?

1) 

éìîâіðíіñòü òîãî, ùî âîíà âèãðàє ñïîðòèâíèé іíâåíòàð?
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74. Ó÷àñíèê ëîòåðåї ç éìîâіðíіñòþ 0,1 âèãðàє ïðèç ó 200 ãðí, 
ç éìîâіðíіñòþ 0,15 – ó 100 ãðí, і ç éìîâіðíіñòþ 0,2 – ó 50 ãðí. 
Ó÷àñíèê ïðèäáàâ îäèí êâèòîê. Çíàéäіòü éìîâіðíіñòü ïîäії:

1) A – ó÷àñíèê âèãðàє áіëüøå 50 ãðí;
2) B – ó÷àñíèê âèãðàє ìåíøå 50 ãðí;
3) C – ó÷àñíèê âèãðàє íå ìåíøå 50 ãðí.
75. Ñåðåä íàòóðàëüíèõ ÷èñåë âіä 10 äî 19 íàâìàííÿ âèáèðà-

þòü îäíå. Ðîçãëÿäàþòü ïîäії:
A – ÷èñëî ïàðíå; 
B – ÷èñëî áіëüøå çà 12, àëå ìåíøå çà 16; 
C – ÷èñëî êðàòíå ÷èñëó 3; 
D – ÷èñëî êðàòíå ÷èñëó 5.
Ïîÿñíіòü, ó ÷îìó ïîëÿãàþòü ïîäії:
1) A + B;       2) C + D;       3) A + C;      4) B + D; 
5) A + D;      6) B + C;       7) AB;        8) AC; 
9) AD;        10) BC;        11) BD;       12) CD.

76. Ó ôіçèêî-ìàòåìàòè÷íîìó êëàñі 18 ó÷íіâ. Ó øêіëüíіé 
îëіìïіàäі ç ìàòåìàòèêè âçÿëè ó÷àñòü 8 ó÷íіâ (ïîäіÿ A), â 
îëіìïіàäі ç ôіçèêè – 6 ó÷íіâ (ïîäіÿ B), à â îëіìïіàäàõ і ç 
ìàòåìàòèêè, і ç ôіçèêè – 4 ó÷íі (ïîäіÿ C). Âèðàçіòü ïîäіþ C
÷åðåç ïîäії A і B. Ó ÷îìó ïîëÿãàþòü ïîäії:

1) A + B;      2) ;      3) ;      4) ?
77. Êîæíà ç öèôð 7, 8 і 9 çàïèñàíà íà îêðåìіé êàðòöі. Íàâ-

ìàííÿ âèéìàþòü îäíó ç íèõ і çàïèñóþòü îòðèìàíó öèôðó ÿê 
êіëüêіñòü äåñÿòêіâ äâîöèôðîâîãî íàòóðàëüíîãî ÷èñëà. Ïîòіì 
êàðòêó ïîâåðòàþòü íàçàä. Âèéìàþòü íàâìàííÿ êàðòêó ùå ðàç 
і çàïèñóþòü çàçíà÷åíó íà íіé öèôðó ÿê êіëüêіñòü îäèíèöü äâî-
öèôðîâîãî íàòóðàëüíîãî ÷èñëà. Ïîäіÿ A – îòðèìàíå íàòóðàëüíå 
÷èñëî є ïàðíèì; ïîäіÿ B – â îòðèìàíîãî ÷èñëà êіëüêіñòü äåñÿòêіâ 
áіëüøà çà êіëüêіñòü îäèíèöü.

1) Ïîáóäóéòå ïðîñòіð åëåìåíòàðíèõ ïîäіé äàíîãî åêñïåðèìåíòó.
2) Çàäàéòå ïåðåëіêîì åëåìåíòіâ ïîäії A, B, , , AB, A + B, .
3) ßêі ç ïîäіé іç ïóíêòó 2) ïîïàðíî íåñóìіñíі?
78. Ñòðіëåöü òðè÷і ñòðіëÿє ïî ìіøåíі. Ïîäіÿ Ak – ïîïàäàííÿ 

ïðè k-ìó ïîñòðіëі (k = 1; 2; 3). Âèðàçіòü ÷åðåç Ak òàêі ïîäії:
A – òî÷íî òðè âëó÷åííÿ;
B – íå ìåíøå äâîõ âëó÷åíü;
C – ïðîìàõ íå ðàíіøå, íіæ ïðè äðóãîìó ïîñòðіëі;
D – õî÷à á îäíå âëó÷åííÿ.

79. Ñåðåä 22 äіâ÷àò, ùî âіäâіäóþòü ñåêöіþ õóäîæíüîї ãіìíà-
ñòèêè, 4 ìàþòü çâàííÿ ìàéñòðà ñïîðòó. Âèïàäêîâèì ÷èíîì 
ñåðåä óñіõ äіâ÷àò äëÿ ó÷àñòі â çìàãàííÿõ îáèðàþòü òðüîõ. 
ßêà éìîâіðíіñòü òîãî, ùî ñåðåä íèõ ïðèíàéìíі îäíà âè-
ÿâèòüñÿ ìàéñòðîì ñïîðòó?

80. Íàâìàííÿ âèáèðàþòü øåñòèöèôðîâå ÷èñëî. ßêà éìîâіð-
íіñòü òîãî, ùî õî÷à á äâі öèôðè â íüîìó îäíàêîâі? 

9) 

D – õî÷à á îäíå âëó÷åííÿ.
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81. Ó ÿùèêó 5 êóëüîê áіëîãî êîëüîðó і 10 ÷îðíîãî. Íàâìàííÿ 
âèáèðàþòü äâі ç íèõ. ßêà éìîâіðíіñòü òîãî, ùî âîíè îäíîãî êî-
ëüîðó?

82. Ãðóïà ç 25 øêîëÿðіâ îòðèìàëà ïóòіâêè â òàáîðè âіäïî÷èí-
êó: 10 – â Îäåñó; 7 – ó Çàòîêó і 8 – ó Ëàçóðíå. Ïóòіâêè ðîçïîäі-
ëÿþòü æåðåáêóâàííÿì. ßêà éìîâіðíіñòü òîãî, ùî Іâàí і Íàñòÿ ç 
öієї ãðóïè âіäïî÷èâàòèìóòü â îäíîìó òàáîðі? 

До § 20
83. Îäíî÷àñíî ïіäêèäàþòü äâі ìîíåòè. Ðîçãëÿäàþòü ïîäії:

A – âèïàäàííÿ ãåðáà íà ïåðøіé ìîíåòі;
B – âèïàäàííÿ öèôðè íà ïåðøіé ìîíåòі;
C – âèïàäàííÿ ãåðáà íà äðóãіé ìîíåòі;
D – âèïàäàííÿ öèôðè íà äðóãіé ìîíåòі.
Äîâåäіòü, ùî íåçàëåæíèìè є ïîäії:
1) A і C;     2) A і D;      3) B і C;      4) B і D.

84. Ãðàëüíèé êóáèê ïіäêèäàþòü äîòè, äîêè íå âèïàäå íåïàð-
íå ÷èñëî. Çíàéäіòü éìîâіðíіñòü òîãî, ùî âïåðøå âîíî âèïàäå 
ïðè ÷åòâåðòîìó ïіäêèäàííі.

85. Ó øóõëÿäі 5 áіëèõ õóñòèíîê і 3 ÷åðâîíі. Äâі÷і ïîñïіëü 
âèéìàþòü ïî îäíіé õóñòèíöі, íå ïîâåðòàþ÷è õóñòèíîê íàçàä äî 
øóõëÿäè. Çíàéäіòü éìîâіðíіñòü ïîäіé:

1) A – ïåðøèé ðàç âèòÿãíóòî áіëó õóñòèíêó, à äðóãèé – ÷åðâîíó;
2) B – äðóãîãî ðàçó âèòÿãíóòî ÷åðâîíó õóñòèíêó çà óìîâè, ùî 

ïåðøèé ðàç âèòÿãíóòî áіëó.
86. Ó ÿùèêó 4 áіëі і 7 êîëüîðîâèõ êóëüîê. Ïîñëіäîâíî íàâìàí-

íÿ âèéìàþòü äâі êóëüêè. Ðîçãëÿäàєìî ïîäії: A – ïåðøà êóëüêà 
áіëà; B – äðóãà êóëüêà êîëüîðîâà. ×è íåçàëåæíі ïîäії A і B, ÿêùî:

1) ïіñëÿ âèéìàííÿ ïåðøîї êóëüêè її íàçàä íå ïîâåðíóòü;
2) ïіñëÿ âèéìàííÿ ïåðøîї êóëüêè її ïîâåðíóòü íàçàä?
87. Іç 7 êàðòîê ðîçðіçíîї àáåòêè ñêëàäåíî ñëîâî «ôóíêöіÿ». 

Êàðòêè ïåðåìіøóþòü, à ïîòіì ïî îäíіé âèêëàäàþòü çëіâà íàïðàâî. 
ßêà éìîâіðíіñòü òîãî, ùî çíîâ áóäå îòðèìàíî ñëîâî «ôóíêöіÿ»?

88. Íà äåâ’ÿòè êàðòêàõ çàïèñàíî öèôðè âіä 1 äî 9. Êàðòêè ïå-
ðåìіøóþòü, à ïîòіì âèêëàäàþòü çëіâà íàïðàâî. ßêà éìîâіðíіñòü 
òîãî, ùî ñêëàäóòü ÷èñëî 531?

89. Ó ÿùèêó 5 çåëåíèõ і 6 ñèíіõ êóëüîê. Äâі÷і íàâìàííÿ âèé-
ìàþòü ïî îäíіé êóëüöі, íå ïîâåðòàþ÷è їõ íàçàä. Çíàéäіòü éìî-
âіðíіñòü ïîäії:

1) A – îáèäâі êóëüêè çåëåíі;
2) B – îáèäâі êóëüêè ñèíі;
3) C – äðóãîþ âèòÿãíóòî çåëåíó êóëüêó çà óìîâè, ùî ïåðøîþ 

âèòÿãíóòî ñèíþ;
4) D – äðóãîþ âèòÿãíóòî ñèíþ êóëüêó çà óìîâè, ùî ïåðøîþ 

âèòÿãíóòî çåëåíó.

A A 

1) 
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90. Ïіäêèäàþòü îäíî÷àñíî äâà ãðàëüíèõ êóáèêè. ßêà éìîâіð-
íіñòü òîãî, ùî:

1) íà ïåðøîìó âèïàëà ïàðíà êіëüêіñòü î÷îê, à íà äðóãîìó 
êіëüêіñòü î÷îê áіëüøà çà 2;

2) і íà ïåðøîìó, і íà äðóãîìó âèïàëà íåïàðíà êіëüêіñòü î÷îê?
91. Éìîâіðíіñòü âëó÷åííÿ ó ìіøåíü ïåðøèì ñòðіëüöåì äîðіâ-

íþє 0,7, äðóãèì – 0,65, à òðåòіì – 0,6. Êîæíèé ç íèõ çðîáèâ ïî 
îäíîìó ïîñòðіëó. ßêà éìîâіðíіñòü òîãî, ùî âñі ïîñòðіëè âèÿâ-
ëÿòüñÿ âëó÷íèìè?

92. Ó ÿùèêó 6 áіëèõ, 3 ÷îðíі і 1 çåëåíà êóëüêà. Íàâìàííÿ 
äâі÷і âèéìàþòü ïî îäíіé êóëüöі і ïîâåðòàþòü їõ íàçàä. ßêà éìî-
âіðíіñòü òîãî, ùî:

1) îáèäâà ðàçè âèéíÿòî çåëåíó êóëüêó;
2) ïåðøèé ðàç âèéíÿòî ÷îðíó êóëüêó, à äðóãèé – çåëåíó;
3) ïåðøèé ðàç âèéíÿòî çåëåíó êóëüêó, à äðóãèé – ÷îðíó;
4) ïåðøèé ðàç âèéíÿòî ÷îðíó êóëüêó, à äðóãèé – áіëó àáî çåëåíó?

93. Îäèí ðàç ïіäêèíóòî ãðàëüíèé êóáèê. Ðîçãëÿäàþòü ïîäії:
A – âèïàëî ïàðíå ÷èñëî; B – âèïàëî ÷èñëî, ìåíøå çà 4. 

Çíàéäіòü: 
1) ;      2) .
94. Çàâîä âèãîòîâëÿє êóáèêè ñèíüîãî òà ÷åðâîíîãî êîëüîðіâ. 

Éìîâіðíіñòü âèãîòîâëåííÿ áðàêîâàíîãî êóáèêà äîðіâíþє 0,004. 

Ñèíіõ êóáèêіâ âèãîòîâëÿþòü  âіä çàãàëüíîї êіëüêîñòі, ðåøòà 

êóáèêіâ – ÷åðâîíі. ßêà éìîâіðíіñòü òîãî, ùî íàâìàííÿ îáðàíèé 
êóáèê ñèíіé і íåáðàêîâàíèé?

95. Ñòðіëåöü ñòðіëÿє ïî ìіøåíі òðè÷і. Éìîâіðíіñòü âëó÷åííÿ 
ïðè êîæíîìó ïîñòðіëі äîðіâíþє 0,7. Çíàéäіòü éìîâіðíіñòü òîãî, 
ùî âëó÷íèìè áóëè ëèøå:

1) ïåðøèé і äðóãèé ïîñòðіëè;      
2) òðåòіé ïîñòðіë.
96. Äâі÷і ïіäêèäàþòü ãðàëüíèé êóáèê. Ðîçãëÿäàєìî ïîäії:
A – ïåðøèé ðàç âèïàëà êіëüêіñòü î÷îê, áіëüøà çà 2;
B – äðóãèé ðàç âèïàëà íåïàðíà êіëüêіñòü î÷îê.
Çíàéäіòü éìîâіðíіñòü ïîäії .
97. Éìîâіðíіñòü âëó÷íîãî ïîñòðіëó äëÿ êîæíîãî ç òðüîõ 

ñòðіëüöіâ äîðіâíþє 0,7. Óñі òðîє ïî îäíîìó ðàçó, íåçàëåæíî îäèí 
âіä îäíîãî, çðîáèëè ïî îäíîìó ïîñòðіëó ïî ìіøåíі. ßêà éìîâіð-
íіñòü òîãî, ùî â ìіøåíü âëó÷èëà õî÷à á îäíà êóëÿ?

98. Ïðèëàä ñêëàäàєòüñÿ ç äâîõ íåçàëåæíèõ áëîêіâ. Éìîâіðíіñòü 
ïîëîìêè ïåðøîãî áëîêó ïðîòÿãîì ìіñÿöÿ äîðіâíþє 0,05, à äðóãî-
ãî – 0,08. Äëÿ òîãî ùîá ïðèëàä çëàìàâñÿ, äîñòàòíüî ïîëîìêè õî÷à 
á îäíîãî áëîêó. Çíàéäіòü éìîâіðíіñòü òîãî, ùî ïðîòÿãîì ìіñÿöÿ:

1) ïðèëàä âèéäå ç ëàäó;
2) ïðèëàä ïðàöþâàòèìå áåç ðåìîíòó.

4) ïåðøèé ðàç âèéíÿòî ÷îðíó êóëüêó, à äðóãèé – áіëó àáî çåëåíó?

A A 
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99. Âіäîìî, ùî ïðè ïіäêèäàííі äâîõ êóáèêіâ íà ïåðøîìó âèïà-
ëà ïàðíà êіëüêіñòü î÷îê, à íà äðóãîìó – íåïàðíà. ßêà éìîâіðíіñòü 
òîãî, ùî ñóìà î÷îê íà êóáèêàõ áіëüøà çà 3, àëå ìåíøà çà 11?

100. Ìîíåòó ïіäêèäàþòü äîòè, äîêè íå âèïàäå ãåðá. ßêà 
éìîâіðíіñòü òîãî, ùî äîâåäåòüñÿ âèêîíàòè íå áіëüøå ÷îòè-
ðüîõ ïіäêèäàíü?

101. Ó äåÿêó öіëü ðîáëÿòü n ïîñòðіëіâ. Êîæíèé ç ïîñòðіëіâ 
íåçàëåæíî îäèí âіä îäíîãî є âëó÷íèì ç éìîâіðíіñòþ 0,7. Äëÿ 
óðàæåííÿ öіëі äîñòàòíüî îäíîãî âëó÷íîãî ïîñòðіëó. Ñêіëüêè òðå-
áà çðîáèòè ïîñòðіëіâ, ùîá ç éìîâіðíіñòþ 0,99 ãàðàíòóâàòè âëó-
÷åííÿ?

102. Âіäîìî, ùî ïðè ïіäêèäàííі äâîõ ãðàëüíèõ êóáèêіâ íå âè-
ïàëî æîäíîї òðіéêè. Ç ÿêîþ éìîâіðíіñòþ ìîæíà ñòâåðäæóâàòè, 
ùî õî÷à á íà îäíîìó ç íèõ âèïàëà øіñòêà?

103. Â îäíîìó ÿùèêó 2 áіëі, 3 ÷îðíі і 5 çåëåíèõ êóëüîê, à â 
іíøîìó – 3 áіëі, 5 ÷îðíèõ і 2 çåëåíі êóëüêè. Íàâìàííÿ áåðóòü ïî 
îäíіé êóëüöі ç êîæíîãî ÿùèêà. ßêà éìîâіðíіñòü òîãî, ùî âîíè:

1) îäíîãî êîëüîðó;      
2) ðіçíîãî êîëüîðó?

До § 21
104. Çàêîí ðîçïîäіëó âèïàäêîâîї âåëè÷èíè çàäàíî ó òàáëèöі:

1) xi 1 2 3 4 5

pi a a 0,2 0,3 0,1

2) xi 2 4 6 8

pi 0,1 a 4a 0,4

Çíàéäіòü a.
105. Çàêîí ðîçïîäіëó âèïàäêîâîї âåëè÷èíè X çàäàíî ó òàáëèöі:

xi 3 4 5 6 7 8

pi 0,1 0,2 0,1 0,15 0,2 0,25

Çíàéäіòü: 1) ;       2) ;       3) ; 
         4) ;     5) ;     6) .

106. Çíàéäіòü ìàòåìàòè÷íå ñïîäіâàííÿ âèïàäêîâîї âåëè÷èíè 
X ç ïîïåðåäíüîї çàäà÷і.

107. Ïðîâîäÿòü îäèí äîñëіä, ó ðåçóëüòàòі ÿêîãî ïîäіÿ A ìîæå 
âіäáóòèñÿ ç éìîâіðíіñòþ 0,9. Ðîçãëÿäàþòü âèïàäêîâó âåëè÷èíó 
X – êіëüêіñòü ïîÿâ ïîäії A ó äàíîìó äîñëіäі. Çíàéäіòü:

1) çàêîí ðîçïîäіëó âèïàäêîâîї âåëè÷èíè X;
2) ìàòåìàòè÷íå ñïîäіâàííÿ âèïàäêîâîї âåëè÷èíè X.

òîãî, ùî ñóìà î÷îê íà êóáèêàõ áіëüøà çà 3, àëå ìåíøà çà 11?

         4) 
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108. Îäíî÷àñíî ïіäêèäàþòü äâà ãðàëüíèõ êóáèêè. Âèïàäêî-
âà âåëè÷èíà X – êіëüêіñòü øіñòîê, ùî âèïàëè. Çíàéäіòü:

1) çàêîí ðîçïîäіëó âèïàäêîâîї âåëè÷èíè X;
2) ;      3) ;      4) M(X).
109. Ó ëîòåðåї ãðàþòü 2000 êâèòêіâ, ñåðåä ÿêèõ 20 êâèòêіâ ïî 

1000 ãðí, 50 êâèòêіâ ïî 500 ãðí, 200 êâèòêіâ ïî 100 ãðí. Çíàé-
äіòü ìàòåìàòè÷íå ñïîäіâàííÿ âèãðàøó íà îäèí áіëåò.

110. Íà ïîëèöі ñòîÿòü 3 ïіäðó÷íèêè ç ôіçèêè і 5 ç õіìії. Ìà-
ðі÷êà âèïàäêîâèì ÷èíîì áåðå ç ïîëèöі äâà ïіäðó÷íèêè. Âè-
ïàäêîâà âåëè÷èíà X – êіëüêіñòü ïіäðó÷íèêіâ ç ôіçèêè ñåðåä 
âçÿòèõ ç ïîëèöі. Çíàéäіòü: 

1) çàêîí ðîçïîäіëó âèïàäêîâîї âåëè÷èíè X;
2) ;   3) ;   4) ;   5) ;   6) M(X).
111. Äâà ñòðіëüöі íåçàëåæíî îäèí âіä îäíîãî ñòðіëÿþòü ïî ìі-

øåíі. Éìîâіðíіñòü âëó÷åííÿ äëÿ ïåðøîãî ñòðіëüöÿ äîðіâíþє 0,7, 
à äëÿ äðóãîãî – 0,6. Âèïàäêîâà âåëè÷èíà X – ñóìàðíà êіëüêіñòü 
âëó÷åíü ó ìіøåíü ó äàíîìó äîñëіäі. Çíàéäіòü: 

1) çàêîí ðîçïîäіëó âèïàäêîâîї âåëè÷èíè X;      2) M(X).

�ëåíà Ñòåïàíіâíà Äóáèí÷óê (1919–
1994) íàðîäèëàñÿ íà Âіííè÷èíі, ó ñòà-
ðîâèííîìó ßìïîëі. Ëþáîâ äî ìàòåìà-

òèêè òà ïåäàãîãіêè їé ïðèùåïèâ її äÿäüêî Âîëîäèìèð 
Òàðàñîâ – ìàòåìàòèê, äèðåêòîð øêîëè, çàñëóæåíèé ó÷èòåëü 
Óêðàїíè. Çàêіí÷èâøè øêîëó âіäìіííèöåþ, Îëüãà âñòóïèëà íà 
ìåõàíіêî-ìàòåìàòè÷íèé ôàêóëüòåò Êèїâñüêîãî óíіâåðñèòåòó 
(íèíі ÊÍÓ іìåíі Òàðàñà Øåâ÷åíêà), à äèïëîì óæå îòðèìóâà-
ëà ó 1941 ðîöі ïіä ñâèñò àâіàöіéíèõ áîìá. 

Ó÷èòåëþâàëà íà Êèїâùèíі, à ç 1951 ðîêó é äî 
îñòàííіõ ñâîїõ äíіâ æèëà іíòåðåñàìè ÍÄІ ïåäà-
ãîãіêè Óêðàїíè, êîëî її íàóêîâèõ іíòåðåñіâ – 
ìåòîäèêà íàâ÷àííÿ ìàòåìàòèêè. Îëåíà Ñòå-
ïàíіâíà çíàíà ó ñâіòі, àäæå її êíèæêè âèõîäèëè 
äðóêîì ó Áîëãàðії, Ïîëüùі і Ðîñії, à óêðàїíñüêі 
ñòàðøîêëàñíèêè áàãàòî ðîêіâ ó÷èëèñÿ çà ïіä-
ðó÷íèêîì ç àëãåáðè і ïî÷àòêіâ àíàëіçó, ñïіâàâ-
òîðîì ÿêîãî áóëà Îëåíà Ñòåïàíіâíà. 

Ïіä êåðіâíèöòâîì Î.Ñ. Äóáèí÷óê çàõèñòèëè äèñåðòàöії і 
ñòàëè êàíäèäàòàìè íàóê 25 âèõîâàíöіâ її íàóêîâîї øêîëè. 
Îëåíі Ñòåïàíіâíі áóëà ïðèòàìàííà âèíÿòêîâà ñêðîìíіñòü. 
Íàñïðàâäі ó÷íіâ і ïîñëіäîâíèêіâ ó Îëåíè Ñòåïàíіâíè áóëî íà-
áàãàòî áіëüøå. Âîíà çàâæäè ïіäêðåñëþâàëà, ùî ùå ìàëî çðî-
áèëà â ïåäàãîãі÷íіé íàóöі, ùî ãîëîâíå – ïîïåðåäó. Ó її äîðîáêó 
ïîíàä 200 íàóêîâèõ ïðàöü.

Îëåíó Ñòåïàíіâíó Äóáèí÷óê çà її âàãîìèé âíåñîê â óêðàїí-
ñüêó ïåäàãîãі÷íó і ìàòåìàòè÷íó íàóêó âіäçíà÷åíî áàãàòüìà 
äåðæàâíèìè íàãîðîäàìè.
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äіòü ìàòåìàòè÷íå ñïîäіâàííÿ âèãðàøó íà îäèí áіëåò.

�ëåíà Ñòåïàíіâíà Äóáèí÷óê (1919–
1994) íàðîäèëàñÿ íà Âіííè÷èíі, ó ñòà-
ðîâèííîìó ßìïîëі. Ëþáîâ äî ìàòåìà-

òèêè òà ïåäàãîãіêè їé ïðèùåïèâ її äÿäüêî Âîëîäèìèð 
Òàðàñîâ – ìàòåìàòèê, äèðåêòîð øêîëè, çàñëóæåíèé ó÷èòåëü 
Óêðàїíè. Çàêіí÷èâøè øêîëó âіäìіííèöåþ, Îëüãà âñòóïèëà íà 
ìåõàíіêî-ìàòåìàòè÷íèé ôàêóëüòåò Êèїâñüêîãî óíіâåðñèòåòó 
(íèíі ÊÍÓ іìåíі Òàðàñà Øåâ÷åíêà), à äèïëîì óæå îòðèìóâà-
ëà ó 1941 ðîöі ïіä ñâèñò àâіàöіéíèõ áîìá. 

Ó÷èòåëþâàëà íà Êèїâùèíі, à ç 1951 ðîêó é äî 
îñòàííіõ ñâîїõ äíіâ æèëà іíòåðåñàìè ÍÄІ ïåäà-
ãîãіêè Óêðàїíè, êîëî її íàóêîâèõ іíòåðåñіâ – 
ìåòîäèêà íàâ÷àííÿ ìàòåìàòèêè. Îëåíà Ñòå-
ïàíіâíà çíàíà ó ñâіòі, àäæå її êíèæêè âèõîäèëè 
äðóêîì ó Áîëãàðії, Ïîëüùі і Ðîñії, à óêðàїíñüêі 
ñòàðøîêëàñíèêè áàãàòî ðîêіâ ó÷èëèñÿ çà ïіä-
ðó÷íèêîì ç àëãåáðè і ïî÷àòêіâ àíàëіçó, ñïіâàâ-
òîðîì ÿêîãî áóëà Îëåíà Ñòåïàíіâíà. 

Ïіä êåðіâíèöòâîì Î.Ñ. Äóáèí÷óê çàõèñòèëè äèñåðòàöії і 
ñòàëè êàíäèäàòàìè íàóê 25 âèõîâàíöіâ її íàóêîâîї øêîëè. 
Îëåíі Ñòåïàíіâíі áóëà ïðèòàìàííà âèíÿòêîâà ñêðîìíіñòü. 
Íàñïðàâäі ó÷íіâ і ïîñëіäîâíèêіâ ó Îëåíè Ñòåïàíіâíè áóëî íà-
áàãàòî áіëüøå. Âîíà çàâæäè ïіäêðåñëþâàëà, ùî ùå ìàëî çðî-
áèëà â ïåäàãîãі÷íіé íàóöі, ùî ãîëîâíå – ïîïåðåäó. Ó її äîðîáêó 
ïîíàä 200 íàóêîâèõ ïðàöü.

Îëåíó Ñòåïàíіâíó Äóáèí÷óê çà її âàãîìèé âíåñîê â óêðàїí-
ñüêó ïåäàãîãі÷íó і ìàòåìàòè÷íó íàóêó âіäçíà÷åíî áàãàòüìà 
äåðæàâíèìè íàãîðîäàìè.

Óêðàїíè. Çàêіí÷èâøè øêîëó âіäìіííèöåþ, Îëüãà âñòóïèëà íà 

äðóêîì ó Áîëãàðії, Ïîëüùі і Ðîñії, à óêðàїíñüêі 
ñòàðøîêëàñíèêè áàãàòî ðîêіâ ó÷èëèñÿ çà ïіä-
ðó÷íèêîì ç àëãåáðè і ïî÷àòêіâ àíàëіçó, ñïіâàâ-

äðóêîì ó Áîëãàðії, Ïîëüùі і Ðîñії, à óêðàїíñüêі 

Òàðàñîâ – ìàòåìàòèê, äèðåêòîð øêîëè, çàñëóæåíèé ó÷èòåëü 
Óêðàїíè. Çàêіí÷èâøè øêîëó âіäìіííèöåþ, Îëüãà âñòóïèëà íà 
ìåõàíіêî-ìàòåìàòè÷íèé ôàêóëüòåò Êèїâñüêîãî óíіâåðñèòåòó ìåõàíіêî-ìàòåìàòè÷íèé ôàêóëüòåò Êèїâñüêîãî óíіâåðñèòåòó ìåõàíіêî-ìàòåìàòè÷íèé ôàêóëüòåò Êèїâñüêîãî óíіâåðñèòåòó ìåõàíіêî-ìàòåìàòè÷íèé ôàêóëüòåò Êèїâñüêîãî óíіâåðñèòåòó 
(íèíі ÊÍÓ іìåíі Òàðàñà Øåâ÷åíêà), à äèïëîì óæå îòðèìóâà-
ìåõàíіêî-ìàòåìàòè÷íèé ôàêóëüòåò Êèїâñüêîãî óíіâåðñèòåòó 
(íèíі ÊÍÓ іìåíі Òàðàñà Øåâ÷åíêà), à äèïëîì óæå îòðèìóâà-
ìåõàíіêî-ìàòåìàòè÷íèé ôàêóëüòåò Êèїâñüêîãî óíіâåðñèòåòó ìåõàíіêî-ìàòåìàòè÷íèé ôàêóëüòåò Êèїâñüêîãî óíіâåðñèòåòó 
(íèíі ÊÍÓ іìåíі Òàðàñà Øåâ÷åíêà), à äèïëîì óæå îòðèìóâà-
ëà ó 1941 ðîöі ïіä ñâèñò àâіàöіéíèõ áîìá. 

Ó÷èòåëþâàëà íà Êèїâùèíі, à ç 1951 ðîêó é äî 

ìåõàíіêî-ìàòåìàòè÷íèé ôàêóëüòåò Êèїâñüêîãî óíіâåðñèòåòó ìåõàíіêî-ìàòåìàòè÷íèé ôàêóëüòåò Êèїâñüêîãî óíіâåðñèòåòó 
(íèíі ÊÍÓ іìåíі Òàðàñà Øåâ÷åíêà), à äèïëîì óæå îòðèìóâà-(íèíі ÊÍÓ іìåíі Òàðàñà Øåâ÷åíêà), à äèïëîì óæå îòðèìóâà-
ëà ó 1941 ðîöі ïіä ñâèñò àâіàöіéíèõ áîìá. ëà ó 1941 ðîöі ïіä ñâèñò àâіàöіéíèõ áîìá. ëà ó 1941 ðîöі ïіä ñâèñò àâіàöіéíèõ áîìá. ëà ó 1941 ðîöі ïіä ñâèñò àâіàöіéíèõ áîìá. 

Ó÷èòåëþâàëà íà Êèїâùèíі, à ç 1951 ðîêó é äî 
ëà ó 1941 ðîöі ïіä ñâèñò àâіàöіéíèõ áîìá. ëà ó 1941 ðîöі ïіä ñâèñò àâіàöіéíèõ áîìá. 

Ó÷èòåëþâàëà íà Êèїâùèíі, à ç 1951 ðîêó é äî Ó÷èòåëþâàëà íà Êèїâùèíі, à ç 1951 ðîêó é äî 
îñòàííіõ ñâîїõ äíіâ æèëà іíòåðåñàìè ÍÄІ ïåäà-îñòàííіõ ñâîїõ äíіâ æèëà іíòåðåñàìè ÍÄІ ïåäà-îñòàííіõ ñâîїõ äíіâ æèëà іíòåðåñàìè ÍÄІ ïåäà-

ïàíіâíà çíàíà ó ñâіòі, àäæå її êíèæêè âèõîäèëè 
ìåòîäèêà íàâ÷àííÿ ìàòåìàòèêè. Îëåíà Ñòå-ìåòîäèêà íàâ÷àííÿ ìàòåìàòèêè. Îëåíà Ñòå-
ãîãіêè Óêðàїíè, êîëî її íàóêîâèõ іíòåðåñіâ – ãîãіêè Óêðàїíè, êîëî її íàóêîâèõ іíòåðåñіâ – ãîãіêè Óêðàїíè, êîëî її íàóêîâèõ іíòåðåñіâ – 
îñòàííіõ ñâîїõ äíіâ æèëà іíòåðåñàìè ÍÄІ ïåäà-îñòàííіõ ñâîїõ äíіâ æèëà іíòåðåñàìè ÍÄІ ïåäà-îñòàííіõ ñâîїõ äíіâ æèëà іíòåðåñàìè ÍÄІ ïåäà-îñòàííіõ ñâîїõ äíіâ æèëà іíòåðåñàìè ÍÄІ ïåäà-îñòàííіõ ñâîїõ äíіâ æèëà іíòåðåñàìè ÍÄІ ïåäà-

ëà ó 1941 ðîöі ïіä ñâèñò àâіàöіéíèõ áîìá. ëà ó 1941 ðîöі ïіä ñâèñò àâіàöіéíèõ áîìá. ëà ó 1941 ðîöі ïіä ñâèñò àâіàöіéíèõ áîìá. ëà ó 1941 ðîöі ïіä ñâèñò àâіàöіéíèõ áîìá. 
(íèíі ÊÍÓ іìåíі Òàðàñà Øåâ÷åíêà), à äèïëîì óæå îòðèìóâà-(íèíі ÊÍÓ іìåíі Òàðàñà Øåâ÷åíêà), à äèïëîì óæå îòðèìóâà-

Òàðàñîâ – ìàòåìàòèê, äèðåêòîð øêîëè, çàñëóæåíèé ó÷èòåëü 
Óêðàїíè. Çàêіí÷èâøè øêîëó âіäìіííèöåþ, Îëüãà âñòóïèëà íà 
Òàðàñîâ – ìàòåìàòèê, äèðåêòîð øêîëè, çàñëóæåíèé ó÷èòåëü 
Óêðàїíè. Çàêіí÷èâøè øêîëó âіäìіííèöåþ, Îëüãà âñòóïèëà íà 
Òàðàñîâ – ìàòåìàòèê, äèðåêòîð øêîëè, çàñëóæåíèé ó÷èòåëü 
Óêðàїíè. Çàêіí÷èâøè øêîëó âіäìіííèöåþ, Îëüãà âñòóïèëà íà 

(íèíі ÊÍÓ іìåíі Òàðàñà Øåâ÷åíêà), à äèïëîì óæå îòðèìóâà-
ëà ó 1941 ðîöі ïіä ñâèñò àâіàöіéíèõ áîìá. ëà ó 1941 ðîöі ïіä ñâèñò àâіàöіéíèõ áîìá. 
(íèíі ÊÍÓ іìåíі Òàðàñà Øåâ÷åíêà), à äèïëîì óæå îòðèìóâà-(íèíі ÊÍÓ іìåíі Òàðàñà Øåâ÷åíêà), à äèïëîì óæå îòðèìóâà-(íèíі ÊÍÓ іìåíі Òàðàñà Øåâ÷åíêà), à äèïëîì óæå îòðèìóâà-

îñòàííіõ ñâîїõ äíіâ æèëà іíòåðåñàìè ÍÄІ ïåäà-
ãîãіêè Óêðàїíè, êîëî її íàóêîâèõ іíòåðåñіâ – 
îñòàííіõ ñâîїõ äíіâ æèëà іíòåðåñàìè ÍÄІ ïåäà-
ãîãіêè Óêðàїíè, êîëî її íàóêîâèõ іíòåðåñіâ – ãîãіêè Óêðàїíè, êîëî її íàóêîâèõ іíòåðåñіâ – ãîãіêè Óêðàїíè, êîëî її íàóêîâèõ іíòåðåñіâ – 
ìåòîäèêà íàâ÷àííÿ ìàòåìàòèêè. Îëåíà Ñòå-
ãîãіêè Óêðàїíè, êîëî її íàóêîâèõ іíòåðåñіâ – 
ìåòîäèêà íàâ÷àííÿ ìàòåìàòèêè. Îëåíà Ñòå-ìåòîäèêà íàâ÷àííÿ ìàòåìàòèêè. Îëåíà Ñòå-ìåòîäèêà íàâ÷àííÿ ìàòåìàòèêè. Îëåíà Ñòå-
ïàíіâíà çíàíà ó ñâіòі, àäæå її êíèæêè âèõîäèëè 
ìåòîäèêà íàâ÷àííÿ ìàòåìàòèêè. Îëåíà Ñòå-
ïàíіâíà çíàíà ó ñâіòі, àäæå її êíèæêè âèõîäèëè ïàíіâíà çíàíà ó ñâіòі, àäæå її êíèæêè âèõîäèëè ïàíіâíà çíàíà ó ñâіòі, àäæå її êíèæêè âèõîäèëè 

ëà ó 1941 ðîöі ïіä ñâèñò àâіàöіéíèõ áîìá. ëà ó 1941 ðîöі ïіä ñâèñò àâіàöіéíèõ áîìá. ëà ó 1941 ðîöі ïіä ñâèñò àâіàöіéíèõ áîìá. ëà ó 1941 ðîöі ïіä ñâèñò àâіàöіéíèõ áîìá. 

ïàíіâíà çíàíà ó ñâіòі, àäæå її êíèæêè âèõîäèëè 
äðóêîì ó Áîëãàðії, Ïîëüùі і Ðîñії, à óêðàїíñüêі 
ïàíіâíà çíàíà ó ñâіòі, àäæå її êíèæêè âèõîäèëè 
äðóêîì ó Áîëãàðії, Ïîëüùі і Ðîñії, à óêðàїíñüêі 
ïàíіâíà çíàíà ó ñâіòі, àäæå її êíèæêè âèõîäèëè 
äðóêîì ó Áîëãàðії, Ïîëüùі і Ðîñії, à óêðàїíñüêі 
ïàíіâíà çíàíà ó ñâіòі, àäæå її êíèæêè âèõîäèëè 
äðóêîì ó Áîëãàðії, Ïîëüùі і Ðîñії, à óêðàїíñüêі 

Óêðàїíêè ó ñâіòі
Óêðàїíêè ó ñâіòі
Óêðàїíêè ó ñâіòі
Óêðàїíêè ó ñâіòі
Óêðàїíêè ó ñâіòі
Óêðàїíêè ó ñâіòі
Óêðàїíêè ó ñâіòі
Óêðàїíêè ó ñâіòі
Óêðàїíêè ó ñâіòі
Óêðàїíêè ó ñâіòі
Óêðàїíêè ó ñâіòі
Óêðàїíêè ó ñâіòі
Óêðàїíêè ó ñâіòі
Óêðàїíêè ó ñâіòі
Óêðàїíêè ó ñâіòі
Óêðàїíêè ó ñâіòі
Óêðàїíêè ó ñâіòі
Óêðàїíêè ó ñâіòі
Óêðàїíêè ó ñâіòі
Óêðàїíêè ó ñâіòі
Óêðàїíêè ó ñâіòі
Óêðàїíêè ó ñâіòі
Óêðàїíêè ó ñâіòі
Óêðàїíêè ó ñâіòі
Óêðàїíêè ó ñâіòі
Óêðàїíêè ó ñâіòі
Óêðàїíêè ó ñâіòі
Óêðàїíêè ó ñâіòі
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ÐÎÇÄІË4 ÐІÂÍßÍÍß, ÍÅÐІÂÍÎÑÒІ 
ÒÀ ЇÕ ÑÈÑÒÅÌÈ. 
ÓÇÀÃÀËÜÍÅÍÍß 

ÒÀ ÑÈÑÒÅÌÀÒÈÇÀÖІß 
ÍÀÂ×ÀËÜÍÎÃÎ 

ÌÀÒÅÐІÀËÓ

 У ЦЬОМУ РОЗДІЛІ ВИ...
  пригадаєте основні методи розв’язування рівнянь і нерівно-

стей, систем рівнянь і нерівностей, задач з параметрами, 
текстових і прикладних задач.

МЕТОДИ РОЗВ’ЯЗУВАННЯ РІВНЯНЬ 
З ОДНІЄЮ ЗМІННОЮ 

Ïðèãàäàєìî îñíîâíі ìåòîäè ðîçâ’ÿçóâàííÿ ðіâíÿíü ç îäíієþ 
çìіííîþ.

Îäíèì ç íàéïîøèðåíіøèõ ìåòîäіâ 
ðîçâ’ÿçóâàííÿ ðіâíÿíü є ìåòîä ðіâíî-
ñèëüíèõ ïåðåòâîðåíü. Ðîçãëÿíåìî äâà 

ïіäõîäè öüîãî ìåòîäó.
Ïåðøèé ïîëÿãàє â òîìó, ùî íà ïî÷àòêó ðîçâ’ÿçóâàííÿ ðіâ-

íÿííÿ çíàõîäèìî îáëàñòü äîïóñòèìèõ çíà÷åíü çìіííîї â ðіâíÿí-
íі (ÎÄÇ). ßê ïðàâèëî, öå ïåâíà ñèñòåìà óìîâ (ðіâíÿíü ÷è íå-
ðіâíîñòåé) äëÿ çìіííîї, òîáòî ïåâíі îáìåæåííÿ äëÿ її çíà÷åíü. 
Äàëі ðîçâ’ÿçóєìî ðіâíÿííÿ çàëåæíî âіä éîãî òèïó àáî âèãëÿäó 
âіäîìèì íàì äëÿ öüîãî âèäó ðіâíÿíü ñïîñîáîì, à îòðèìàíі êîðå-
íі ïåðåâіðÿєìî íà íàëåæíіñòü ÎÄÇ. Ñëіä çàçíà÷èòè, ùî ñèñòåìó 
óìîâ, ÿêîþ ìè çàäàâàëè ÎÄÇ, îñîáëèâî òîäі, êîëè çíàõîäæåííÿ 
çíà÷åíü çìіííîї ç òàêèõ óìîâ є äîñèòü ãðîìіçäêèì, íåîáîâ’ÿçêî-
âî ðîçâ’ÿçóâàòè. Äîñòàòíüî ëèøå ïåðåñâіä÷èòèñÿ, ùî îòðèìàíі 
êîðåíі çàäîâîëüíÿþòü öþ ñèñòåìó óìîâ.

Äðóãèé ïіäõіä ïîëÿãàє â òîìó, ùî ïî÷àòêîâå ðіâíÿííÿ çàìі-
íþþòü íà ïåâíó ñèñòåìó óìîâ (ðіâíÿíü, íåðіâíîñòåé òîùî), îäíà 
ç ÿêèõ є ðіâíÿííÿì-íàñëіäêîì (àáî ñóêóïíіñòþ ðіâíÿíü-íàñëіä-
êіâ) ïî÷àòêîâîãî ðіâíÿííÿ, à âñі іíøі óìîâè çàäàþòü ÎÄÇ çìіí-

МЕТОДИ РОЗВ’ЯЗУВАННЯ РІВНЯНЬ МЕТОДИ РОЗВ’ЯЗУВАННЯ РІВНЯНЬ 
З ОДНІЄЮ ЗМІННОЮ § 22. § 22. § 22. § 22. § 22. § 22. § 22. § 22. § 22. § 22. § 22. § 22. § 22. § 22. § 22. § 22. § 22. § 22. 

1. Ðіâíîñèëüíі 
ïåðåòâîðåííÿ
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íîї öüîãî ðіâíÿííÿ. Òîáòî ñóòü öüîãî ïіäõîäó ïîëÿãàє ó çàìіíі 
ïî÷àòêîâîãî ðіâíÿííÿ ðіâíîñèëüíîþ éîìó ñèñòåìîþ óìîâ (ðіâ-
íÿíü, íåðіâíîñòåé òîùî). Ðîçâ’ÿçêè òàêîї ñèñòåìè і áóäóòü êîðå-
íÿìè ïî÷àòêîâîãî ðіâíÿííÿ. 

Ðîçãëÿíåìî îáèäâà ïіäõîäè íà ïðèêëàäàõ.

Ðîçâ’ÿçàòè ðіâíÿííÿ 
Ð î ç â ’ ÿ ç à í í ÿ. ÎÄÇ: õ J 0. Íà ÎÄÇ ðіâíÿííÿ ðіâíîñèëüíå 
ðіâíÿííþ õ2 + 2õ – 3 = 0, êîðåíі ÿêîãî õ1 = –3; õ2 = 1, ïðè÷îìó 
äðóãèé êîðіíü íå çàäîâîëüíÿє ÎÄÇ. Îòæå, –3 – єäèíèé êîðіíü 
ïî÷àòêîâîãî ðіâíÿííÿ.
Â і ä ï î â і ä ü. –3.

Ðîçâ’ÿçàòè ðіâíÿííÿ 

Ð î ç â ’ ÿ ç à í í ÿ. Ïåðåïèøåìî ðіâíÿííÿ ó âèãëÿäі: 
, ùîá îáèäâі éîãî ÷àñòèíè ñòàëè íåâіä’єìíè-

ìè. Ìåòîä ðîçâ’ÿçóâàííÿ öüîãî ðіâíÿííÿ ïîëÿãàє â ïіäíåñåííі 
äî êâàäðàòà ëіâîї і ïðàâîї éîãî ÷àñòèí, ÿêі є íåâіä’єìíèìè ÷èñ-
ëàìè ïðè âñіõ äîïóñòèìèõ çíà÷åííÿõ çìіííîї õ. 
Ùîá çàáåçïå÷èòè ðіâíîñèëüíіñòü òàêîãî ïåðå òâîðåííÿ, çàìіíè-
ìî îòðèìàíå ðіâíÿííÿ ðіâíîñèëüíîþ éîìó ñèñòåìîþ óìîâ, ùî 
âðàõîâóє ÎÄÇ çìіííîї â ðіâíÿííі. Ìàєìî:

  

Ðіâíÿííÿ , ó ñâîþ ÷åðãó, ðіâíîñèëüíå ñèñòåìі 

 Òîìó ìàєìî ñèñòåìó:

    

Îñêіëüêè îáèäâà êîðåíі ðіâíÿííÿ çàäîâîëüíÿþòü óìîâó , 

òî ÷èñëà 1 òà  є êîðåíÿìè ïî÷àòêîâîãî ðіâíÿííÿ.

Â і ä ï î â і ä ü. 1; .

Приклад 1.

Приклад 2.
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Рівняння, нерівності та їх системи. ɍзагальнення та систематизація...

Íåõàé ìàєìî ðіâíÿííÿ f(õ) = 0, ëіâó 
÷àñòèíó ÿêîãî ìîæíà ðîçêëàñòè íà 
ìíîæíèêè, òîáòî çâåñòè äî âèãëÿäó:

f1(õ) · f2(õ) · ... · fn(õ) = 0.
Îñêіëüêè äîáóòîê êіëüêîõ ìíîæíèêіâ äîðіâíþє íóëþ, ÿêùî 

äîðіâíþє íóëþ õî÷à á îäèí ç ìíîæíèêіâ, òî äàëі ðîçâ’ÿçóєìî 
êîæíå ç ðіâíÿíü f1(õ) = 0; f2(õ) = 0; ...; fn(õ) = 0 òà ïåðåâіðÿєìî, 
÷è íàëåæàòü îòðèìàíі êîðåíі öèõ ðіâíÿíü îáëàñòі äîïóñòèìèõ 
çíà÷åíü çìіííîї ïî÷àòêîâîãî ðіâíÿííÿ.

Ðîçâ’ÿçàòè ðіâíÿííÿ sinõ – sin2õ + sin3õ = 0.

Ð î ç â ’ ÿ ç à í í ÿ. ÎÄÇ: õ ∈ R. Ìàєìî: 
(sinõ + sin3õ) – sin2õ = 0;

2sin2xcosx – sin2x = 0; 
sin2x(2cosx – 1) = 0;

Â і ä ï î â і ä ü. 

Óâåäåííÿ íîâîї çìіííîї â ðіâíÿííі, 
іíàêøå êàæó÷è, çàìіíà çìіííîї, îäèí 
ç íàé÷àñòіøå âæèâàíèõ ïіäõîäіâ äî 

ðîçâ’ÿçóâàííÿ ðіâíÿíü. Öå çóìîâëåíå òèì, ùî öåé ìåòîä ìîæíà 
âäàëî çàñòîñóâàòè äî øèðîêîãî êëàñó ðіâíÿíü ç àáñîëþòíî ðіçíèõ 
ðîçäіëіâ ìàòåìàòèêè. Éîãî çàñòîñîâóþòü і äëÿ ðàöіîíàëüíèõ ðіâ-
íÿíü âèùèõ ñòåïåíіâ, äå ââåäåííÿ íîâîї çìіííîї äàє çìîãó ïîíè-
çèòè ñòåïіíü ðіâíÿííÿ òà çâåñòè éîãî äî ðіâíÿííÿ, ùî є êâàäðàò-
íèì àáî ìîæå áóòè çâåäåíå äî êâàäðàòíîãî. Çàìіíó çìіííîї 
âèêîðèñòîâóþòü òàêîæ äëÿ ðîçâ’ÿçóâàííÿ òðèãîíîìåòðè÷íèõ, 
іððàöіîíàëüíèõ і òðàíñöåíäåíòíèõ (ïîêàçíèêîâèõ, ëîãàðèôìі÷-
íèõ òîùî) ðіâíÿíü. Óâåäåííÿ íîâîї çìіííîї äîïîìàãàє çâåñòè öі 
ðіâíÿííÿ äî ðàöіîíàëüíèõ ðіâíÿíü, à ïîòіì і äî íàéïðîñòіøèõ, ó 
ïîðіâíÿííі ç ïî÷àòêîâèìè, òðèãîíîìåòðè÷íèõ, іððàöіîíàëüíèõ 
àáî òðàíñöåíäåíòíèõ ðіâíÿíü (àáî їõ ñóêóïíîñòåé). 

Ïðèãàäàєìî, ÿê çàñòîñîâóþòü öåé ìåòîä, íà ïðèêëàäàõ.

Ðîçâ’ÿçàòè ðіâíÿííÿ (õ2 – 6õ)2 – 2(õ – 3)2 = 81.

Ð î ç â ’ ÿ ç à í í ÿ. ßêùî ðîçêðèòè äóæêè, òî îòðèìàєìî ðàöіî-
íàëüíå ðіâíÿííÿ ÷åòâåðòîãî ñòåïåíÿ. 
Ïіäíåñåìî äðóãèé äîäàíîê ëіâîї ÷àñòèíè ðіâíÿííÿ äî êâàäðàòà, 
îòðèìàєìî ðіâíÿííÿ: (õ2 – 6õ)2 – 2(õ2 – 6õ + 9) = 81.

2. Ìåòîä ðîçêëàäàííÿ 
íà ìíîæíèêè

Приклад 3.

3. Óâåäåííÿ íîâîї 
çìіííîї

Приклад 4.
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Ïîíèçèìî ñòåïіíü ðіâíÿííÿ ââåäåííÿì íîâîї çìіííîї.
Íåõàé õ2 – 6õ = t. Ìàєìî ðіâíÿííÿ: t2 – 2(t + 9) = 81, òîáòî 
t2 – 2t – 99 = 0, îòæå, t1 = –9, t2 = 11. Ïîâåðòàєìîñÿ äî çàìіíè:
1) t = –9, òîäі õ2 – 6õ = –9, òîáòî õ2 – 6õ + 9 = 0, îòæå, õ = 3;
2) t = 11, òîäі õ2 – 6õ = 11, òîáòî õ2 – 6õ – 11 = 0, îòæå, 

õ = .
Â і ä ï î â і ä ü. 3; .

Ðîçâ’ÿçàòè ðіâíÿííÿ lg4(õ + 2)2 + lg2(õ + 2)3 = 25.
Ð î ç â ’ ÿ ç à í í ÿ. Ìàєìî ëîãàðèôìі÷íå ðіâíÿííÿ, ÎÄÇ: õ > –2. 
Âðàõîâóþ÷è ÎÄÇ, ñïðîñòèìî êîæíèé ç äîäàíêіâ ëіâîї ÷àñòèíè 
ðіâíÿííÿ: 
lg4(õ + 2)2 = (lg(õ + 2)2)4 = (2lg|õ + 2|)4 = 16lg4(õ + 2);
lg2(õ + 2)3 = (lg(õ + 2)3)2 = (3lg(õ + 2))2 = 9lg2(õ + 2).
Òîäі îòðèìàєìî ðіâíÿííÿ 16lg4(õ + 2) + 9lg2(õ + 2) – 25 = 0.
Ââåäåìî íîâó çìіííó, ùîá çâåñòè öå ðіâíÿííÿ äî êâàäðàòíîãî.
Íåõàé lg2(õ + 2) = t, äå t I 0, ìàєìî ðіâíÿííÿ: 16t2 + 9t – 25 = 0, 

çâіäêè t1 = 1; , àëå t2 íå çàäîâîëüíÿє óìîâó t I 0.

Ïîâåðòàєìîñÿ äî çàìіíè: lg2(õ + 2) = 1, çâіäñè 

òîäі  îòæå,       Â і ä ï î â і ä ü. 8; –1,9.

Іíîäі ðіâíÿííÿ äîöіëüíî ðîçâ’ÿçó-
âàòè, çàñòîñîâóþ÷è âëàñòèâîñòі ôóíê-
öіé, ùî є ëіâîþ і ïðàâîþ ÷àñòèíàìè 

äàíîãî ðіâíÿííÿ àáî ðіâíÿííÿ, äî ÿêîãî éîãî ìîæíà çâåñòè ðіâíî-
ñèëüíèìè ïåðåòâîðåííÿìè.

Ðîçãëÿíåìî ïðèêëàäè ðіâíÿíü òà âèïàäêè, êîëè äîöіëüíî çà-
ñòîñîâóâàòè âëàñòèâîñòі ôóíêöіé.

Ïðèïóñòèìî, ùî ÎÄÇ çìіííîї â ðіâíÿííі є ïîðîæíüîþ ìíî-
æèíîþ. Òîäі, âðàõîâóþ÷è, ùî êîðåíі ðіâíÿííÿ ìàþòü íàëåæàòè 
ÎÄÇ, äîõîäèìî âèñíîâêó, ùî 

ÿêùî ÎÄÇ çìіííîї â ðіâíÿííі є ïîðîæíüîþ ìíîæèíîþ, òî 
ðіâíÿííÿ êîðåíіâ íå ìàє.

Ðîçâ’ÿçàòè ðіâíÿííÿ .
Ð î ç â ’ ÿ ç à í í ÿ. ÎÄÇ çìіííîї â ðіâíÿííі çíàéäåìî іç ñèñòåìè 

 òîáòî  Î÷åâèäíî, ùî ñèñòåìà íå ìàє ðîçâ’ÿç-

êіâ, îòæå, ÎÄÇ çìіííîї â ðіâíÿííі є ïîðîæíüîþ ìíîæèíîþ 
(íå ìіñòèòü æîäíîãî ÷èñëà), òîìó ðіâíÿííÿ êîðåíіâ íå ìàє.
Â і ä ï î â і ä ü. Êîðåíіâ íåìàє.

Приклад 5.

4. Çàñòîñóâàííÿ 
âëàñòèâîñòåé ôóíêöіé

ÿêùî ÎÄÇ çìіííîї â ðіâíÿííі є ïîðîæíüîþ ìíîæèíîþ, òî 
ðіâíÿííÿ êîðåíіâ íå ìàє.

ÎÄÇ, äîõîäèìî âèñíîâêó, ùî 

ÿêùî ÎÄÇ çìіííîї â ðіâíÿííі є ïîðîæíüîþ ìíîæèíîþ, òî 
ðіâíÿííÿ êîðåíіâ íå ìàє.

Приклад 6.
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Ïðèïóñòèìî, ùî ÎÄÇ çìіííîї â ðіâíÿííі є ñêіí÷åííîþ ìíîæè-
íîþ, òîáòî ÎÄÇ ìіñòèòü óñüîãî êіëüêà ÷èñåë. Òîäі

ùîá çíàéòè êîðåíі ðіâíÿííÿ, äîñòàòíüî â ðіâíÿííÿ çàìіñòü 
çìіííîї ïіäñòàâèòè ÷èñëà ç ÎÄÇ òà âèáðàòè ç íèõ òі, ùî ïå-
ðåòâîðÿòü ðіâíÿííÿ â ïðàâèëüíó ÷èñëîâó ðіâíіñòü.

Ðîçâ’ÿçàòè ðіâíÿííÿ .
Ð î ç â ’ ÿ ç à í í ÿ. ÎÄÇ çíàéäåìî іç ñèñòåìè íåðіâíîñòåé: 

 òîáòî  çâіäêè ìàєìî: , òîáòî . 

Îòæå, ÎÄÇ ìіñòèòü âñüîãî äâà ÷èñëà. Ïåðåâіðèìî, ÷è є âîíè 
êîðåíÿìè ðіâíÿííÿ.
Íåõàé , òîäі , òîìó 1 – íå є êîðåíåì 
ðіâíÿííÿ.
Íåõàé , òîäі , òîáòî 0 = 0, 
òîìó  – êîðіíü ðіâíÿííÿ.
Â і ä ï î â і ä ü. .

Ðîçãëÿíåìî, ÿê ðîçâ’ÿçóâàòè ðіâíÿííÿ âèãëÿäó f(x) = g(x) çà 
äîïîìîãîþ îöіíþâàííÿ ëіâîї і ïðàâîї ÷àñòèí ðіâíÿííÿ. 

ßêùî ó ðіâíÿííі f(x) = g(x) äëÿ âñіõ x ∈ ÎÄÇ ìàєìî: 
f(x) I a, g(x) < a (äå a – äåÿêå ÷èñëî), òî ðіâíÿííÿ íå ìàє 
êîðåíіâ.

Ðîçâ’ÿçàòè ðіâíÿííÿ .
Ð î ç â ’ ÿ ç à í í ÿ. Îñêіëüêè  äëÿ x ∈ R, òî  . 
Ç іíøîãî áîêó, . 
Îòæå, , à , òîìó ðіâíÿííÿ êîðåíіâ íå ìàє.
Â і ä ï î â і ä ü. Êîðåíіâ íåìàє.

ßêùî ó ðіâíÿííі f(x) = g(x) ìàєìî f(x) I a, g(x) J a äëÿ 
âñіõ x ∈ ÎÄÇ, òî ðіâíÿííÿ ðіâíîñèëüíå ñèñòåìі ðіâíÿíü 

Ðîçâ’ÿçàòè ðіâíÿííÿ .

Ð î ç â ’ ÿ ç à í í ÿ. ÎÄÇ: x ∈ R. Îöіíèìî ëіâó ÷àñòèíó ðіâíÿí-
íÿ: , òîìó . Îöіíèìî ïðàâó ÷àñòèíó ðіâíÿííÿ: 

, òîìó . Îòæå,  і , òîìó 

ïî÷àòêîâå ðіâíÿííÿ ðіâíîñèëüíå ñèñòåìі ðіâíÿíü

 çâіäêè  îòæå, .      Â і ä ï î â і ä ü. 0.

ùîá çíàéòè êîðåíі ðіâíÿííÿ, äîñòàòíüî â ðіâíÿííÿ çàìіñòü 
çìіííîї ïіäñòàâèòè ÷èñëà ç ÎÄÇ òà âèáðàòè ç íèõ òі, ùî ïå-
ðåòâîðÿòü ðіâíÿííÿ â ïðàâèëüíó ÷èñëîâó ðіâíіñòü.

íîþ, òîáòî ÎÄÇ ìіñòèòü óñüîãî êіëüêà ÷èñåë. Òîäі

ùîá çíàéòè êîðåíі ðіâíÿííÿ, äîñòàòíüî â ðіâíÿííÿ çàìіñòü 
çìіííîї ïіäñòàâèòè ÷èñëà ç ÎÄÇ òà âèáðàòè ç íèõ òі, ùî ïå-
ðåòâîðÿòü ðіâíÿííÿ â ïðàâèëüíó ÷èñëîâó ðіâíіñòü.

Приклад 7.

ßêùî ó ðіâíÿííі f(f(f x) = g(x) äëÿ âñіõ x ∈ ÎÄÇ ìàєìî: 
x) I a, g(x) < a (äå a – äåÿêå ÷èñëî), òî ðіâíÿííÿ íå ìàє 

êîðåíіâ.

äîïîìîãîþ îöіíþâàííÿ ëіâîї і ïðàâîї ÷àñòèí ðіâíÿííÿ. 

ßêùî ó ðіâíÿííі 
f(f(f x
êîðåíіâ.

Приклад 8.

ßêùî ó ðіâíÿííі f(f(f x) = g(x) ìàєìî f(f(f x) I a, g(x) J a äëÿ 
âñіõ x ∈ ÎÄÇ, òî ðіâíÿííÿ ðіâíîñèëüíå ñèñòåìі ðіâíÿíü 

Â і ä ï î â і ä ü. Êîðåíіâ íåìàє.

ßêùî ó ðіâíÿííі 
âñіõ 

Приклад 9.
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Òåïåð ïðèãàäàєìî, ÿê ðîçâ’ÿçàòè ðіâíÿííÿ çà äîïîìîãîþ ìî-
íîòîííîñòі éîãî ëіâîї і ïðàâîї ÷àñòèí.

Ðîçãëÿíåìî ðіâíÿííÿ f(x) = g(x), íàïðèêëàä, çà óìîâè, ùî f(x) – 
çðîñòàþ÷à íà äåÿêîìó ïðîìіæêó [a; b] ôóíêöіÿ, à g(x) – ñïàäíà íà 
öüîìó ïðîìіæêó ôóíêöіÿ (àáî є ñòàëîþ) (ìàë. 22.1–22.3).

    

      Ìàë. 22.1             Ìàë. 22.2           Ìàë. 22.3

Òîäі ðіâíÿííÿ f(x) = g(x) ìàє єäèíèé ðîçâ’ÿçîê (ìàë. 22.1 і 
22.3) àáî íå ìàє ðîçâ’ÿçêіâ âçàãàëі (ìàë. 22.2). Àíàëîãі÷íî 
ðîçâ’ÿçóєìî ðіâíÿííÿ і ó âèïàäêó, êîëè f(x) ñïàäàє íà [a; b], 
à g(x) çðîñòàє íà [a; b] àáî є ñòàëîþ.

Îòæå,

ÿêùî â ðіâíÿííі f(x) = g(x) îäíà ç ôóíêöіé f(x) àáî g(x) 
çðîñòàє íà äåÿêîìó ïðîìіæêó, à іíøà – ñïàäàє íà öüîìó 
ïðîìіæêó àáî îäíà ç ôóíêöіé є ìîíîòîííîþ, à іíøà – 
ñòàëîþ, òî ðіâíÿííÿ f(x) = g(x) ìàє íå áіëüøå îäíîãî êî-
ðåíÿ íà öüîìó ïðîìіæêó.

×àñòî êîðåíåì òàêîãî ðіâíÿííÿ є öіëå ÷èñëî, ÿêå ìîæíà çíàé-
òè ïіäáîðîì.

Ðîçâ’ÿçàòè ðіâíÿííÿ .

Ð î ç â ’ ÿ ç à í í ÿ. ÎÄÇ: . Ôóíêöіÿ  çðîñòàє íà 

[0; �u], à  – ñïàäàє íà [0; �u] (ñàìîñòіéíî ñõå-

ìàòè÷íî íàêðåñëіòü ãðàôіê ôóíêöії g(x), ùîá âïåâíèòèñÿ â 

öüîìó). Òîìó ðіâíÿííÿ  ìàє íå áіëüøå ÿê îäèí êî-

ðіíü. Ëåãêî ïåðåñâіä÷èòèñÿ, ùî ÷èñëî 1 – êîðіíü ðіâíÿííÿ, áî 

, òîìó іíøèõ êîðåíіâ íåìàє.

Â і ä ï î â і ä ü. 1.

Ðîçâ’ÿçàòè ðіâíÿííÿ 3õ + 4õ = 5õ.
Ð î ç â ’ ÿ ç à í í ÿ. Î÷åâèäíî, ùî ÷èñëî 2 є êîðåíåì ðіâíÿííÿ 
(ñïðàâäі, 32 + 42 = 52). Çàëèøàєòüñÿ ç’ÿñóâàòè, ÷è ìàє öå ðіâ-
íÿííÿ іíøі êîðåíі.

ÿêùî â ðіâíÿííі f(f(f x) = g(x) îäíà ç ôóíêöіé f(f(f x) àáî g(x) 
çðîñòàє íà äåÿêîìó ïðîìіæêó, à іíøà – ñïàäàє íà öüîìó 
ïðîìіæêó àáî îäíà ç ôóíêöіé є ìîíîòîííîþ, à іíøà – 
ñòàëîþ, òî ðіâíÿííÿ f(f(f x) = g(x) ìàє íå áіëüøå îäíîãî êî-
ðåíÿ íà öüîìó ïðîìіæêó.

Îòæå,

ÿêùî â ðіâíÿííі 
çðîñòàє íà äåÿêîìó ïðîìіæêó, à іíøà – ñïàäàє íà öüîìó 
ïðîìіæêó àáî îäíà ç ôóíêöіé є ìîíîòîííîþ, à іíøà – 

Приклад 10.

Приклад 11.
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Ïîäіëèìî ëіâó і ïðàâó ÷àñòèíè ðіâíÿííÿ íà 5õ ≠ 0. Îòðèìàєìî: 

Ôóíêöіÿ  – ñïàäíà íà R, ÿê ñóìà äâîõ ñïàäíèõ 

ôóíêöіé , à ôóíêöіÿ y = 1 є ñòàëîþ. Òîìó 

ïðÿìà ó = 1 і ãðàôіê ôóíêöії  ìîæóòü ïåðåòíó-

òèñÿ íà R íå áіëüøå ÿê â îäíіé òî÷öі, à òîìó ïî÷àòêîâå ðіâ-
íÿííÿ ìîæå ìàòè íå áіëüøå ÿê îäèí êîðіíü. Îòæå, 2 – єäèíèé 
êîðіíü ïî÷àòêîâîãî ðіâíÿííÿ.
Â і ä ï î â і ä ü. 2.

Ñïî÷àòêó ðîçãëÿíåìî íàéïðîñòіøі 
ðіâíÿííÿ, ùî ìіñòÿòü çíàê ìîäóëÿ. 
Íàéïðîñòіøèì áóäåìî ââàæàòè ðіâ-

íÿííÿ, ÿêå çà îçíà÷åííÿì ìîäóëÿ ëåãêî çàìіíèòè éîìó ðіâíî-
ñèëüíèì ðіâíÿííÿì (àáî ñóêóïíіñòþ ðіâíÿíü), ùî íå ìіñòèòü çíà-
êіâ ìîäóëÿ. 

ßê ðîçâ’ÿçàòè ðіâíÿííÿ âèãëÿäó , äå a ∈ R, íàãàäàє-
ìî çà äîïîìîãîþ ñõåìè.

Ðіâíÿííÿ âèãëÿäó , à ∈ R

a ! 0 a = 0 a � 0

êîðåíіâ 
íåìàє

Ðîçâ’ÿçàòè ðіâíÿííÿ .
Ð î ç â ’ ÿ ç à í í ÿ. Îñêіëüêè 8 > 0, òî ðіâíÿííÿ ðіâíîñèëüíå ñó-

êóïíîñòі ðіâíÿíü:  Ìàєìî ñóêóïíіñòü äâîõ êâàä-

ðàòíèõ ðіâíÿíü: 

Êîðåíÿìè ïåðøîãî ç íèõ є ÷èñëà 1 і –8, à äðóãîãî – ÷èñëà 

.                     Â і ä ï î â і ä ü. 1; ; .

5. Ðіâíÿííÿ, ùî 
ìіñòÿòü çíàê ìîäóëÿ

Приклад 12.
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Ðіâíÿííÿ âèãëÿäó  òåæ є íàéïðîñòіøèì.
Î÷åâèäíî, ùî ðіâíіñòü  ñïðàâäæóєòüñÿ äëÿ êîæíîãî 

ç âèïàäêіâ a = b òà a = –b. 

Ðіâíÿííÿ  ðіâíîñèëüíå ñóêóïíîñòі ðіâíÿíü 

Ðîçâ’ÿçàòè ðіâíÿííÿ .

Ð î ç â ’ ÿ ç à í í ÿ. Ìàєìî:   

Â і ä ï î â і ä ü. –2; 0.

Ðіâíÿííÿ âèãëÿäó  òåæ ìîæíà ââàæàòè íàéïðî-
ñòіøèì.

Îñêіëüêè ëіâà ÷àñòèíà ðіâíÿííÿ  є íåâіä’єìíîþ, 
òî é ïðàâà ÷àñòèíà ìàє áóòè íåâіä’єìíîþ, òîáòî, ùîá ðіâíÿííÿ 
ìàëî ðîçâ’ÿçêè, ìàє ñïðàâäæóâàòèñÿ óìîâà . Òîäі çà öієї 
óìîâè  àáî . 

Ðіâíÿííÿ |f(x)| = g(x) ðіâíîñèëüíå ñèñòåìі

Ðîçâ’ÿçàòè ðіâíÿííÿ .
Ð î ç â ’ ÿ ç à í í ÿ. Ìàєìî:

    îòðèìàєìî, ùî õ = 5.

Â і ä ï î â і ä ü. 5.

Òåïåð ðîçãëÿíåìî áіëüø ñêëàäíі ðіâíÿííÿ. Öå, ÿê ïðàâèëî, 
ðіâíÿííÿ, ùî ìіñòÿòü ñóìó êіëüêîõ äîäàíêіâ, âñі àáî äåÿêі ç 
ÿêèõ ìіñòÿòüñÿ ïіä çíàêîì ìîäóëÿ. Íàïðèêëàä, ðіâíÿííÿ âèãëÿ-
äó ,  òîùî. 

Ùîá ðîçâ’ÿçàòè òàêå ðіâíÿííÿ, òðåáà çàìіíèòè éîãî ðіâíî-
ñèëüíèì, ùî íå ìіñòèòü çíàêіâ ìîäóëÿ. Çâіëüíèòèñÿ âіä çíàêіâ 
ìîäóëÿ â òàêèõ ðіâíÿííÿõ ìîæíà çà àëãîðèòìîì, ÿêèé ùå íà-
çèâàþòü ìåòîäîì іíòåðâàëіâ äëÿ ðîçêðèòòÿ ìîäóëÿ. Òàêà íàç-
âà ïîâ’ÿçàíà ç òèì, ùî ðîçêðèâàþòü çíàê ìîäóëÿ íà ïðîìіæêàõ 
çíàêîñòàëîñòі ôóíêöіé, ùî ìіñòÿòüñÿ ïіä çíàêîì ìîäóëÿ.

Îòæå, çãàäàíі ðіâíÿííÿ ìîæíà ðîçâ’ÿçàòè çà òàêèì àëãîðèò-
ìîì, ùî âêëþ÷àє і ìåòîä іíòåðâàëіâ äëÿ ðîçêðèòòÿ ìîäóëÿ.

Ðіâíÿííÿ  ðіâíîñèëüíå ñóêóïíîñòі ðіâíÿíü 

ç âèïàäêіâ 

Ðіâíÿííÿ 

Приклад 13.

Ðіâíÿííÿ |f(f(f x)| == g(x) ðіâíîñèëüíå ñèñòåìі

óìîâè 

Ðіâíÿííÿ |

Приклад 14.
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1) Çíàéòè ÎÄÇ çìіííîї â ðіâíÿííі.
2) Çíàéòè íóëі êîæíîї ç ôóíêöіé, ùî ìіñòèòüñÿ ïіä çíà-
êîì ìîäóëÿ (іíàêøå êàæó÷è, íóëі ïіäìîäóëüíèõ âèðàçіâ). 
3) Ïîçíà÷èòè íóëі ïіäìîäóëüíèõ âèðàçіâ íà ÎÄÇ, òèì ñà-
ìèì ïîäіëèâøè ÎÄÇ íà ïðîìіæêè çíàêîñòàëîñòі êîæíîї ç 
ïіäìîäóëüíèõ ôóíêöіé. 
4) Íà êîæíîìó ç ïðîìіæêіâ ðîçêðèòè çíàêè ìîäóëÿ і îòðè-
ìàòè ðіâíÿííÿ-íàñëіäîê ïî÷àòêîâîãî ðіâíÿííÿ. Ðîçâ’ÿçàòè 
êîæíå ç îòðèìàíèõ ðіâíÿíü. Êîðåíі, ÿêі íå íàëåæàòèìóòü 
ïðîìіæêó, íà ÿêîìó ðîçãëÿäàєìî ðіâíÿííÿ, âèëó÷àєìî, áî 
äëÿ ïî÷àòêîâîãî ðіâíÿííÿ âîíè є ñòîðîííіìè. 
5) Çàïèñóєìî âіäïîâіäü.

ßê ðîçâ’ÿçàòè ðіâíÿííÿ çà öèì àëãîðèòìîì, ðîçãëÿíåìî íà 
ïðèêëàäі.

Ðîçâ’ÿçàòè ðіâíÿííÿ .
Ð î ç â ’ ÿ ç à í í ÿ. 1) ÎÄÇ: .

2) Çíàéäåìî íóëі ïіäìîäóëüíèõ âèðàçіâ:  îòæå, 

 – íóëі ïіäìîäóëüíèõ âèðàçіâ.

3) Ïîçíà÷èìî òî÷êàìè ÷èñëà 1 і 3 íà ÷èñëî-
âіé îñі, îòðèìàєìî òðè ïðîìіæêè: , 

,  (ìàë. 22.4).
4) ßêùî , òî , òîìó ; , 

òîìó . Îòæå, íà ïðîìіæêó  ìàєìî ðіâ-

íÿííÿ: , ç ÿêîãî . 

Àëå � , à òîìó íå є êîðåíåì ïî÷àòêîâîãî ðіâíÿííÿ.

ßêùî , òî , òîìó ; , òîìó 
. Îòæå, íà ïðîìіæêó (1; 3] ìàєìî ðіâíÿííÿ: 
, ç ÿêîãî . Îñêіëüêè 2 ∈ , òî є êîðå-

íåì ïî÷àòêîâîãî ðіâíÿííÿ.
ßêùî , òî , òîìó ; , òîìó 

. Îòæå, íà ïðîìіæêó  ìàєìî ðіâíÿííÿ: 

, ç ÿêîãî . 

Îñêіëüêè ∈ , òî є êîðåíåì ïî÷àòêîâîãî ðіâíÿííÿ.

Îòæå, ðіâíÿííÿ ìàє äâà êîðåíі: 2 і .   

Â і ä ï î â і ä ü. 2; .

1) Çíàéòè ÎÄÇ çìіííîї â ðіâíÿííі.
2) Çíàéòè íóëі êîæíîї ç ôóíêöіé, ùî ìіñòèòüñÿ ïіä çíà-
êîì ìîäóëÿ (іíàêøå êàæó÷è, íóëі ïіäìîäóëüíèõ âèðàçіâ). 
3) Ïîçíà÷èòè íóëі ïіäìîäóëüíèõ âèðàçіâ íà ÎÄÇ, òèì ñà-
ìèì ïîäіëèâøè ÎÄÇ íà ïðîìіæêè çíàêîñòàëîñòі êîæíîї ç 
ïіäìîäóëüíèõ ôóíêöіé. 
4) Íà êîæíîìó ç ïðîìіæêіâ ðîçêðèòè çíàêè ìîäóëÿ і îòðè-
ìàòè ðіâíÿííÿ-íàñëіäîê ïî÷àòêîâîãî ðіâíÿííÿ. Ðîçâ’ÿçàòè 
êîæíå ç îòðèìàíèõ ðіâíÿíü. Êîðåíі, ÿêі íå íàëåæàòèìóòü 
ïðîìіæêó, íà ÿêîìó ðîçãëÿäàєìî ðіâíÿííÿ, âèëó÷àєìî, áî 
äëÿ ïî÷àòêîâîãî ðіâíÿííÿ âîíè є ñòîðîííіìè. 
5) Çàïèñóєìî âіäïîâіäü.

1) Çíàéòè ÎÄÇ çìіííîї â ðіâíÿííі.
2) Çíàéòè íóëі êîæíîї ç ôóíêöіé, ùî ìіñòèòüñÿ ïіä çíà-
êîì ìîäóëÿ (іíàêøå êàæó÷è, íóëі ïіäìîäóëüíèõ âèðàçіâ). 

Приклад 15.

Ìàë. 22.4
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Ðàíіøå ìè âæå ðîçãëÿäàëè ðіâíÿííÿ 
ÿê ìàòåìàòè÷íі ìîäåëі òåêñòîâèõ і 
ïðèêëàäíèõ çàäà÷. Íàïðèêëàä, ìè 
ðîçãëÿäàëè çàäà÷і, ìàòåìàòè÷íèìè 
ìîäåëÿìè ÿêèõ ó 7 êëàñі áóëè ëіíіéíі 

ðіâíÿííÿ àáî їõ ñèñòåìè, ó 8 êëàñі – êâàäðàòíі ðіâíÿííÿ àáî òі, ùî 
çâîäÿòüñÿ äî íèõ, ó 9 êëàñі – ñè ñòåìè ðіâíÿíü ç äâîìà çìіííèìè.

Ïðèãàäàєìî àëãîðèòì ìàòåìàòè÷íîãî ìîäåëþâàííÿ çàäà÷і çà 
äîïîìîãîþ ðіâíÿííÿ:

1) ïîçíà÷èòè çìіííîþ îäíó ç íåâіäîìèõ âåëè÷èí;
2) іíøі íåâіäîìі âåëè÷èíè (ÿêùî âîíè є) âèðàçèòè ÷åðåç 
ââåäåíó çìіííó;
3) çà óìîâîþ çàäà÷і âñòàíîâèòè ñïіââіäíîøåííÿ ìіæ íåâіäî-
ìèìè òà âіäîìèìè çíà÷åííÿìè âåëè÷èí і ñêëàñòè ðіâíÿííÿ;
4) ðîçâ’ÿçàòè îäåðæàíå ðіâíÿííÿ;
5) ïðîàíàëіçóâàòè ðîçâ’ÿçêè ðіâíÿííÿ і çíàéòè íåâіäîìó âå-
ëè÷èíó, à çà ïîòðåáè і çíà÷åííÿ іíøèõ íåâіäîìèõ âåëè÷èí;
6) çàïèñàòè âіäïîâіäü äî çàäà÷і.

Ðîçãëÿíåìî êіëüêà ïðèêëàäіâ.

Íà ñâіé äåíü íàðîäæåííÿ ñåñòðè÷êè-áëèçíþ÷êè 
Íàòàëÿ é Îëåíà îòðèìàëè 127 âіòàëüíèõ 606-ïîâіäîìëåíü, 
ïðè÷îìó Íàòàëÿ îòðèìàëà íà 13 ïîâіäîìëåíü áіëüøå, íіæ Îëå-
íà. Ïî ñêіëüêè 606-ïîâіäîìëåíü íà ñâіé äåíü íàðîäæåííÿ îò-
ðèìàëà êîæíà іç ñåñòðè÷îê?
Ð î ç â ’ ÿ ç à í í ÿ. Íåõàé Îëåíà îòðèìàëà x ïîâіäîìëåíü, òîäі 
Íàòàëÿ – (x + 13). À îáèäâі ðàçîì – (x + x + 13) ïîâіäîìëåíü, 
ùî çà óìîâîþ äîðіâíþє 127. Ìàєìî ðіâíÿííÿ: x + x + 13 = 127. 
Òîäі x = 57. Îòæå, Îëåíà îòðèìàëà 57 ïîâіäîìëåíü. 
57 + 13 = 70 (ïîâіä.) – îòðèìàëà Íàòàëÿ.
Â і ä ï î â і ä ü. 70 ïîâіäîìëåíü; 57 ïîâіäîìëåíü.

Ç Êðîïèâíèöüêîãî äî Êàì’ÿíåöü-Ïîäіëüñüêîãî, 
âіäñòàíü ìіæ ÿêèìè 560 êì, âèїõàëè îäíî÷àñíî ëåãêîâèê і âàí-
òàæіâêà. Øâèäêіñòü ëåãêîâèêà áóëà íà 10 êì/ãîä áіëüøîþ çà 
øâèäêіñòü âàíòàæіâêè, òîìó âіí ïðèáóâ äî ïóíêòó ïðèçíà÷åí-
íÿ íà 1 ãîä ðàíіøå âіä âàíòàæіâêè. Çíàéòè øâèäêіñòü âàíòà-
æіâêè і øâèäêіñòü ëåãêîâèêà.
Ð î ç â ’ ÿ ç à í í ÿ. Íåõàé øâèäêіñòü âàíòàæіâêè x êì/ãîä. Ñè ñ-
òåìàòèçóєìî óìîâó çàäà÷і ó âèãëÿäі òàáëèöі:

s, êì v, êì/ãîä t, ãîä

Âàíòàæіâêà 560 x

Ëåãêîâèê 560 x + 10

6. Ðîçâ’ÿçóâàííÿ 
òåêñòî âèõ 
і ïðèêëàäíèõ çàäà÷ 
çà äîïîìîãîþ ðіâíÿíü

1) ïîçíà÷èòè çìіííîþ îäíó ç íåâіäîìèõ âåëè÷èí;
2) іíøі íåâіäîìі âåëè÷èíè (ÿêùî âîíè є) âèðàçèòè ÷åðåç 
ââåäåíó çìіííó;
3) çà óìîâîþ çàäà÷і âñòàíîâèòè ñïіââіäíîøåííÿ ìіæ íåâіäî-
ìèìè òà âіäîìèìè çíà÷åííÿìè âåëè÷èí і ñêëàñòè ðіâíÿííÿ;
4) ðîçâ’ÿçàòè îäåðæàíå ðіâíÿííÿ;
5) ïðîàíàëіçóâàòè ðîçâ’ÿçêè ðіâíÿííÿ і çíàéòè íåâіäîìó âå-
ëè÷èíó, à çà ïîòðåáè і çíà÷åííÿ іíøèõ íåâіäîìèõ âåëè÷èí;
6) çàïèñàòè âіäïîâіäü äî çàäà÷і.

äîïîìîãîþ ðіâíÿííÿ:

1) ïîçíà÷èòè çìіííîþ îäíó ç íåâіäîìèõ âåëè÷èí;
2) іíøі íåâіäîìі âåëè÷èíè (ÿêùî âîíè є) âèðàçèòè ÷åðåç 
ââåäåíó çìіííó;

Приклад 16.

Приклад 17.
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Îñêіëüêè çíà÷åííÿ âåëè÷èíè  íà 1 ãîä ìåíøå âіä çíà÷åí-

íÿ âåëè÷èíè , òî ìàєìî ðіâíÿííÿ: .

Êîðåíіâ ó íüîãî äâà: x1 = 70, x2 = –80, àëå x2 íå âіäïîâіäàє 
çìіñòó çàäà÷і, òîìó ðîçâ’ÿçêîì çàäà÷і є ëèøå x1, îòæå, øâèä-
êіñòü âàíòàæіâêè 70 êì/ãîä. Òîäі øâèäêіñòü ëåãêîâèêà 
70 + 10 = 80 (êì/ãîä).
Â і ä ï î â і ä ü. 70 êì/ãîä; 80 êì/ãîä.

Ìàéñòåð і éîãî ó÷åíü, ïðàöþþ÷è ðàçîì, ìîæóòü 
âèêîíàòè ïåâíó ðîáîòó çà 8 ãîä. Çà ñêіëüêè ãîäèí ìîæå âèêî-
íàòè öþ ñàìó ðîáîòó êîæåí ç íèõ ñàìîñòіéíî, ÿêùî ìàéñòðó íà 
öå ïîòðіáíî íà 12 ãîä ìåíøå, íіæ éîãî ó÷íþ?
Ð î ç â ’ ÿ ç à í í ÿ. Íåõàé ìàéñòðó, ùîá âèêîíàòè ïîâíó ðîáîòó 
ñàìîñòіéíî, ïîòðіáíî x ãîä, òîäі ó÷íþ – (x + 12) ãîä. Êîëè 
îáñÿã ðîáîòè â çàäà÷àõ íà ðîáîòó íå êîíêðåòèçîâàíî (ÿê ó äà-
íîìó âèïàäêó), éîãî ïðèéíÿòî ïîçíà÷àòè îäèíèöåþ. Íàãàäàє-
ìî, ùî ïðîäóêòèâíіñòü ïðàöі – öå îáñÿã ðîáîòè, ÿêèé ìîæå 
áóòè âèêîíàíèé çà îäèíèöþ ÷àñó. Òîäі çà 1 ãîä ìàéñòåð âè-

êîíàє  ÷àñòèíó ðîáîòè, à éîãî ó÷åíü –  ÷àñòèíó, öå і 

є їõ ïðîäóêòèâíіñòü ïðàöі. Çà óìîâîþ çàäà÷і ìàéñòåð і ó÷åíü 

ïðîïðàöþâàëè 8 ãîä, òîìó ìàéñòåð âèêîíàâ  ÷àñòèíó 

ðîáîòè, à éîãî ó÷åíü – . Âðàõîâóþ÷è, ùî âîíè 

âèêîíàëè âåñü îáñÿã ðîáîòè, ìàєìî ðіâíÿííÿ: 

, êîðåíÿìè ÿêîãî є ÷èñëà: x1 = 12, x2= –8. 

Äðóãèé êîðіíü íå âіäïîâіäàє çìіñòó çàäà÷і, îñêіëüêè є âіä’єìíèì.
Îòæå, ìàéñòåð, ïðàöþþ÷è îêðåìî, ìîæå âèêîíàòè ðîáîòó çà 
12 ãîä, à éîãî ó÷åíü – çà 12 + 12 = 24 (ãîä).
Óìîâó öієї çàäà÷і, ÿê і ïîïåðåäíüîї, ìîæíà òàêîæ ñèñòåìàòèçó-
âàòè â òàáëèöþ:

×àñ äëÿ ñàìî-
ñòіéíîãî âèêî-

íàííÿ, ãîä

Ïðîäóêòèâ-
íіñòü ïðàöі

Ôàêòè÷íî 
âèòðà÷åíèé 

÷àñ, ãîä

Îáñÿã 
âèêîíàíîї 

ðîáîòè

Ìàéñòåð x 8

Ó÷åíü x + 12 8

Â і ä ï î â і ä ü. 12 ãîä і 24 ãîä.

Приклад 18.
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Çâåðíіòü óâàãó, ùî óìîâè áіëüøîñòі çàäà÷ íà ðóõ àáî ðîáîòó 
ìîæíà ñèñòåìàòèçóâàòè â òàáëèöþ, ùî äîïîìîæå óíèêíóòè ãðî-
ìіçäêèõ òåêñòîâèõ çàïèñіâ.

Як розв’язують рівняння за допомогою рівносильних перетво-
рень?  Коли для розв’язування рівняння використовують метод 
розкладання на множники?  ɍ яких випадках зручно використо-
вувати метод заміни змінної?  Як при розв’язуванні рівняння ви-
користовують його ОДЗ� що є порожньою або скінченною множи-
ною?  Як при розв’язуванні рівнянь використовують властивості 
функцій?  Як розв’язувати рівняння з модулем?  Якої послі-
довності слід дотримуватися, розв’язуючи задачу за допомогою 
рівняння?

Ðîçâ’ÿæiòü çàäà÷i òà âèêîíàéòå âïðàâè
Ðîçâ’ÿæіòü ðіâíÿííÿ (22.1–22.36):

22.1. 1) 4x = 8;    2) ;    3) 4x = –16;    4) –8x = –32.

22.2. 1) 2x = –6;    2) ;    3) 12x = 24;     4) –5x = 20.

22.3. 1) 2(x – 1) + 3 = 4x;        2) 5(x + 3) – 7 = 2(x – 2).

22.4. 1) 3(x + 1) – 3 = 5x;        2) 4(x – 3) – 9 = –(x + 3).

22.5. 1) ;      2) ;    3) ;      4) .

22.6. 1) ;     2) ;     3) ;     4) .

22.7. 1) ;   2) ;   3) ;   4) .

22.8. 1) ;    2) ;    3) ;   4) .

22.9. 1) 2x = 8;    2) 4x – 1 = 16;    3) 7x + 2 = 1;    4) .

22.10. 1) 5x = 25;   2) 3x + 1 = 81;   3) 5x – 3 = 1;    4) .

22.11.  1) ;        2) ; 

  3) ;      4) .
22.12.  1) ;          2) ; 

  3) ;      4) .

22.13. 1) 8x2 – 16 = 0;         2) 4x2 – 3x = 0; 

Як розв’язують рівняння за допомогою рівносильних перетво-
рень?  Коли для розв’язування рівняння використовують метод 
розкладання на множники?  ɍ яких випадках зручно використо-
вувати метод заміни змінної?  Як при розв’язуванні рівняння ви-
користовують його ОДЗ� що є порожньою або скінченною множи-
ною?  Як при розв’язуванні рівнянь використовують властивості 
функцій?  Як розв’язувати рівняння з модулем?  Якої послі-
довності слід дотримуватися, розв’язуючи задачу за допомогою 
рівняння?

рень? 
розкладання на множники? 
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      3) 3x2 + 2x – 5 = 0;     4) 16x2 – 8x + 1 = 0; 
      5) x2 – 4x + 1 = 0;      6) x2 + 2x – 7 =0.

22.14.  1) 3x2 – 9 = 0;              2) 7x2 + 5x = 0;    
  3) 4x2 + 3x – 7 = 0;         4) 25x2 + 10x + 1 = 0; 
  5) x2 + 4x – 1 = 0;          6) x2 – 2x + 7 =0.

22.15.  1) x2 + 5x = –6;            2) 1 – 4x = 5x2; 
  3) x(x + 2) = 8;             4) (x + 1)2 = x + 3.

22.16.  1) x2 + 7 = –8x;            2) 7x = x2 + 12; 
  3) x(x – 2) = 4;             4) (x – 1)2 = 2x – 2.

22.17.  1) ;          2) ;      3) ; 

  4) ;    5) ;    6) .

22.18.  1) ;          2) ;      3) ; 

  4) ;    5) ;    6) .

22.19.  1) ;    2) ; 

  3) ;      4) .

22.20. 1) ;    2) ; 

  3) ;      4) .

22.21.  1) ;         2) ; 

  3) ;        4) .

22.22.  1) ;        2) ; 

  3) ;      4) .

22.23. 1) ;      2) . 

22.24. 1) ;        2) . 

22.25. 1) ;      2) . 

22.26. 1) ;      2) . 

22.27. 1) ;         2) . 

22.28. 1) ;         2) . 

22.29. 1) ;        2) . 

22.30. 1) ;        2) . 

22.31. 1) ;            2) . 

22.32. 1) ;            2) . 
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22.33. 1) ;          2) . 

22.34. 1) ;            2) . 

22.35. 1) ;     2) . 

22.36. 1) ;      2) . 

22.37. Ó äâîõ öèñòåðíàõ ðàçîì 62 ò ïàëüíîãî, ïðè÷îìó â ïåðøіé 
íà 4 ò ìåíøå, íіæ ó äðóãіé. Ñêіëüêè òîíí ïàëüíîãî â êîæ-
íіé öèñòåðíі?

22.38. Â àâòîïàðêó âàíòàæіâîê ó 6 ðàçіâ áіëüøå, íіæ ëåãêîâèêіâ. 
Ñêіëüêè ëåãêîâèêіâ â àâòîïàðêó, ÿêùî їõ ðàçîì ç âàíòàæіâ-
êàìè íàëі÷óєòüñÿ 98?

22.39. Áàáóñÿ ëіïèëà âàðåíèêè ïðîòÿãîì äâîõ ãîäèí. Çà äðóãó ãî-
äèíó âîíà âèëіïèëà íà 10 % áіëüøå âàðåíèêіâ, íіæ çà ïåð-
øó. Ñêіëüêè âàðåíèêіâ âèãîòîâèëà áàáóñÿ çà ïåðøó ãîäèíó 
і ñêіëüêè çà äðóãó, ÿêùî çà äðóãó ãîäèíó âîíà âèëіïèëà íà 
6 âàðåíèêіâ áіëüøå, íіæ çà ïåðøó?

22.40. Çà ïðàëüíó ìàøèíó òà її âñòàíîâëåííÿ і ïіäêëþ÷åííÿ çà-
ïëàòèëè 8820 ãðí. Âàðòіñòü âñòàíîâëåííÿ і ïіäêëþ÷åííÿ 
ñòàíîâèòü 5 % âіä âàðòîñòі ìàøèíè. Ñêіëüêè êîøòóє ïðàëü-
íà ìàøèíà?

22.41. Çà 1 ãîä ìîòîöèêëіñò äîëàє òàêó ñàìó âіäñòàíü, ùî é âåëî-
ñèïåäèñò çà 2,5 ãîä. Øâèäêіñòü ìîòîöèêëіñòà íà 27 êì/ãîä 
áіëüøà çà øâèäêіñòü âåëîñèïåäèñòà. Çíàéäіòü øâèäêіñòü 
êîæíîãî ç íèõ.

22.42. ßùèê ç àïåëüñèíàìè íà 2,5 êã âàæ÷èé, íіæ ÿùèê ç ëèìî-
íàìè. ßêà ìàñà êîæíîãî ç íèõ, ÿêùî ìàñà ÷îòèðüîõ ÿùèêіâ 
ç àïåëüñèíàìè òàêà ñàìà, ÿê ìàñà ï’ÿòè ÿùèêіâ ç ëèìîíàìè?

Ðîçâ’ÿæіòü ðіâíÿííÿ (22.43–22.48):

22.43. 1) ;       2) ; 

  3) ;      4) .

22.44. 1) ;       2) ; 

  3) ;     4) .
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22.45. 1) ;       2) . 

22.46. 1) ;       2) . 

22.47. 1) ;     2) . 

22.48. 1) ;     2) . 

22.49. Çíàéäіòü óñі êîðåíі ðіâíÿííÿ , ùî çàäî-

âîëüíÿþòü óìîâó .

22.50. Çíàéäіòü óñі êîðåíі ðіâíÿííÿ , ùî çàäî-

âîëüíÿþòü óìîâó .

Ðîçâ’ÿæіòü ðіâíÿííÿ, âèêîðèñòîâóþ÷è âëàñòèâîñòі âіäïîâіäíèõ 
ôóíêöіé (22.51–22.52):

22.51. 1) ;      2) . 

22.52. 1) ;        2) . 

Ðîçâ’ÿæіòü ðіâíÿííÿ (22.53–22.54):

22.53. 1) ;       2) . 

22.54. 1) ;       2) . 

Çíàéäіòü ñóìó óñіõ êîðåíіâ ðіâíÿííÿ (22.55–22.56):

22.55. .

22.56. .

Ðîçâ’ÿæіòü ðіâíÿííÿ (22.57–22.74):

22.57. 1) ;         2) . 

22.58. 1) ;        2) . 

22.59. 1) ;      2) . 

22.60. 1) ;     2) . 

22.61. .

22.62. .

22.63. .       22.64. .

22.65.  1) ;          2) . 
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22.66.  1) ;        2) . 

22.67.  1) ;         2) ; 

  3) ;       4) .

22.68.  1) ;         2) ; 

  3) ;        4) .

22.69.  1) ;       2) . 

22.70.  1) ;       2) . 

22.71.  1) ;    2) ; 

  3) ; 
  4) .

22.72.  1) ;    2) ; 

  3) ; 
  4) .

22.73.  1) ;  

  2) . 

22.74.  1) ; 

  2) . 
22.75. ×è ìîæíà 68 áàíîê êîíñåðâіâ ðîçêëàñòè ó òðè ÿùèêè òàê, 

ùîá ó äðóãîìó áóëî âäâі÷і áіëüøå áàíîê, íіæ ó ïåðøîìó, à â 
òðåòüîìó – íà 3 áàíêè ìåíøå, íіæ ó ïåðøîìó?

22.76. ×è ìîæíà 90 êíèæîê ðîçìіñòèòè íà òðüîõ ïîëèöÿõ òàê, 
ùîá íà òðåòіé áóëî íà 3 êíèæêè áіëüøå, íіæ íà äðóãіé, і íà 
5 êíèæîê ìåíøå, íіæ íà ïåðøіé?

22.77. Íà îäíіé äіëÿíöі êóùіâ àґðóñó âòðè÷і áіëüøå, íіæ íà äðó-
ãіé. ßêùî ç ïåðøîї äіëÿíêè ïåðåñàäèòè 18 êóùіâ íà äðóãó, 
òî êóùіâ àґðóñó íà îáîõ äіëÿíêàõ ñòàíå ïîðіâíó. Ïî ñêіëüêè 
êóùіâ àґðóñó ðîñòå íà êîæíіé äіëÿíöі?

22.78. Ó äâîõ ìіøêàõ öóêðó áóëî ïîðіâíó. Ïіñëÿ òîãî ÿê ç ïåð-
øîãî ìіøêà ïåðåñèïàëè 12 êã ó äðóãèé, ó ïåðøîìó ìіøêó 
ñòàëî âäâі÷і ìåíøå öóêðó, íіæ ó äðóãîìó. Ïî ñêіëüêè êіëî-
ãðàìіâ öóêðó áóëî â êîæíîìó ìіøêó ñïî÷àòêó?

22.79. ×èñåëüíèê çâè÷àéíîãî íåñêîðîòíîãî äðîáó íà 1 ìåíøèé âіä 
çíàìåííèêà. ßêùî âіä ÷èñåëüíèêà âіäíÿòè 7, à âіä çíàìåííè-
êà âіäíÿòè 5, òî äðіá çìåíøèòüñÿ íà 0,5. Çíàéäіòü öåé äðіá.
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22.80. Çíàìåííèê çâè÷àéíîãî íåñêîðîòíîãî äðîáó íà 5 áіëüøèé 
çà ÷èñåëüíèê. ßêùî çíàìåííèê çáіëüøèòè íà 6, à ÷èñåëü-
íèê çáіëüøèòè íà 4, òî äðіá çìåíøèòüñÿ íà 0,25. Çíàéäіòü 
öåé äðіá.

22.81. Ç ìіñòà â ñåëî, âіäñòàíü ìіæ ÿêèìè 48 êì, âèїõàëè îäíî-
÷àñíî äâà âåëîñèïåäèñòè. Øâèäêіñòü îäíîãî ç íèõ áóëà íà 
4 êì/ãîä áіëüøîþ, íіæ øâèäêіñòü äðóãîãî, і òîìó âіí ïðè-
áóâ ó ñåëî íà 1 ãîä ðàíіøå âіä äðóãîãî. Çíàéäіòü øâèäêіñòü 
êîæíîãî ç âåëîñèïåäèñòіâ.

22.82. Ç ìіñòà A â ìіñòî B, âіäñòàíü ìіæ ÿêèìè 560 êì, îäíî÷àñ-
íî âèїõàëè äâі àâòіâêè. Øâèäêіñòü îäíієї ç íèõ íà 10 êì/ãîä 
áіëüøà çà øâèäêіñòü äðóãîї, і òîìó âîíà ïðèáóëà ó ìіñòî B
íà 1 ãîä ðàíіøå, íіæ äðóãà. Çíàéäіòü øâèäêіñòü êîæíîї 
ç àâòіâîê.

22.83. ×îâåí, âëàñíà øâèäêіñòü ÿêîãî 18 êì/ãîä, ïðîïëèâ 40 êì 
çà òå÷ієþ і 16 êì ïðîòè òå÷ії, âèòðàòèâøè íà âåñü øëÿõ 3 ãîä. 
Çíàéäіòü øâèäêіñòü òå÷ії, ÿêùî âîíà ìåíøà çà 4 êì/ãîä.

22.84. Âіäñòàíü ìіæ äâîìà ïðèñòàíÿìè 48 êì. Íà ÷îâíі øëÿõ 
òóäè і íàçàä ìîæíà ïîäîëàòè çà 7 ãîä. Çíàéäіòü âëàñíó 
øâèäêіñòü ÷îâíà, ÿêùî øâèäêіñòü òå÷ії äîðіâíþє 2 êì/ãîä.

22.85. Äâі áðèãàäè øëÿõîâèêіâ ìàëè çààñôàëüòóâàòè ïî 300 ì2

äîðîæíüîãî ïîëîòíà, ïðè÷îìó ïåðøà áðèãàäà çà äåíü àñ-
ôàëüòóâàëà íà 10 ì2 áіëüøå, íіæ äðóãà, і òîìó âèêîíàëà 
çàâäàííÿ íà 1 äåíü ðàíіøå çà äðóãó. Ñêіëüêè ì2 äîðîæíüîãî 
ïîëîòíà ùîäíÿ àñôàëüòóâàëà êîæíà ç áðèãàä?

22.86. Äëÿ ïåðåâåçåííÿ 60 ò âàíòàæó çàìîâèëè äåÿêó êіëüêіñòü 
âàíòàæіâîê. Îñêіëüêè íà êîæíó çàâàíòàæèëè íà 1 ò áіëüøå, 
íіæ ïëàíóâàëè, òî 2 âàíòàæіâêè âèÿâèëèñÿ çàéâèìè. Ñêіëü-
êè âàíòàæіâîê áóëî âèêîðèñòàíî äëÿ ïåðåâåçåííÿ âàíòàæó?

22.87. Ìàéñòåð і éîãî ó÷åíü, ïðàöþþ÷è ðàçîì, ìîæóòü âèêîíà-
òè çàìîâëåííÿ çà 8 ãîä. Çà ñêіëüêè ãîäèí âèêîíàє öå ñàìå 
çàìîâëåííÿ êîæåí ç íèõ ñàìîñòіéíî, ÿêùî ìàéñòðó íà öå 
ïîòðіáíî íà 12 ãîä ìåíøå, íіæ éîãî ó÷íþ?

22.88. Äâà ìàëÿðè, ïðàöþþ÷è ðàçîì, ìîæóòü ïîôàðáóâàòè ñòі-
íè ïåâíîї áóäіâëі çà 20 ãîä. Çà ñêіëüêè ãîäèí ìîæå âèêîíà-
òè öþ ðîáîòó êîæíèé ç ìàëÿðіâ ñàìîñòіéíî, ÿêùî îäíîìó ç 
íèõ äëÿ öüîãî ïîòðіáíî íà 9 ãîä áіëüøå, íіæ іíøîìó?

Ðîçâ’ÿæіòü ðіâíÿííÿ (22.89–22.92):

22.89.  1) ; 
  2) . 

22.90.  1) ; 
  2) . 

22.91. .

22.89.22.89.
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22.92. .

Ðîçâ’ÿæіòü ðіâíÿííÿ, âèêîðèñòîâóþ÷è âëàñòèâîñòі âіäïîâіäíèõ 
ôóíêöіé (22.93–22.94):

22.93. 1) ;         2) . 

22.94. 1) ;        2) . 

Ðîçâ’ÿæіòü ðіâíÿííÿ (22.95–22.96):

22.95. 1) ;       2) . 

22.96. 1) ;       2) . 

Ðîçâ’ÿæіòü ðіâíÿííÿ, âèêîðèñòîâóþ÷è âëàñòèâîñòі âіäïîâіäíèõ 
ôóíêöіé (22.97–22.98):

22.97. 1) ;      2) . 

22.98. 1) ;      2) . 

Ðîçâ’ÿæіòü ðіâíÿííÿ (22.99–22.124): 

22.99. .      22.100. .

22.101. 1) ;   2) . 

22.102. 1) ;    2) . 

22.103. .

22.104. .

22.105. .              22.106. .

22.107.  1) ;     2) . 

22.108.  1) ;     2) . 

22.109.  1) ;          2) ; 

   3) ;   4) .

22.110. 1) ;   2) . 

22.111. .      

22.112. .
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22.113.  1) ; 

   2) . 

22.114.  1) ; 

   2) . 

22.115. .

22.116. .

22.117. .

22.118. .

22.119. .

22.120. .

22.121. .      22.122. .

22.123. .

22.124. .

22.125. 60 êã ìàêóëàòóðè âáåðіãàþòü âіä âèðóáêè îäíå äå-
ðåâî. Ç 1 ò ìàêóëàòóðè ìîæíà âèãîòîâèòè 2500 çîøèòіâ і 

ïðè öüîìó çåêîíîìèòè 200 ì3 âîäè. Ó÷íі øêîëè çіáðàëè íà âåñ-
íÿíіé òîëîöі 1,2 ò ìàêóëàòóðè. Çíàéäіòü: 

1) ñêіëüêè äåðåâ âáåðåãëè ó÷íі âіä âèðóáêè; 
2) ñêіëüêè çîøèòіâ ìîæíà âèãîòîâèòè ç öієї ìàêóëàòóðè; 
3) ñêіëüêè âîäè áóäå ïðè öüîìó çåêîíîìëåíî?

22.126. Äëÿ ÿêèõ íàòóðàëüíèõ çíà÷åíü n, , ðіâ-
íÿííÿ ìàє êîðåíі?

Ïiäãîòóéòåñÿ äî âèâ÷åííÿ íîâîãî ìàòåðiàëó

Ðîçâ’ÿæіòü íåðіâíіñòü (22.127–22.129):

22.127.  1) ;    2) ;    3) ;    4) .

22.128.  1) ;      2) . 

22.129.  1) ;               2) ; 
   3) ;          4) ; 
   5) ;            6) .

22.118
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22.130. Ðîçâ’ÿæіòü ñèñòåìó íåðіâíîñòåé:

1)       2) 

1. Íà ÿêîìó ç ìàëþíêіâ çîáðàæåíî ãðàôіê ôóíêöії 
y = |õ – 1|?

À Á Â Ã Ä

2. Ìàєìî ïåâíó êіëüêіñòü ñëèâ. ßêùî їõ ðîçêëàñòè â 
êóïêè ïî 3 ñëèâè, òî 2 ñëèâè çàëèøèòüñÿ. À ÿêùî їõ ðîç-
êëàñòè â êóïêè ïî 5 ñëèâ, òî çàéâèõ ñëèâ íå çàëèøèòüñÿ. 
Ïðî ÿêó êіëüêіñòü ñëèâ ìîæå éòè ìîâà?

À Á Â Ã Ä

41 40 30 35 44

3. Îãіðêè ïîäåøåâøàëè íà 20 %. Íà ñêіëüêè âіäñîòêіâ 
áіëüøå ìîæíà êóïèòè îãіðêіâ íà òó ñàìó ñóìó ãðîøåé?

À Á Â Ã Ä

40 % 25 % 20 % 10 % %

4. Îá÷èñëіòü (sin75° – cos75°)2.

À Á Â Ã Ä

1

5. Ðîçâ’ÿæіòü íåðіâíіñòü log0,57 < log0,5x.

À Á Â Ã Ä

(–u; 7) (0; 7) (7; +u) (–u; +u) (–7; 7)

1. Íà ÿêîìó ç ìàëþíêіâ çîáðàæåíî ãðàôіê ôóíêöії 
y = |õ – 1|?

À Á Â Ã Ä

2. Ìàєìî ïåâíó êіëüêіñòü ñëèâ. ßêùî їõ ðîçêëàñòè â 
êóïêè ïî 3 ñëèâè, òî 2 ñëèâè çàëèøèòüñÿ. À ÿêùî їõ ðîç-
êëàñòè â êóïêè ïî 5 ñëèâ, òî çàéâèõ ñëèâ íå çàëèøèòüñÿ. 
Ïðî ÿêó êіëüêіñòü ñëèâ ìîæå éòè ìîâà?

À Á Â Ã Ä

41 40 30 35 44

3. Îãіðêè ïîäåøåâøàëè íà 20 %. Íà ñêіëüêè âіäñîòêіâ 
áіëüøå ìîæíà êóïèòè îãіðêіâ íà òó ñàìó ñóìó ãðîøåé?

À Á Â Ã Ä

40 % 25 % 20 % 10 % %

4. Îá÷èñëіòü (sin75° – cos75°)2.

À Á Â Ã Ä

1

5. Ðîçâ’ÿæіòü íåðіâíіñòü log0,57 < log0,5x.

À Á Â Ã Ä

(–u; 7) (0; 7) (7; +u) (–u; +u) (–7; 7)

ПППЕРЕВІРТЕ СВОЮ КОМПЕТЕНТНІСТЬЕРЕВІРТЕ СВОЮ КОМПЕТЕНТНІСТЬ
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6. Çíàéäіòü іíòåãðàë .

À Á Â Ã Ä

26 78 24 12

7. Óñòàíîâіòü âіäïîâіäíіñòü ìіæ ôóíêöієþ (1–4) і çíà-
÷åííÿì її ïîõіäíîї ó òî÷öі 0 (À–Ä).

Ôóíêöіÿ Çíà÷åííÿ ïîõіäíîї 
ó òî÷öі 0

1 y = åx + 4x À 1
2 y = 2sinx + x Á 2
3 y = ln(2x + 1) Â 3
4 y = x – cosx Ã 4

Ä 5

8. Çíàéäіòü çíà÷åííÿ âèðàçó , ÿêùî 
x = 0,6.

9. Âêëàäíèê âіäêðèâ ó áàíêó äåïîçèò íà ñóìó 10 000 ãðí. 
Ó ïåðøèé ðіê éîìó áóëî íàðàõîâàíî ïåâíèé âіäñîòîê ðі÷-
íèõ, à íàñòóïíîãî ðîêó áàíêіâñüêèé âіäñîòîê áóëî çáіëüøå-
íî íà 1 %. Ïіñëÿ çàêіí÷åííÿ äðóãîãî ðîêó íà éîãî ðàõóíêó 
ñòàëî 13 340 ãðí. ßêîþ áóëà âіäñîòêîâà áàíêіâñüêà ñòàâêà 
â ïåðøèé ðіê?

МЕТОДИ РОЗВ’ЯЗУВАННЯ НЕРІВНОСТЕЙ 
З ОДНІЄЮ ЗМІННОЮ 

Ïðèãàäàєìî îñíîâíі ìåòîäè ðîçâ’ÿçóâàííÿ íåðіâíîñòåé ç îäíієþ 
çìіííîþ.

ßê і äëÿ ðîçâ’ÿçóâàííÿ ðіâíÿíü, äëÿ 
íåðіâíîñòåé ÷àñòî âèêîðèñòîâóþòü 
ìåòîä ðіâíîñèëüíèõ ïåðåòâîðåíü.

Ðîçâ’ÿçàòè íåðіâíіñòü
õ(õ – 3) + 5(õ + 7) > 43.

Ð î ç â ’ ÿ ç à í í ÿ. Ïåðåïèøåìî íåðіâíіñòü ó âèãëÿäі:
õ2 + 2õ – 8 > 0.
Îòðèìàëè êâàäðàòíó íåðіâíіñòü. Êîðåíÿìè êâàä ðàòíîãî òðè-
÷ëåíà õ2 + 2õ – 8 є ÷èñëà –4 і 2. 
Ñõåìàòè÷íî çîáðàçèìî ãðàôіê ôóíêöії ó = õ2 + 2õ – 8, ùî є 
ïàðàáîëîþ, ãіëêè ÿêîї íàïðÿìëåíі âãî ðó (ìàë. 23.1). 

6. Çíàéäіòü іíòåãðàë .

À Á Â Ã Ä

26 78 24 12

7. Óñòàíîâіòü âіäïîâіäíіñòü ìіæ ôóíêöієþ (1–4) і çíà-
÷åííÿì її ïîõіäíîї ó òî÷öі 0 (À–Ä).

Ôóíêöіÿ Çíà÷åííÿ ïîõіäíîї 
ó òî÷öі 0

1 y = åx + 4x À 1
2 y = 2sinx + x Á 2
3 y = ln(2x + 1) Â 3
4 y = x – cosx Ã 4

Ä 5

8. Çíàéäіòü çíà÷åííÿ âèðàçó , ÿêùî 
x = 0,6.

9. Âêëàäíèê âіäêðèâ ó áàíêó äåïîçèò íà ñóìó 10 000 ãðí. 
Ó ïåðøèé ðіê éîìó áóëî íàðàõîâàíî ïåâíèé âіäñîòîê ðі÷-
íèõ, à íàñòóïíîãî ðîêó áàíêіâñüêèé âіäñîòîê áóëî çáіëüøå-
íî íà 1 %. Ïіñëÿ çàêіí÷åííÿ äðóãîãî ðîêó íà éîãî ðàõóíêó 
ñòàëî 13 340 ãðí. ßêîþ áóëà âіäñîòêîâà áàíêіâñüêà ñòàâêà 
â ïåðøèé ðіê?

МЕТОДИ РОЗВ’ЯЗУВАННЯ НЕРІВНОСТЕЙ 
З ОДНІЄЮ ЗМІННОЮ § 23. § 23. 

1. Ðіâíîñèëüíі 
ïåðåòâîðåííÿ 
íåðіâíîñòåé òà ñèñòåì 
íåðіâíîñòåé Приклад 1.
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Îòæå, ìàєìî ðîçâ’ÿçêè íåðіâíîñòі: 
(–u; –4) ∪ (2; +u).

Â і ä ï î â і ä ü. (–u; –4) ∪ (2; +u).

Ðîçâ’ÿçàòè íåðіâíіñòü sin4x + cos4x ctg2x I 1.
Ð î ç â ’ ÿ ç à í í ÿ. Ïåðåòâîðèìî ëіâó ÷àñòèíó íåðіâíîñòі:

sin4x + cos4x ctg2x =

Íåðіâíіñòü íàáóäå âèãëÿäó ctg2x I 1. 
Îòðèìàєìî (ìàë. 23.2):

Â і ä ï î â і ä ü. 

Ìåòîä ðіâíîñèëüíèõ ïåðåòâîðåíü âèêîðèñòîâóþòü і äëÿ 
ðîçâ’ÿçóâàííÿ ñèñòåì íåðіâíîñòåé ç îäíієþ çìіííîþ.

Íàãàäàєìî, ùîá ðîçâ’ÿçàòè ñèñòåìó íåðіâíîñòåé ç îäíієþ 
çìіííîþ, ñëіä äîòðèìóâàòèñÿ òàêîãî àëãîðèòìó:

1) ðîçâ’ÿçàòè êîæíó ç íåðіâíîñòåé ñèñòåìè;
2) çîáðàçèòè ìíîæèíó ðîçâ’ÿçêіâ êîæíîї ç íåðіâíîñòåé íà 
êîîðäèíàòíіé ïðÿìіé;
3) çíàéòè ïåðåðіç öèõ ìíîæèí, ÿêèé і áóäå ìíîæèíîþ 
ðîçâ’ÿçêіâ ñèñòåìè;
4) çàïèñàòè âіäïîâіäü.

Ðîçâ’ÿçàòè ñèñòåìó íåðіâíîñòåé

Ð î ç â ’ ÿ ç à í í ÿ. Ïîñòóïîâî çàìіíþþ÷è êîæíó ç íåðіâíîñòåé 
ñèñòåìè їé ðіâíîñèëüíîþ, áіëüø ïðîñòîþ, ìàòèìåìî:

      

Ïîçíà÷èìî íà êîîðäèíàòíіé ïðÿìіé ìíîæèíó ÷èñåë, ÿêі çàäî-
âîëüíÿþòü íåðіâíіñòü  і ìíîæèíó ÷èñåë, ÿêі çàäîâîëü-
íÿþòü íåðіâíіñòü  (ìàë. 23.3). Ìíî-
æèíîþ ðîçâ’ÿçêіâ ñèñòåìè є ïåðåðіç öèõ 
ìíîæèí, òîáòî ïðîìіæîê .
Â і ä ï î â і ä ü. .

Ìàë. 23.1

Приклад 2.

Ìàë. 23.2

1) ðîçâ’ÿçàòè êîæíó ç íåðіâíîñòåé ñèñòåìè;
2) çîáðàçèòè ìíîæèíó ðîçâ’ÿçêіâ êîæíîї ç íåðіâíîñòåé íà 
êîîðäèíàòíіé ïðÿìіé;
3) çíàéòè ïåðåðіç öèõ ìíîæèí, ÿêèé і áóäå ìíîæèíîþ 
ðîçâ’ÿçêіâ ñèñòåìè;
4) çàïèñàòè âіäïîâіäü.

çìіííîþ, ñëіä äîòðèìóâàòèñÿ òàêîãî àëãîðèòìó:

1) ðîçâ’ÿçàòè êîæíó ç íåðіâíîñòåé ñèñòåìè;
2) çîáðàçèòè ìíîæèíó ðîçâ’ÿçêіâ êîæíîї ç íåðіâíîñòåé íà 
êîîðäèíàòíіé ïðÿìіé;

Приклад 3.

Ìàë. 23.3
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Ðîçâ’ÿçàòè íåðіâíіñòü 
Ð î ç â ’ ÿ ç à í í ÿ. ÎÄÇ çìіííîї â íåðіâíîñòі çíàéäåìî іç ñèñòåìè

    Îòæå, 

Âðàõîâóþ÷è ÎÄÇ, ïіäíåñåìî äî êâàäðàòà íåâіä’єìíі ëіâó і ïðà-
âó ÷àñòèíè íåðіâíîñòі. Îòæå, ïî÷àòêîâà íåðіâíіñòü ðіâíîñèëüíà 
ñèñòåìі:

Ðîçâ’ÿçàâøè äðóãó íåðіâíіñòü, îòðè-
ìàєìî: õ ∈ (–u; 2) ∪ (5; +u). Âðà-
õîâóþ÷è ÎÄÇ, ìàєìî ðîçâ’ÿçêè ïî-
÷àòêîâîї íåðіâíîñòі: [1; 2) ∪ (5; 6] 
(ìàë. 23.4).
Â і ä ï î â і ä ü. [1; 2) ∪ (5; 6].

Ìåòîä ââåäåííÿ íîâîї çìіííîї âèêî-
ðèñòîâóþòü і äëÿ ðîçâ’ÿçóâàííÿ íåðіâ-
íîñòåé.

Ðîçâ’ÿçàòè íåðіâíіñòü 

Ð î ç â ’ ÿ ç à í í ÿ. Íåõàé 3õ = t, t > 0. Ìàєìî íåðіâíіñòü: 

 Ðîçâ’ÿæåìî її, çàìіíèâøè îòðèìàíó íåðіâíіñòü 
ðіâíîñèëüíîþ їé ñóêóïíіñòþ ñèñòåì íåðіâíîñòåé:

Îñêіëüêè t > 0, òî ïîâåðòàєìîñÿ äî çàìіíè òіëüêè äëÿ t > 9. 
Ìàєìî: 3õ > 9, îòæå, õ > 2.
Â і ä ï î â і ä ü. õ > 2.

Äëÿ ðîçâ’ÿçóâàííÿ íåðіâíîñòåé ÷àñòî 
âèêîðèñòîâóþòü ìåòîä іíòåðâàëіâ. 

Éîãî ââàæàþòü óíіâåðñàëüíèì äëÿ ðîçâ’ÿçóâàííÿ íåðіâíîñòåé, 
îñêіëüêè öèì ìåòîäîì ìîæíà ðîçâ’ÿçàòè áóäü-ÿêó íåðіâíіñòü âè-
ãëÿäó f(õ) > 0 (àáî f(õ) < 0, àáî f(õ) I 0, àáî f(õ) J 0), äå f(õ) – 
ôóíêöіÿ íåïåðåðâíà àáî òàêà, ùî ìàє ñêіí÷åííó êіëüêіñòü òî÷îê 
ðîçðèâó.

Приклад 4.

Ìàë. 23.4

2. Çàìіíà çìіííèõ 
ó íåðіâíîñòÿõ

Приклад 5.

3. Ìåòîä іíòåðâàëіâ
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Íàãàäàєìî àëãîðèòì ðîçâ’ÿçóâàííÿ íåðіâíîñòåé ìåòîäîì іí-
òåðâàëіâ.

Ùîá ðîçâ’ÿçàòè íåðіâíіñòü âèãëÿäó  (àáî , 
, ), òðåáà:

1) Çíàéòè îáëàñòü âèçíà÷åííÿ ôóíêöії  òà ïîçíà÷èòè 
її íà ÷èñëîâіé îñі.
2) Çíàéòè íóëі ôóíêöії , ðîçâ’ÿçàâøè ðіâíÿííÿ , 
òà ïîçíà÷èòè їõ íà îáëàñòі âèçíà÷åííÿ ôóíêöії (äëÿ ñòðî-
ãîї íåðіâíîñòі – «ïîðîæíіìè» òî÷êàìè).  
3) Âèçíà÷èòè çíàê ôóíêöії  íà êîæíîìó ç îòðèìàíèõ 
ïðîìіæêіâ (іíòåðâàëіâ çíàêîñòàëîñòі), íàïðèêëàä, çà çíà-
÷åííÿì f(a), äå a – áóäü-ÿêå ÷èñëî, ùî íàëåæèòü ïðîìіæêó.
4) Çàïèñàòè âіäïîâіäü.

Çâåðíіòü óâàãó, ùî ÷èñëî a ç іíòåðâàëó çíàêîñòàëîñòі, çà äîïî-
ìîãîþ ÿêîãî âñòàíîâëþєìî çíàê ôóíêöії f(x) íà öüîìó іíòåðâàëі, 
ìè ùå íàçèâàëè «êîíòðîëüíîþ» òî÷êîþ.

Ðîçâ’ÿçàòè íåðіâíіñòü (õ2 – 2õ – 3)log3(õ + 4) I 0.
Ð î ç â ’ ÿ ç à í í ÿ. 1) Íåõàé f(x) = (x2 – 2x – 3)log3(x + 4). Òîäі 
D(f): õ > –4.
2) Çíàéäåìî íóëі ôóíêöії f(x). Ìàєìî ðіâíÿííÿ: 

(x2 – 2x – 3)log3(x + 4) = 0, 

ÿêå ðіâíîñèëüíå ñóêóïíîñòі ðіâíÿíü  ç ÿêîї îò-

ðèìàєìî, ùî õ1 = –1, õ2 = 3, õ3 = –3 – íóëі ôóíêöії. Ïîçíà÷èìî 
їõ íà D(f).
3) Çíàõîäèìî çíàêè ôóíêöії f(x) íà êîæíîìó ç îòðèìàíèõ ïðî-
ìіæêіâ (ìàë. 23.5).

Ìàë. 23.5

4) Ìàєìî: õ ∈ [–3; –1] ∪ [3; +u).

Â і ä ï î â і ä ü. [–3; –1] ∪ [3; +u).

Ïіä ÷àñ ðîçâ’ÿçóâàííÿ íåðіâíîñòåé 
ìîæíà òàêîæ âèêîðèñòîâóâàòè âëà-
ñòèâîñòі ôóíêöіé: îáëàñòü çíà÷åíü, 

ìîíîòîííіñòü, íåïåðåðâíіñòü òîùî.

Ðîçâ’ÿçàòè íåðіâíіñòü 

Ð î ç â ’ ÿ ç à í í ÿ. Îñêіëüêè õ2 – 4õ + 5 = (õ – 2)2 + 1 I 1, à 

 òî íåðіâíіñòü ìîæå ñïðàâäæóâàòèñÿ ëèøå çà îäíî-

÷àñíîãî âèêîíàííÿ óìîâ:  і õ2 – 4õ + 5 = 1, òîáòî 

Ùîá ðîçâ’ÿçàòè íåðіâíіñòü âèãëÿäó  (àáî , 
, ), òðåáà:

1) Çíàéòè îáëàñòü âèçíà÷åííÿ ôóíêöії  òà ïîçíà÷èòè 
її íà ÷èñëîâіé îñі.
2) Çíàéòè íóëі ôóíêöії , ðîçâ’ÿçàâøè ðіâíÿííÿ , 
òà ïîçíà÷èòè їõ íà îáëàñòі âèçíà÷åííÿ ôóíêöії (äëÿ ñòðî-
ãîї íåðіâíîñòі – «ïîðîæíіìè» òî÷êàìè).  
3) Âèçíà÷èòè çíàê ôóíêöії  íà êîæíîìó ç îòðèìàíèõ 
ïðîìіæêіâ (іíòåðâàëіâ çíàêîñòàëîñòі), íàïðèêëàä, çà çíà-
÷åííÿì f(f(f a), äå a – áóäü-ÿêå ÷èñëî, ùî íàëåæèòü ïðîìіæêó.
4) Çàïèñàòè âіäïîâіäü.

òåðâàëіâ.

Ùîá ðîçâ’ÿçàòè íåðіâíіñòü âèãëÿäó 

1) Çíàéòè îáëàñòü âèçíà÷åííÿ ôóíêöії 
її íà ÷èñëîâіé îñі.

Приклад 6.

4. Çàñòîñóâàííÿ 
âëàñòèâîñòåé ôóíêöії

Приклад 7.
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ïî÷àòêîâà íåðіâíіñòü ðіâíîñèëüíà ñèñòåìі ðіâíÿíü 

Ñåðåä ðîçâ’ÿçêіâ äðóãîãî ðіâíÿííÿ є ÷èñëî 2, ÿêå çàäîâîëüíÿє і 
ïåðøå ðіâíÿííÿ ñèñòåìè. Îòæå, 2 – єäèíèé ðîçâ’ÿçîê íåðіâíîñòі.
Â і ä ï î â і ä ü. 2.

Ðîçâ’ÿçàòè íåðіâíіñòü log2õ J 6 – õ.

Ð î ç â ’ ÿ ç à í í ÿ. ÎÄÇ: õ > 0. Íà ÎÄÇ ôóíêöіÿ f(x) = log2õ çðî-
ñòàє, à ôóíêöіÿ g(x) = 6 – õ ñïàäàє. Òîìó ãðàôіêè öèõ ôóíêöіé 
ìàþòü íå áіëüø ÿê îäíó òî÷êó ïå ðåòèíó 
(ìàë. 23.6). Î÷åâèäíî, ùî ÷èñëî 4 є 
ðîçâ’ÿçêîì ðіâíÿííÿ log2õ = 6 – õ, áî є 
àáñöèñîþ òî÷êè ïåðåòèíó ãðàôіêіâ ôóíê-
öіé f(x) і g(x). ßêùî 0 < õ < 4, òî ãðàôіê 
ôóíêöії f(x) = log2õ ëåæèòü íèæ÷å ãðà-
ôіêà ôóíêöії g(x) = 6 – õ. Âðàõîâóþ÷è, 
ùî çíàê íåðіâíîñòі íåñòðîãèé, îñòàòî÷íî 
îòðèìàєìî її ðîçâ’ÿçêè: 0 < õ J 4.
Â і ä ï î â і ä ü. (0; 4].

Ñïî÷àòêó ðîçãëÿíåìî íàéïðîñòіøі íå-
ðіâíîñòі, ùî ìіñòÿòü çíàê ìîäóëÿ.

Ðîçãëÿíåìî íåðіâíіñòü âèãëÿäó , a – ÷èñëî.
Ïî÷íåìî ç íåðіâíîñòі . ßêùî , òî, î÷åâèäíî, ðîçâ’ÿç-

êîì íåðіâíîñòі є áóäü-ÿêå ÷èñëî, îñêіëüêè  äëÿ x ∈ R.
ßêùî , òî ïîçíà÷èìî íà ÷èñëîâіé îñі ÷èñëà  і – êî-

ðåíі ðіâíÿííÿ . Âîíè ðîçáèâàþòü ÷èñëîâó âіñü íà òðè іíòåð-
âàëè çíàêîñòàëîñòі ôóíêöії f(x) = x (ìàë. 23.7). Âçÿâøè ïî «êîí-
òðîëüíіé» òî÷öі ç êîæíîãî іíòåðâàëó, ëåãêî 
ïåðåñâіä÷èòèñÿ, ùî íåðіâíіñòü çàäîâîëüíÿ-
òèìóòü ëèøå çíà÷åííÿ:  àáî .

Óçàãàëüíþþ÷è ðåçóëüòàò, îòðèìàєìî:

ÿêùî , òî ìíîæèíîþ ðîçâ’ÿçêіâ íåðіâíîñòі 
є âñі ÷èñëà ç ÎÄÇ çìіííîї âèðàçó ; à ÿêùî , òî 

íåðіâíіñòü ðіâíîñèëüíà ñóêóïíîñòі íåðіâíîñòåé 

Ìіðêóþ÷è àíàëîãі÷íî, ðîçâ’ÿçóþòü íåðіâíіñòü âèãëÿäó .

Ðîçâ’ÿçàòè íåðіâíіñòü .
Ð î ç â ’ ÿ ç à í í ÿ. Íåðіâíіñòü ðіâíîñèëüíà ñóêóïíîñòі íåðіâíî-

ñòåé   Äàëі ìàєìî: 

Приклад 8.

Ìàë. 23.6

5. Íåðіâíîñòі, ùî 
ìіñòÿòü çíàê ìîäóëÿ

Ìàë. 23.7

ÿêùî , òî ìíîæèíîþ ðîçâ’ÿçêіâ íåðіâíîñòі 
є âñі ÷èñëà ç ÎÄÇ çìіííîї âèðàçó ; à ÿêùî , òî 

íåðіâíіñòü ðіâíîñèëüíà ñóêóïíîñòі íåðіâíîñòåé 

Óçàãàëüíþþ÷è ðåçóëüòàò, îòðèìàєìî:

ÿêùî 
є âñі ÷èñëà ç ÎÄÇ çìіííîї âèðàçó 

Приклад 9.
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Â і ä ï î â і ä ü.  (–u; –1] ∪ [3; �u).

Ðîçãëÿíåìî íåðіâíіñòü âèãëÿäó , a ∈ R.
Ïî÷íåìî ç íåðіâíîñòі . ßêùî , òî, î÷åâèäíî, ðîçâ’ÿç-

êіâ íåìàє, îñêіëüêè  äëÿ x ∈ R.
ßêùî , òî, ìіðêóþ÷è ÿê ïðè ðîçâ’ÿ-

çóâàííі íåðіâíîñòі  (ìàë. 23.8), ìàòè-
ìåìî, ùî ðîçâ’ÿçêàìè íåðіâíîñòі |x| < a є òі 
çíà÷åííÿ x, äëÿ ÿêèõ .

Óçàãàëüíþþ÷è, îòðèìàєìî:

ÿêùî , òî íåðіâíіñòü  ðîçâ’ÿçêіâ íå ìàє; 
ÿêùî , íåðіâíіñòü ðіâíîñèëüíà íåðіâíîñòі .

Ìіðêóþ÷è àíàëîãі÷íî, ðîçâ’ÿçóþòü íåðіâíіñòü .

Ðîçâ’ÿçàòè íåðіâíіñòü .
Ð î ç â ’ ÿ ç à í í ÿ. Ìàєìî: ; 

; 
.

Â і ä ï î â і ä ü.  [–8; –2].

Çàóâàæèìî, ùî êîëè  íå є ëіíіéíîþ ôóíêöієþ, äëÿ ðîçâ’ÿ-
çàííÿ ïîäâіéíîї íåðіâíîñòі  àáî  äîöіëü-
íî ïåðåéòè äî ðіâíîñèëüíîї їé ñèñòåìè íåðіâíîñòåé

  àáî  

Äëÿ ðîçâ’ÿçóâàííÿ áіëüø ñêëàäíèõ íåðіâíîñòåé, ùî ìіñòÿòü 
çíàê ìîäóëÿ, çàñòîñîâóþòü òîé ñàìèé ïіäõіä, ùî é äëÿ ðîçâ’ÿçó-
âàííÿ ðіâíÿíü, ÿêі ìіñòÿòü êіëüêà çíàêіâ ìîäóëіâ, òîáòî ðîçêðè-
âàþòü ìîäóëі íà іíòåðâàëàõ.

Íà êîæíîìó іíòåðâàëі ðîçêðèâàєìî ìîäóëі, îòðèìóєìî íå-
ðіâíіñòü-íàñëіäîê ïî÷àòêîâîї, ðîçâ’ÿçóєìî її òà âіäáèðàєìî ëèøå 
òі її ðîçâ’ÿçêè, ÿêі íàëåæàòü ïðîìіæêó, íà ÿêîìó îòðèìàíî öþ 
íåðіâíіñòü-íàñëіäîê. Îá’єäíàííÿ óñіõ îòðèìàíèõ íà ïðîìіæêàõ 
ðîçâ’ÿçêіâ і áóäå ðîçâ’ÿçêîì ïî÷àòêîâîї íåðіâíîñòі. 

Ðîçãëÿíåìî íà ïðèêëàäі, ÿê ðîçâ’ÿçàòè òàêó íåðіâíіñòü òà 
îôîðìèòè çàïèñ її ðîçâ’ÿçàííÿ.

Ðîçâ’ÿçàòè íåðіâíіñòü .
Ð î ç â ’ ÿ ç à í í ÿ. 1) ÎÄÇ: x ∈ R.
2) Çíàéäåìî íóëі ïіäìîäóëüíèõ âèðàçіâ: 

 òîáòî 

Îòæå, –1 і 2 – íóëі ïіäìîäóëüíèõ âèðàçіâ.
3) Ïîçíà÷èìî îòðèìàíі íóëі íà ÷èñëîâіé îñі (ìàë. 23.9) і îòðè-
ìàєìî òðè ïðîìіæêè: (–u; –1], (–1; 2] і (2; �u).

Ìàë. 23.8

ÿêùî , òî íåðіâíіñòü  ðîçâ’ÿçêіâ íå ìàє;  ðîçâ’ÿçêіâ íå ìàє; 
ÿêùî , íåðіâíіñòü ðіâíîñèëüíà íåðіâíîñòі .

Óçàãàëüíþþ÷è, îòðèìàєìî:

ÿêùî 
ÿêùî 

Приклад 10.

Приклад 11.

Ìàë. 23.9
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4) ßêùî x ∈ (–u; –1], òîáòî , òî  і ; 
 і . Îòæå, íà ïðîìіæêó (–u; –1] ìàє-

ìî ñèñòåìó íåðіâíîñòåé:

       .

ßêùî x ∈ (–1; 2], òîáòî , òî  і ; 

 і . Îòæå, íà ïðîìіæêó (–1; 2] ìàєìî:

       .

ßêùî x ∈ (2; �u), òîáòî , òî  і ; 
 і . Íà ïðîìіæêó (2; �u) ìàєìî ñèñòåìó:

       .

Çàóâàæèìî, ùî ðîçâ’ÿçàííÿ ìîæíà áóëî îôîðìèòè êîðîòøå, 
çàïèñàâøè і ðîçâ’ÿçàâøè ðіâíîñèëüíó ïî÷àòêîâіé ñóêóïíіñòü 
òðüîõ ñèñòåì íåðіâíîñòåé: 

Çðîçóìіëî, ùî êіëüêіñòü ñèñòåì ó ñóêóïíîñòі íå ìîæå ïåðåâè-
ùóâàòè êіëüêîñòі îòðèìàíèõ äëÿ ðîçêðèòòÿ ìîäóëÿ іíòåðâàëіâ. 

Â і ä ï î â і ä ü.  (–u; 0) ∪ (3; �u).

Òàêîæ äëÿ ðîçâ’ÿçóâàííÿ íåðіâíîñòåé âèêîðèñòîâóþòü і іíøі 
ìåòîäè àáî êîìáіíàöії êіëüêîõ ìåòîäіâ.

 Які методи використовують для розв’язування нерівностей? 
 Сформулюйте алгоритм розв’язування нерівностей методом 

інтервалів.  Як розв’язати нерівність  і як , де 
a – число?  Як розв’язати нерівність, що містить кілька модулів?

Ðîçâ’ÿæiòü çàäà÷i òà âèêîíàéòå âïðàâè
Ðîçâ’ÿæіòü íåðіâíіñòü (23.1–23.6):

23.1.  1) ;     2) ;    3) ;      4) .

 Які методи використовують для розв’язування нерівностей? 
 Сформулюйте алгоритм розв’язування нерівностей методом 

інтервалів.  Як розв’язати нерівність  і як , де 
a – число?  Як розв’язати нерівність, що містить кілька модулів? Як розв’язати нерівність, що містить кілька модулів? Як розв’язати нерівність, що містить кілька модулів?
інтер

23.1.23.1.
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23.2.  1) ;    2) ;    3) ;     4) .

23.3.  1) ;     2) . 

23.4.  1) ;    2) . 

23.5.  1) ;     2) ;     3) ;        4) .

23.6. 1) ;      2) ;     3) ;       4) .

Ðîçâ’ÿæіòü ñèñòåìó íåðіâíîñòåé (23.7–23.8):

23.7. 1) ;     2) ;     3) ;       4) .

23.8. 1) ;     2) ;     3) ;      4) .

Ðîçâ’ÿæіòü íåðіâíіñòü (23.9–23.16):

23.9. 1) ;     2) ;      3) ;       4) .

23.10.  1) ;    2) ;      3) ;       4) .

23.11. 1) ;    2) ;       3) ;     4) .

23.12.  1) ;     2) ;      3) ;    4) .

23.13.  1) ;           2) ; 

  3) ;           4) .

23.14.  1) ;           2) ; 

  3) ;          4) .

23.15. 1) ;       2) . 

23.16. 1) ;           2) . 

Ðîçâ’ÿæіòü íåðіâíіñòü ìåòîäîì іíòåðâàëіâ (23.17–23.18):
23.17.  1) ;         2) ; 

  3) ;               4) .

23.18. 1) ;         2) ; 

  3) ;               4) .

Ðîçâ’ÿæіòü íåðіâíіñòü (23.19–23.20):

23.19.  1) ;    2) ;   3) ;   4) .

23.20.  1) ;    2) ;   3) ;   4) .

23.1623.16
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Ðîçâ’ÿæіòü ñèñòåìó íåðіâíîñòåé (23.21–23.22):

23.21.  1)            2) 

  3)      4) 

23.22.  1)            2) 

  3)      4) 

Ðîçâ’ÿæіòü ïîäâіéíó íåðіâíіñòü (23.23–23.24):
23.23.  1) ;            2) ; 

  3) ;         4) .

23.24.  1) ;          2) ; 

  3) ;           4) .

Ðîçâ’ÿæіòü íåðіâíіñòü (23.25–23.34):

23.25.  1) ;       2) ; 

  3) ;      4) .

23.26.  1) ;       2) ; 

  3) ;       4) .

23.27.  1) ;       2) ; 

  3) ;       4) .

23.28.  1) ;       2) ; 

  3) ;      4) .

23.29.  1) ;           2) ; 

  3) ;      4) .

23.30.  1) ;            2) ; 

  3) ;        4) .
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23.31.  1) ;    2) ;    3) ;    4) .

23.32.  1) ;   2) ;   3) ;    4) .

23.33.  1) ;                 2) ; 

  3) ;      4) .

23.34.  1) ;                 2) ; 

  3) ;      4) .

Çíàéäіòü íàéáіëüøèé öіëèé ðîçâ’ÿçîê íåðіâíîñòі (23.35–23.36): 

23.35. .          23.36. .

Ðîçâ’ÿæіòü íåðіâíіñòü (23.37–23.44):

23.37. 1) ;       2) . 

23.38. 1) ;      2) . 

23.39. 1) ;         2) . 

23.40. 1) ;        2) . 

23.41.  1) ;            2) ; 

  3) ;             4) .

23.42.  1) ;             2) ;    

  3) ;             4) .

23.43. 1) ;       2) . 

23.44. 1) ;       2) . 

Çíàéäіòü óñі öіëі ðîçâ’ÿçêè ñèñòåìè íåðіâíîñòåé (23.45–23.46):

23.45. 1)      2) 
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23.46. 1)       2) 

Çíàéäіòü îáëàñòü âèçíà÷åííÿ ôóíêöії (23.47–23.48): 

23.47. .

23.48. .

Ðîçâ’ÿæіòü íåðіâíіñòü (23.49–23.50):

23.49. 1) ;     2) . 

23.50. 1) ;     2) . 

Çíàéäіòü ñóìó óñіõ öіëèõ ðîçâ’ÿçêіâ íåðіâíîñòі (23.51–23.52): 

23.51. .             

23.52. .

Ðîçâ’ÿæіòü íåðіâíіñòü (23.53–23.54): 

23.53. .     23.54. .

Óêàæіòü äâà äîâіëüíèõ ðîçâ’ÿçêè íåðіâíîñòі, ùî íàëåæàòü äàíî-
ìó ïðîìіæêó (23.55–23.56): 

23.55. ; .        23.56. ; .

Ðîçâ’ÿæіòü íåðіâíіñòü (23.57–23.58):

23.57.1) ;        2) . 

23.58. 1) ;        2) . 

Çíàéäіòü îáëàñòü âèçíà÷åííÿ ôóíêöії (23.59–23.60):

23.59. 1) ;      2) . 

23.60. 1) ;      2) . 

23.61. Çíàéäіòü íàéáіëüøèé öіëèé ðîçâ’ÿçîê íåðіâíîñòі 
.

23.62. Çíàéäіòü íàéìåíøèé öіëèé ðîçâ’ÿçîê íåðіâíîñòі 
.
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Ðîçâ’ÿæіòü íåðіâíіñòü (23.63–23.64):

23.63. 1) ;       2) . 

23.64. 1) ;        2) . 

Çíàéäіòü êіëüêіñòü íàòóðàëüíèõ ðîçâ’ÿçêіâ íåðіâíîñòі (23.65–
23.66): 
23.65. .       

23.66. .

Ðîçâ’ÿæіòü íåðіâíіñòü (23.67–23.74):
23.67.  1) ;          2) ; 

  3) ;            4) .
23.68.  1) ;             2) ; 

  3) ;           4) .
23.69.  1) ;          2) . 

23.70.  1) ;          2) . 

23.71. 1) ;      2) . 

23.72. 1) ;      2) . 

23.73. 1) ;        2) . 

23.74. 1) ;    2) . 

Çíàéäіòü îáëàñòü äîïóñòèìèõ çíà÷åíü ôóíêöії (23.75–23.76):

23.75. 1) ;      2) . 

23.76. 1) ;      2) . 

23.77. Çíàéäіòü ñóìó öіëèõ ðîçâ’ÿçêіâ íåðіâíîñòі 

.

23.78. Çíàéäіòü äîáóòîê öіëèõ ðîçâ’ÿçêіâ íåðіâíîñòі 

.

Ñêіëüêè öіëèõ ðîçâ’ÿçêіâ ìàє íåðіâíіñòü (23.79–23.80): 
23.79. ? 

23.80. ?
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Ðîçâ’ÿæіòü íåðіâíіñòü (23.81–23.82):
23.81.  1) ; 

  2) . 

23.82.  1) ; 

  2) . 

23.83. Çíàéäіòü íàéìåíøèé ðîçâ’ÿçîê íåðіâíîñòі: 
.

23.84. Çíàéäіòü íàéáіëüøèé ðîçâ’ÿçîê íåðіâíîñòі: 
.

Ðîçâ’ÿæіòü ñèñòåìó íåðіâíîñòåé (23.85–23.86):

23.85.

23.86.

Ðîçâ’ÿæіòü íåðіâíіñòü (23.87–23.96):

23.87. 1) ;     2) . 

23.88. 1) ;     2) . 

23.89. 1) ;         2) ; 

      3) ;     4) .

23.90.  1) ;          2) ; 

  3) ;         4) .

23.91.  1) ;       2) . 

23.92.  1) ;       2) . 

23.93.  1) ;        2) . 

23.94.  1) ;           2) . 
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23.95.  1) ;         2) ; 

  3) ;       4) .

23.96.  1) ;     2) ; 

  3) ;     4) .

23.97. Çíàéäіòü íàéáіëüøèé öіëèé ðîçâ’ÿçîê íåðіâíîñòі 

.

23.98. Çíàéäіòü íàéìåíøèé öіëèé ðîçâ’ÿçîê íåðіâíîñòі 

.

Ðîçâ’ÿæіòü íåðіâíіñòü (23.99–23.100):

23.99.  1) ; 

  2) . 

23.100.  1) ;

   2) . 
23.101. Çíàéäіòü íàéìåíøèé äîäàòíèé ðîçâ’ÿçîê íåðіâíîñòі 

.
23.102. Çíàéäіòü íàéáіëüøèé âіä’єìíèé ðîçâ’ÿçîê íåðіâíîñòі 

.
Ðîçâ’ÿæіòü íåðіâíіñòü (23.103–23.114):

23.103. 1) ;         2) . 

23.104. 1) ;        2) . 

23.105. .           23.106. .

23.107. 1) ;     2) . 

23.108. 1) ;      2) . 

23.109. .         23.110. .

23.111. .

23.112. .
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23.113. Çíàéäіòü íàéìåíøèé íàòóðàëüíèé ðîçâ’ÿçîê íåðіâíîñòі 
.

23.114. Çíàéäіòü íàéáіëüøèé íàòóðàëüíèé ðîçâ’ÿçîê íåðіâíîñòі 
.

Çíàéäіòü ìíîæèíó ðîçâ’ÿçêіâ ñèñòåìè (23.115–23.116):

23.115.

23.116.

Ðîçâ’ÿæіòü íåðіâíіñòü (23.117–23.118): 

23.117. .         23.118. .

Ðîçâ’ÿæіòü íåðіâíіñòü (23.119–23.124): 

23.119. 1) ;     2) . 

23.120. 1) ;     2) . 

23.121. .   23.122. .

23.123. 1) ;         2) . 

23.124. 1) ;     2) . 

23.125. Çàðîáіòíà ïëàòíÿ ìåíåäæåðà ñóïåðìàðêåòó åëåê-
òðîíіêè ó 2018 ðîöі ñêëàäàëà 10 000 ãðí. Ùîìіñÿöÿ іç çàð-

ïëàòíі óòðèìóâàëîñÿ 18 % ïîäàòêó íà äîõîäè ôіçè÷íèõ îñіá òà 
1,5 % âіéñüêîâîãî çáîðó. Íà ïî÷àòêó ðîêó ìåíåäæåð âèðіøèâ 
ùîìіñÿöÿ âіäêëàäàòè ïî 10 % âіä îòðèìàíîї «íà ðóêè» çàðïëàò-
íі íà ïðèäáàííÿ íîâîãî ïëàíøåòó, ðîçäðіáíà öіíà ÿêîãî â ñóïåð-
ìàðêåòі, äå âіí ïðàöþє, ñòàíîâèòü 4500 ãðí. ×åðåç ñêіëüêè ìіñÿ-
öіâ ìåíåäæåð ïðèäáàâ ïëàíøåò, ÿêùî ñóïåðìàðêåò íàäàâ éîìó 
çíèæêó ó 18 % âіä ðîçäðіáíîї öіíè ïëàíøåòó?

23.126. (Íàöіîíàëüíà îëіìïіàäà Ðóìóíії) Äîâåäіòü, ùî 

êîðåíÿìè ðіâíÿííÿ  є ÷èñëà ; ; 

; .
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Ïiäãîòóéòåñÿ äî âèâ÷åííÿ íîâîãî ìàòåðiàëó

23.127. Ðîçâ’ÿæіòü ñèñòåìó ðіâíÿíü ñïîñîáîì ïіäñòàíîâêè:

1)         2) 

23.128. Ðîçâ’ÿæіòü ñèñòåìó ðіâíÿíü ñïîñîáîì äîäàâàííÿ:

1)      2) 

1. (bn) – ãåîìåòðè÷íà ïðîãðåñіÿ, ñåðåä ÷ëåíіâ ÿêîї є ÿê 
äîäàòíі ÷ëåíè, òàê і âіä’єìíі, b1 = 1; b5 = 16. Çíàéäіòü çíà-
ìåííèê ïðîãðåñії.

À Á Â Ã Ä

2 –2 2 àáî –2 –4 4

2. Çíàéäіòü çíà÷åííÿ âèðàçó .

À Á Â Ã Ä

–5 5 –1 1 2

3. Çíàéäіòü lg(4a) + lg(25b), ÿêùî lg(ab) = 3, a > 0, b > 0.

À Á Â Ã Ä

3 4 5 300 103

4. Ãðàôіê ÿêîї ç ôóíêöіé âіäìіííèé âіä ïðÿìîї?

À Á Â Ã Ä

y = y = y = y = y =

5. Óêàæіòü ñèñòåìó, ÿêà íå ìàє ðîçâ’ÿçêіâ.

À Á Â Ã Ä

1. (bn) – ãåîìåòðè÷íà ïðîãðåñіÿ, ñåðåä ÷ëåíіâ ÿêîї є ÿê 
äîäàòíі ÷ëåíè, òàê і âіä’єìíі, b1 = 1; = 1; = b5 = 16. Çíàéäіòü çíà-= 16. Çíàéäіòü çíà-=
ìåííèê ïðîãðåñії.

À Á Â Ã Ä

2 –2 2 àáî –2 –4 4

2. Çíàéäіòü çíà÷åííÿ âèðàçó .

À Á Â Ã Ä

–5 5 –1 1 2

3. Çíàéäіòü lg(4a) + lg(25b), ÿêùî lg(ab) = 3, a > 0, b > 0.

À Á Â Ã Ä

3 4 5 300 103

4. Ãðàôіê ÿêîї ç ôóíêöіé âіäìіííèé âіä ïðÿìîї?

À Á Â Ã Ä

y = y = y = y = y =

5. Óêàæіòü ñèñòåìó, ÿêà íå ìàє ðîçâ’ÿçêіâ.

À Á Â Ã Ä

ПППЕРЕВІРТЕ СВОЮ КОМПЕТЕНТНІСТЬЕРЕВІРТЕ СВОЮ КОМПЕТЕНТНІСТЬ
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6. Âіäîìî, ùî a > b. Óêàæіòü ïðàâèëüíó íåðіâíіñòü.

À Á Â Ã Ä

–a > –b 0,5a > 0,5b 8b > 8a 0,8b > 0,8a
æîäíà іç 

çàïðîïîíî-
âàíèõ (À–Ã)

7. Óñòàíîâіòü âіäïîâіäíіñòü ìіæ ÷èñëîâèì âèðàçîì (1–4) 
òà éîãî çíà÷åííÿì (À–Ä).

×èñëîâèé âèðàç Çíà÷åííÿ âèðàçó

1 À

2 Á

3 Â 2

4 Ã 3

Ä 4

8. Çíàéäіòü (ó êâàäðàòíèõ îäèíèöÿõ) ïëîùó ôіãóðè, îá-
ìåæåíîї ëіíіÿìè y = x2 – 3x і y = x + 5.

9. Îá÷èñëіòü çíà÷åííÿ âèðàçó .

ДОМАШНЯ САМОСТІЙНА РОБОТА № 8
Êîæíå çàâäàííÿ ìàє ïî ÷îòèðè âàðіàíòè âіäïîâіäі (À–Ã), ñå-

ðåä ÿêèõ ëèøå îäèí є ïðàâèëüíèì. Îáåðіòü ïðàâèëüíèé âàðіàíò 
âіäïîâіäі.

1. Ðîçâ’ÿæіòü ðіâíÿííÿ . 

À. –1,5        Á. 9          Â. –6         Ã.

2. Ðîçâ’ÿæіòü íåðіâíіñòü . 
À. (0; 9)       Á. [0; 9)       Â. [0; 3)       Ã. (–u; 9) 

3. Ðîçâ’ÿæіòü íåðіâíіñòü . 

À. (4; +u)     Á. (3; +u)     Â. (–u; 3)     Ã. (–u; 4) 

4. Óêàæіòü ïðîìіæîê, ÿêîìó íàëåæèòü êîðіíü ðіâíÿííÿ 

.

À. (–u; –1]    Á. (–1; 1]      Â. (1; 3]       Ã. (3; +u) 

6. Âіäîìî, ùî a > b. Óêàæіòü ïðàâèëüíó íåðіâíіñòü.

À Á Â Ã Ä

–a > –b 0,5a > 0,5b 8b > 8a 0,8b > 0,8a
æîäíà іç 

çàïðîïîíî-
âàíèõ (À–Ã)

7. Óñòàíîâіòü âіäïîâіäíіñòü ìіæ ÷èñëîâèì âèðàçîì (1–4) 
òà éîãî çíà÷åííÿì (À–Ä).

×èñëîâèé âèðàç Çíà÷åííÿ âèðàçó

1 À

2 Á

3 Â 2

4 Ã 3

Ä 4

8. Çíàéäіòü (ó êâàäðàòíèõ îäèíèöÿõ) ïëîùó ôіãóðè, îá-
ìåæåíîї ëіíіÿìè y = x2 – 3x і y = x + 5.

9. Îá÷èñëіòü çíà÷åííÿ âèðàçó .

âіäïîâіäі

À.

À.
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5. ßêîìó ïðîìіæêó íàëåæèòü êîðіíü ðіâíÿííÿ ?
À. (–u; –1]     Á. (–1; 1]      Â. (1; 3]     Ã. (3; +u) 

6. Ðîçâ’ÿæіòü íåðіâíіñòü .

À.          Á.
Â. (–3; 1]                 Ã. [1; +u) 

7. Ðîçâ’ÿæіòü ðіâíÿííÿ .

À.             Á. ; 

Â. ; 

Ã. ; 

8. Çíàéäіòü ñóìó óñіõ êîðåíіâ ðіâíÿííÿ .
À. 1     Á. 2     Â. 3     Ã. 6 
9. Ç ìіñòà A â ìіñòî B, âіäñòàíü ìіæ ÿêèìè 12 êì, îäíî÷àñ-

íî âèðóøèëè âåëîñèïåäèñò і ïіøîõіä. Øâèäêіñòü ïіøîõîäà íà 
8 êì/ãîä ìåíøà çà øâèäêіñòü âåëîñèïåäèñòà, òîìó âіí ïðèáóâ ó 
ìіñòî B íà 2 ãîä ïіçíіøå, íіæ âåëîñèïåäèñò. Çíàéäіòü øâèäêіñòü 
âåëîñèïåäèñòà.

À. 10 êì/ãîä    Á. 12 êì/ãîä    Â. 13 êì/ãîä    Ã. 15 êì/ãîä 

10. Ðîçâ’ÿæіòü íåðіâíіñòü .

À.      Á.      Â.      Ã.

11. Ðîçâ’ÿæіòü íåðіâíіñòü .

À.       Á.
Â.       Ã.
12. Çíàéäіòü äîáóòîê óñіõ êîðåíіâ ðіâíÿííÿ 

.
À. 3      Á. –3     Â. 2     Ã. –2.

ЗАВДАННЯ ДЛЯ ПЕРЕВІРКИ ЗНАНЬ ДО §§ 22–23
1. Ðîçâ’ÿæіòü ðіâíÿííÿ: 

1) ;      2) . 
2. Ðîçâ’ÿæіòü íåðіâíіñòü: 
1) ;                 2) . 
3. Ðîçâ’ÿæіòü íåðіâíіñòü: 

1) ;               2) . 

À.

ЗАВДАННЯ ДЛЯ ПЕРЕВІРКИ ЗНАНЬ ДО §§ 22–23

1) 
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4. Çíàéäіòü ìíîæèíó êîðåíіâ ðіâíÿííÿ:

1) ;      2) . 
5. Ðîçâ’ÿæіòü ðіâíÿííÿ:
1) ;      2) . 
6. Ðîçâ’ÿæіòü íåðіâíіñòü: 

1) ;          2) . 

7. Ðîçâ’ÿæіòü ðіâíÿííÿ:
1) ;     2) . 
8. Ùîá êîìïåíñóâàòè çàïіçíåííÿ íà 1 ãîä, ïîòÿã íà ïåðåãîíі 

çàâäîâæêè 300 êì çáіëüøèâ øâèäêіñòü íà 10 êì/ãîä ïîðіâíÿíî 
çі øâèäêіñòþ çà ðîçêëàäîì. ßêà øâèäêіñòü ïîòÿãà çà ðîçêëàäîì?

9. Çíàéäіòü ìíîæèíó ðîçâ’ÿçêіâ íåðіâíîñòі 
.

Äîäàòêîâі çàâäàííÿ

10. Ðîçâ’ÿæіòü íåðіâíіñòü .

11. Çíàéäіòü óñі êîðåíі ðіâíÿííÿ .

СИСТЕМИ РІВНЯНЬ 
ТА МЕТОДИ ЇХ РОЗВ’ЯЗУВАННЯ 

Çãàäàєìî îñíîâíі ïіäõîäè äî ðîçâ’ÿçóâàííÿ ñèñòåì ðіâíÿíü.

Ïðèïóñòèìî, ìàєìî ñèñòåìó äâîõ ðіâ-
íÿíü ç äâîìà çìіííèìè, îäíå ç ðіâ-

íÿíü ÿêîї є ëіíіéíèì. Ó òàêîìó ðàçі ñèñòåìó äîöіëüíî ðîçâ’ÿçó-
âàòè ñïîñîáîì ïіäñòàíîâêè. Íàãàäàєìî ïîñëіäîâíіñòü äіé äëÿ 
çàñòîñóâàííÿ öüîãî ñïîñîáó:

1) ç ëіíіéíîãî ðіâíÿííÿ ñèñòåìè âèðàçèòè îäíó çìіííó ÷åðåç 
іíøó;

2) ïіäñòàâèòè îòðèìàíèé âèðàç çàìіñòü öієї çìіííîї â äðóãå 
ðіâíÿííÿ;

3) ðîçâ’ÿçàòè îòðèìàíå ðіâíÿííÿ ç îäíієþ çìіííîþ;
4) çíàéòè âіäïîâіäíå éîìó çíà÷åííÿ äðóãîї çìіííîї.

Ðîçâ’ÿçàòè ñèñòåìó ðіâíÿíü 

Ð î ç â ’ ÿ ç à í í ÿ. Ç ïåðøîãî ðіâíÿííÿ ìàєìî: õ = 10 – 4ó. 
Ïіäñòàâèìî 10 – 4ó çàìіñòü õ ó äðóãå ðіâíÿííÿ, îòðèìàєìî ðіâ-
íÿííÿ çі çìіííîþ y: (10 – 4ó)2 + (10 – 4ó)ó = –2, òîáòî êâàä-
ðàòíå ðіâíÿííÿ 6ó2 – 35ó + 51 = 0, êîðåíÿìè ÿêîãî є ÷èñëà 3 

1) 

1) 

çі øâèäêіñòþ çà ðîçêëàäîì. ßêà øâèäêіñòü ïîòÿãà çà ðîçêëàäîì?

СИСТЕМИ РІВНЯНЬ 
ТА МЕТОДИ ЇХ РОЗВ’ЯЗУВАННЯ § 24. § 24. 

1. Ñïîñіá ïіäñòàíîâêè

Приклад 1.
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і Òîäі, ÿêùî y = 3, òî õ = 10 – 4 · 3 = –2; ÿêùî y = , òî 

õ = 10 – 

Â і ä ï î â і ä ü. (–2; 3); .

Öåé ñïîñіá çàñòîñîâóþòü, ÿêùî â ðå-
çóëüòàòі ïî÷ëåííîãî äîäàâàííÿ ëіâèõ 

і ïðàâèõ ÷àñòèí ðіâíÿíü ñèñòåìè îòðèìóєìî ðіâíÿííÿ ç îäíієþ 
çìіííîþ.

Ðîçâ’ÿçàòè ñèñòåìó ðіâíÿíü 

Ð î ç â ’ ÿ ç à í í ÿ. Ïîìíîæèìî ëіâó і ïðàâó ÷àñòèíè äðóãîãî ðіâ-

íÿííÿ íà –2, ñèñòåìà íàáóäå âèãëÿäó: 

Òåïåð äîäàìî ïî÷ëåííî ëіâі і ïðàâі ÷àñòèíè ðіâíÿíü. Îòðèìàє-
ìî ðіâíÿííÿ: –õ2 + 4õ = 4, òîáòî õ2 – 4õ + 4 = 0, êîðåíåì ÿêîãî 
áóäå õ = 2.
Ïіäñòàâèìî îòðèìàíå çíà÷åííÿ õ â ïåðøå ðіâíÿííÿ ïî÷àòêîâîї 
ñèñòåìè: 4 + 2ó2 = 6. Ìàєìî: ó2 = 1, çâіäêè ó1 = 1; ó2 = –1.
Îòæå, ðîçâ’ÿçêàìè ñèñòåìè є ïàðè ÷èñåë (2; 1) і (2; –1).
Â і ä ï î â і ä ü. (2; 1), (2; –1).

Іíîäі â ðåçóëüòàòі ïî÷ëåííîãî äîäàâàííÿ ðіâíÿíü ñèñòåìè ïіä 
÷àñ ðîçâ’ÿçóâàííÿ ñèñòåì ìîæíà îòðèìàòè âіäîìі ôîðìóëè, ùî 
ñïðîñòèòü ïðîöåñ ðîçâ’ÿçàííÿ.

Ðîçâ’ÿçàòè ñèñòåìó ðіâíÿíü 

Ð î ç â ’ ÿ ç à í í ÿ. Äîäàþ÷è ïî÷ëåííî ðіâíÿííÿ ñèñòåìè, ìàєìî: 
cosxcosy + sinxsiny = 1. Îòæå, çà ôîðìóëîþ äîäàâàííÿ: 
cos(x – y) = 1. Òîäі x – y = 2πk.
ßêùî ïåðøå ðіâíÿííÿ ñèñòåìè ïîìíîæèòè íà (–1), à ïîòіì äî-
äàòè äî äðóãîãî, òî îòðèìàєìî: cosxcosy – sinxsiny = 0. Îòæå, 

çà ôîðìóëîþ äîäàâàííÿ: cos(x + y) = 0. Òîäі 

 Îòðèìàëè ñèñòåìó äâîõ ëіíіéíèõ ðіâíÿíü: 

Äîäàâøè їõ ïî÷ëåííî, îòðèìàєìî  çâіäêè 

2. Ñïîñіá äîäàâàííÿ

Приклад 2.

Приклад 3.
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Âіäíÿâøè âіä äðóãîãî ðіâíÿííÿ ñèñòåìè ïåðøå, îòðèìàєìî: 

 çâіäêè 

Îòæå,  äå n ∈ Z, k ∈ Z.

Â і ä ï î â і ä ü. , n ∈ Z, k ∈ Z.

Ïіä ÷àñ âèêîðèñòàííÿ ðіâíÿíü-íàñëіä-
êіâ íå ñëіä çàáóâàòè ïðî ìîæëèâó ïî-
ÿâó ñòîðîííіõ êîðåíіâ. Òîìó ç ìíî-
æèíè îòðèìàíèõ êîðåíіâ òðåáà 
âèëó÷èòè ñòîðîííі, âèêîíàâøè ïåðå-

âіðêó îòðèìàíèõ êîðåíіâ.

Ðîçâ’ÿçàòè ñèñòåìó ðіâíÿíü 

Ð î ç â ’ ÿ ç à í í ÿ. Çàïèøåìî äðóãå ðіâíÿííÿ ñèñòåìè ó âèãëÿäі 

 і ïіäíåñåìî éîãî ëіâó і ïðàâó ÷àñòèíè äî êâàäðà-

òà. Ìàòèìåìî:

, òîáòî 
Óðàõîâóþ÷è ç ïåðøîãî ðіâíÿííÿ, ùî õ2 + õó + ó2 = 91, îòðèìà-

єìî, ùî , çâіäêè , òîìó õó = 9.
Îòæå, ñèñòåìó ìîæíà ïåðåïèñàòè ó âèãëÿäі: 

 Ðîçâ’ÿæåìî її: 

Î÷åâèäíî, ùî ïàðè ÷èñåë (1; 9), (9; 1) є ðîçâ’ÿçêàìè îòðèìàíîї 
ñèñòåìè. Ïåðåâіðêîþ ïåðåêîíóєìîñÿ, ùî âîíè çàäîâîëüíÿþòü 
ïî÷àòêîâó ñèñòåìó.
Â і ä ï î â і ä ü. (1; 9), (9; 1).

Öåé ìåòîä òàêîæ ÷àñòî âèêîðèñòîâó-
þòü äëÿ ðîçâ’ÿçóâàííÿ ñèñòåì ðіâíÿíü.

Ðîçâ’ÿçàòè ñèñòåìó ðіâíÿíü 

Ð î ç â ’ ÿ ç à í í ÿ. Íåõàé 2õ = t, t > 0, òîäі 4õ = (2õ)2 = t2.
Íåõàé log3(ó – 4) = z, òîäі 
log9(ó – 4) =

3. Ðіâíîñèëüíі 
ïåðåòâîðåííÿ 
òà âèêîðèñòàííÿ 
ðіâíÿíü-íàñëіäêіâ

Приклад 4.

4. Óâåäåííÿ íîâîї 
çìіííîї

Приклад 5.Приклад 5.
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Ìàєìî ñèñòåìó ðіâíÿíü çі çìіííèìè t і z: 

Ç ïåðøîãî ðіâíÿííÿ îòðèìàєìî, ùî z = 6 – t, і ïіäñòàâèìî îò-
ðèìàíèé âèðàç çàìіñòü z ó äðóãå ðіâíÿííÿ: . 

Ìàєìî êâàä ðàòíå ðіâíÿííÿ , êîðåíі ÿêîãî t1 = 4 
і t2 = –3,5. Îñêіëüêè t2 < 0, òî çíà÷åííÿ z çíàõîäèìî ëèøå äëÿ 
t = 4. 
ßêùî t = 4, òî z = 6 – 4, òîáòî z = 2. Ïîâåðòàєìîñÿ äî çàìіíè: 

  òîáòî   îòæå, 

Â і ä ï î â і ä ü. (2; 13).

Іíîäі äëÿ ðîçâ’ÿçóâàííÿ ñèñòåì ðіâ-
íÿíü, ÿê і äëÿ ðіâíÿíü, çàñòîñîâóþòü 
âëàñòèâîñòі ôóíêöіé, àíàëіòè÷íі âè-

ðàçè ÿêèõ ìіñòÿòü ðіâíÿííÿ ñèñòåìè.

Ðîçâ’ÿçàòè ñèñòåìó ðіâíÿíü 

Ð î ç â ’ ÿ ç à í í ÿ. ÎÄÇ: õ I 0, ó I 0. Îñêіëüêè äëÿ õ і ó ç ÎÄÇ 

ñïðàâäæóþòüñÿ íåðіâíîñòі  òà , òî 
çíàê ðіâíîñòі â îáîõ íåðіâíîñòÿõ äîñÿãàєòüñÿ ëèøå ïðè 
õ = ó = 0, òîìó (0; 0) – єäèíèé ðîçâ’ÿçîê ñèñòåìè.
Â і ä ï î â і ä ü. (0; 0).

Íàãàäàєìî îðієíòîâíèé àëãîðèòì 
ðîçâ’ÿçóâàííÿ òåêñòîâèõ çàäà÷ çà äî-
ïîìîãîþ ñèñòåìè äâîõ ðіâíÿíü ç äâîìà 
çìіííèìè:

1) ïîçíà÷èòè äåÿêі äâі íåâіäîìі âåëè÷èíè çìіííèìè (íà-
ïðèêëàä, x і y);
2) çà óìîâîþ çàäà÷і ñêëàñòè ñèñòåìó ðіâíÿíü (ìàòåìàòè÷-
íó ìîäåëü çàäà÷і);
3) ðîçâ’ÿçàòè îòðèìàíó ñèñòåìó;
4) ïðîàíàëіçóâàòè çíàéäåíі çíà÷åííÿ çìіííèõ íà âіäïî-
âіäíіñòü óìîâі òà çìіñòó çàäà÷і, äàòè âіäïîâіäü íà çàïè-
òàííÿ çàäà÷і;
5) çàïèñàòè âіäïîâіäü.

5. Çàñòîñóâàííÿ 
âëàñòèâîñòåé ôóíêöіé

Приклад 6.

6. Ñèñòåìà äâîõ ðіâíÿíü 
ç äâîìà çìіííèìè ÿê 
ìàòåìàòè÷íà ìîäåëü 
òåêñòîâèõ і ïðèêëàäíèõ 
çàäà÷

1) ïîçíà÷èòè äåÿêі äâі íåâіäîìі âåëè÷èíè çìіííèìè (íà-
ïðèêëàä, x і y);
2) çà óìîâîþ çàäà÷і ñêëàñòè ñèñòåìó ðіâíÿíü (ìàòåìàòè÷-
íó ìîäåëü çàäà÷і);
3) ðîçâ’ÿçàòè îòðèìàíó ñèñòåìó;
4) ïðîàíàëіçóâàòè çíàéäåíі çíà÷åííÿ çìіííèõ íà âіäïî-
âіäíіñòü óìîâі òà çìіñòó çàäà÷і, äàòè âіäïîâіäü íà çàïè-
òàííÿ çàäà÷і;
5) çàïèñàòè âіäïîâіäü.

1) ïîçíà÷èòè äåÿêі äâі íåâіäîìі âåëè÷èíè çìіííèìè (íà-
ïðèêëàä, 
2) çà óìîâîþ çàäà÷і ñêëàñòè ñèñòåìó ðіâíÿíü (ìàòåìàòè÷-
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Çà 2 ãîä ïðîòè òå÷ії і 5 ãîä çà òå÷ієþ ìîòîðíèé 
÷îâåí äîëàє 120 êì. Çà 2 ãîä çà òå÷ієþ і 1 ãîä ïðîòè òå÷ії öåé 
ñàìèé ÷îâåí äîëàє 51 êì. Çíàéòè âëàñíó øâèäêіñòü ÷îâíà 
і øâèäêіñòü òå÷ії.
Ð î ç â ’ ÿ ç à í í ÿ. Íåõàé âëàñíà øâèäêіñòü ÷îâíà – x êì/ãîä, 
à øâèäêіñòü òå÷ії – y êì/ãîä. 
Òîäі øâèäêіñòü ÷îâíà çà òå÷ієþ ðі÷êè äîðіâíþє (x + y) êì/ãîä, 
à ïðîòè òå÷ії – (x – y) êì/ãîä. Çà 5 ãîä çà òå÷ієþ ÷îâåí ïîäî-
ëàє 5(x + y) êì, çà 2 ãîä ïðîòè òå÷ії – 2(x – y) êì, à ðàçîì – 
120 êì. Ìàєìî ïåðøå ðіâíÿííÿ: 5(x + y) + 2(x – y) = 120. 
Ìіðêóþ÷è àíàëîãі÷íî, ñêëàäåìî äðóãå ðіâíÿííÿ: 
2(x + y) + (x – y) = 51.

Ìàєìî ñèñòåìó ðіâíÿíü: 

ðîçâ’ÿçàâøè ÿêó îòðèìàєìî: 

Îòæå, âëàñíà øâèäêіñòü ÷îâíà – 16,5 êì/ãîä, à øâèäêіñòü òå-
÷ії – 1,5 êì/ãîä.
Â і ä ï î â і ä ü. 16,5 êì/ãîä; 1,5 êì/ãîä.

Ïëîùà çåìåëüíîї äіëÿíêè ïðÿìîêóòíîї ôîðìè äî-
ðіâíþє 60 ì2. ßêùî äîâæèíó öієї äіëÿíêè çìåíøèòè íà 1 ì, 
à øèðèíó çáіëüøèòè íà 2 ì, òî ïëîùà äіëÿíêè ñòàíå 72 ì2. 
Çíàéòè äîâæèíó îãîðîæі öієї çåìåëüíîї äіëÿíêè.
Ð î ç â ’ ÿ ç à í í ÿ. Íåõàé äîâæèíà äàíîї äіëÿíêè äîðіâíþє x ì, 
à øèðèíà – y ì. Çàíåñåìî óìîâó çàäà÷і â òàáëèöþ:

Äîâæèíà, ì Øèðèíà, ì Ïëîùà, ì2

Äàíà 
äіëÿíêà x y xy

Äіëÿíêà ïіñëÿ 
çìіíè ðîçìіðіâ x – 1 y + 2 (x – 1)(y + 2)

Çà óìîâîþ çàäà÷і ìàєìî ñèñòåìó ðіâíÿíü: 

Ðîçêðèâøè äóæêè â äðóãîìó ðіâíÿííі, ïåðåïèøåìî ñèñòåìó 

ó âèãëÿäі: 

Îñêіëüêè xy = 60, òî â äðóãå ðіâíÿííÿ çàìіñòü xy ïіäñòàâèìî 60 
і âèðàçèìî çìіííó ó ÷åðåç çìіííó õ, äàëі ðîçâ’ÿæåìî ñèñòåìó 
ñïîñîáîì ïіäñòàíîâêè:

      

Приклад 7.

Приклад 8.
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Ç ïåðøîãî ðіâíÿííÿ ìàєìî: , . ×èñëî –3 íå âіä-
ïîâіäàє çìіñòó çàäà÷і, îñêіëüêè äîâæèíà äіëÿíêè íå ìîæå 
áóòè âіä’єìíîþ. Îòæå, äîâæèíà äіëÿíêè 10 ì, òîäі øèðèíà: 

 (ì). 
Çíàéäåìî äîâæèíó îãîðîæі ÿê ïåðèìåòð âіäïîâіäíîãî ïðÿìî-
êóòíèêà:  (ì).
Â і ä ï î â і ä ü. 32 ì.

Ç ïóíêòó A âèéøîâ ïіøîõіä. ×åðåç 50 õâ ïіñëÿ 
íüîãî çâіäòè æ ó òîìó ñàìîìó íàïðÿìêó âèїõàâ âåëîñèïåäèñò, 
ÿêèé íàçäîãíàâ ïіøîõîäà íà âіäñòàíі 6 êì âіä ïóíêòó A. Çíàé-
òè øâèäêîñòі ïіøîõîäà і âåëîñèïåäèñòà, ÿêùî âåëîñèïåäèñò çà 
1 ãîä äîëàє íà 1 êì áіëüøå, íіæ ïіøîõіä çà 2 ãîä. 
Ð î ç â ’ ÿ ç à í í ÿ. Íåõàé x êì/ãîä – øâèäêіñòü ïіøîõîäà, 
y êì/ãîä – âåëîñèïåäèñòà. Îáèäâà äî çóñòðі÷і ïîäîëàëè âіä-
ñòàíü äîâæèíîþ 6 êì. Çàíåñåìî óìîâó çàäà÷і â òàáëèöþ:

s, êì v, êì/ãîä t, ãîä

Ïіøîõіä 6 x

Âåëîñèïåäèñò 6 y

Îñêіëüêè ïіøîõіä ïåðåáóâàâ ó äîðîçі íà 50 õâ äîâøå, íіæ âåëî-

ñèïåäèñò, à 50 õâ =  ãîä, ìàєìî ðіâíÿííÿ: . 

Îñêіëüêè âåëîñèïåäèñò çà 1 ãîä äîëàє y êì і öå íà 1 êì áіëüøå, 
íіæ ïіøîõіä çà 2 ãîä, òîáòî 2x êì, ìàєìî ùå îäíå ðіâíÿííÿ: 

y – 2x = 1. Îòðèìàëè ñèñòåìó ðіâíÿíü: 

Ðîçâ’ÿçàâøè її (çðîáіòü öå ñàìîñòіéíî) òà âðàõóâàâøè, ùî çà 
çìіñòîì çàäà÷і x > 0 і y > 0, ìàòèìåìî x = 4, y = 9.
Â і ä ï î â і ä ü. 4 êì/ãîä; 9 êì/ãîä.

Коли зручно використовувати спосіб підстановки в системах 
рівнянь?  Коли зручно використовувати спосіб додавання в 
си стемах рівнянь?  Які ще методи використовують для розв’я-
зування систем рівнянь?  Сформулюйте орієнтовний алгоритм 
для розв’язування текстових і прикладних задач за допомогою 
си стем рівнянь.

Приклад 9.

Коли зручно використовувати спосіб підстановки в системах 
рівнянь?  Коли зручно використовувати спосіб додавання в 
си стемах рівнянь?  Які ще методи використовують для розв’я-
зування систем рівнянь?  Сформулюйте орієнтовний алгоритм 
для розв’язування текстових і прикладних задач за допомогою 
си стем рівнянь.

рівнянь? 
си стемах рівнянь? 
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Ðîçâ’ÿæiòü çàäà÷i òà âèêîíàéòå âïðàâè
Ðîçâ’ÿæіòü ñèñòåìó ðіâíÿíü ñïîñîáîì ïіäñòàíîâêè (24.1–
24.2):

24.1.

24.2.

Ðîçâ’ÿæіòü ñèñòåìó ðіâíÿíü ñïîñîáîì äîäàâàííÿ (24.3–24.4):

24.3.

24.4.

Ðîçâ’ÿæіòü ñèñòåìó ðіâíÿíü (24.5–24.8):

24.5.

24.6.

24.7. 1)      2) 

24.8. 1)       2) 

Íå âèêîíóþ÷è ïîáóäîâè, çíàéäіòü òî÷êè ïåðåòèíó ãðàôіêіâ ðіâ-
íÿíü (24.9–24.10):
24.9. 2x – y = 3 òà _x – y_ = 1.      24.10. 2x + y = 5 òà _x + y_ = 3.

Ðîçâ’ÿæіòü ñèñòåìó ðіâíÿíü (24.11–24.22):

24.11. 1)        2) 

24.12. 1)        2) 
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24.13. 1)               2) 

24.14. 1)              2) 

24.15. 1)           2) 

24.16. 1)              2) 

24.17. 1)                2) 

  3)      4) 

24.18. 1)                2) 

  3)           4) 

24.19. 1)          2) 

24.20. 1)          2) 

24.21.               

24.22.                

24.23. Çà îäèí îëіâåöü і òðè çîøèòè çàïëàòèëè 27 ãðí, à çà òðè 
îëіâöі і îäèí çîøèò – 17 ãðí. Ñêіëüêè êîøòóє îäèí îëіâåöü 
і ñêіëüêè – îäèí çîøèò?

24.24. Çà 2 ãîä ïіøêè і 1 ãîä íà âåëîñèïåäі òóðèñò ïîäîëàâ 20 êì, 
à çà 1 ãîä ïіøêè і 2 ãîä íà âåëîñèïåäі – 28 êì. Ç ÿêîþ 
øâèäêіñòþ òóðèñò ðóõàâñÿ ïіøêè і ç ÿêîþ – íà âåëîñèïåäі?

24.25. Çà 3 ôóòáîëüíèõ і 2 âîëåéáîëüíèõ ì’ÿ÷і çàïëàòèëè 
506 ãðí. Ñêіëüêè êîøòóє ôóòáîëüíèé ì’ÿ÷ і ñêіëüêè – âî-
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ëåéáîëüíèé, ÿêùî äâà âîëåéáîëüíі ì’ÿ÷і íà 50 ãðí äîðîæ÷і 
çà îäèí ôóòáîëüíèé?

24.26. 2 àêóìóëÿòîðè і 3 áàòàðåéêè ðàçîì êîøòóþòü 135 ãðí. 
Ñêіëüêè êîøòóє îäèí àêóìóëÿòîð і ñêіëüêè – îäíà áàòà-
ðåéêà, ÿêùî àêóìóëÿòîð êîøòóє ñòіëüêè æ, ñêіëüêè 12 áà-
òàðåéîê?

24.27. ×îâåí çà 3 ãîä ðóõó çà òå÷ієþ і 2 ãîä ðóõó ïðîòè òå÷ії 
äîëàє 138 êì. Çà 9 ãîä ðóõó çà òå÷ієþ ÷îâåí äîëàє âіäñòàíü 
ó 5 ðàçіâ áіëüøó, íіæ çà 2 ãîä ðóõó ïî îçåðó. Çíàéäіòü âëàñ-
íó øâèäêіñòü ÷îâíà òà øâèäêіñòü òå÷ії.

24.28. ×îâåí ðóõàâñÿ 2 ãîä çà òå÷ієþ і 5 ãîä ïðîòè òå÷ії, ïîäîëàâ-
øè çà öåé ÷àñ 120 êì. Øâèäêіñòü ÷îâíà ïðîòè òå÷ії ñêëàäàє 
80 % âіä øâèäêîñòі ÷îâíà çà òå÷ієþ. Çíàéäіòü âëàñíó øâèä-
êіñòü ÷îâíà òà øâèäêіñòü òå÷ії.

24.29. Ñóìà äâîõ ÷èñåë äîðіâíþє 93. Çíàéäіòü êîæíå іç ÷èñåë, ÿêùî 
70 % âіä îäíîãî і 60 % âіä äðóãîãî ðàçîì ñêëàäàþòü 59,4.

24.30. 20 % âіä îäíîãî ÷èñëà íà 3,6 áіëüøå, íіæ 10 % âіä äðóãî-
ãî. Çíàéäіòü öі ÷èñëà, ÿêùî їõ ñóìà äîðіâíþє 108.

24.31. Ïåðèìåòð çåìåëüíîї äіëÿíêè ïðÿìîêóòíîї ôîðìè äîðіâíþє 
200 ì, à її ïëîùà – 1600 ì2. Çíàéäіòü ñòîðîíè çåìåëüíîї 
äіëÿíêè.

24.32. Ñóìà äâîõ ñóñіäíіõ ñòîðіí ïðÿìîêóòíèêà äîðіâíþє 22 ñì. 
Çíàéäіòü öі ñòîðîíè, ÿêùî ïëîùà ïðÿìîêóòíèêà äîðіâíþє 
120 ñì2.

Ðîçâ’ÿæіòü ñèñòåìó ðіâíÿíü (24.33–24.52):

24.33. 1)      2) 

24.34. 1)       2) 

24.35. 1)        2) 

24.36. 1)            2) 

24.37.

24.38.
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24.39. 1)        2) 

  3)             4) 

24.40.  1)      2) 

  3)             4) 

24.41.  1) 

  2) 

24.42.  1) 

  2) 

24.43. 1)      2) 

24.44. 1)      2) 

24.45. 1)            2) 

24.46. 1)           2) 
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24.47. 1)           2) 

24.48. 1)           2) 

24.49. 1)          2) 

24.50. 1)          2) 

24.51. 1)       2) 

24.52. 1)      2) 

24.53. Çíàéäіòü äâîöèôðîâå ÷èñëî, ÿêå â 4 ðàçè áіëüøå çà ñóìó 
ñâîїõ öèôð і ó 3 ðàçè áіëüøå çà äîáóòîê ñâîїõ öèôð.

24.54. Çíàéäіòü äâîöèôðîâå ÷èñëî, ÿêå â 1,5 ðàçà áіëüøå çà äîáó-
òîê ñâîїõ öèôð і â 4 ðàçè áіëüøå çà їõ ñóìó.

24.55. Äâà àâòîìîáіëі âèїõàëè îäíî÷àñíî ç ìіñò A і B íàçóñòðі÷ 
îäèí îäíîìó і çóñòðіëèñÿ ÷åðåç ãîäèíó. Ïіñëÿ öüîãî âîíè, íå 
çóïèíÿþ÷èñü, ïðîäîâæèëè ðóõàòèñÿ ç òієþ ñàìîþ øâèäêіñ-
òþ. Îäèí ç íèõ ïðèáóâ ó ìіñòî B íà 50 õâ ïіçíіøå, íіæ äðó-
ãèé ó ìіñòî A. Çíàéäіòü øâèäêіñòü êîæíîãî ç àâòîìîáіëіâ, 
ÿêùî âіäñòàíü ìіæ ìіñòàìè 150 êì.

24.56. Äâà âåëîñèïåäèñòè âèїõàëè íàçóñòðі÷ îäèí îäíîìó ç Êèєâà 
і Áîÿðêè, ïåðåáóâàþ÷è íà âіäñòàíі 30 êì. ×åðåç ãîäèíó âîíè 
çóñòðіëèñÿ і, íå çóïèíÿþ÷èñü, ïðîäîâæèëè ðóõ ç òієþ ñàìîþ 
øâèäêіñòþ. Îäèí ç íèõ ïðèáóâ ó Áîÿðêó íà 50 õâ ïіçíіøå, íіæ 
äðóãèé ó Êèїâ. Çíàéäіòü øâèäêіñòü êîæíîãî ç âåëîñèïåäèñòіâ.

24.57. Äіàãîíàëü ïðÿìîêóòíèêà äîðіâíþє 13 ñì. ßêùî îäíó 
ç éîãî ñòîðіí çáіëüøèòè íà 11 ñì, à äðóãó çàëèøèòè áåç 
çìіí, òî äіàãîíàëü çáіëüøèòüñÿ íà 7 ñì. Çíàéäіòü ïåðèìåòð 
ïî÷àòêîâîãî ïðÿìîêóòíèêà.

24.58. Ãіïîòåíóçà ïðÿìîêóòíîãî òðèêóòíèêà äîðіâíþє 10 ñì. 
ßêùî îäèí ç éîãî êàòåòіâ çáіëüøèòè íà 9 ñì, à äðóãèé çàëè-
øèòè áåç çìіí, òî ãіïîòåíóçà íîâîãî òðèêóòíèêà äîðіâíþâà-
òèìå 17 ñì. Çíàéäіòü ïëîùó ïî÷àòêîâîãî òðèêóòíèêà.

24.59. Ç ïóíêòіâ A і B, âіäñòàíü ìіæ ÿêèìè 10 êì, îäíî÷àñíî íà-
çóñòðі÷ îäèí îäíîìó âèðóøèëè äâà ïіøîõîäè. ×åðåç 1 ãîä їì 
çàëèøèëîñÿ ïðîéòè äî çóñòðі÷і 1 êì. ßêáè îäèí ç ïіøîõîäіâ 
âèéøîâ íà 15 õâ ðàíіøå, òî çóñòðі÷ âіäáóëàñÿ á íà ñåðåäèíі 
øëÿõó. Çíàéäіòü øâèäêіñòü êîæíîãî ç ïіøîõîäіâ.
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24.60. Ç äâîõ ìіñò, âіäñòàíü ìіæ ÿêèìè 72 êì, íàçóñòðі÷ îäèí îäíî-
ìó âèðóøèëè äâà âåëîñèïåäèñòè і çóñòðіëèñÿ íà ñåðåäèíі øëÿ-
õó, ïðè÷îìó îäèí ç íèõ âèїõàâ íà 1 ãîä ðàíіøå, íіæ äðóãèé. 
ßêáè âåëîñèïåäèñòè âèїõàëè îäíî÷àñíî, òî çóñòðіëèñÿ á ÷åðåç 
2 ãîä 24 õâ. Çíàéäіòü øâèäêіñòü êîæíîãî ç âåëîñèïåäèñòіâ.

Ðîçâ’ÿæіòü ñèñòåìó ðіâíÿíü (24.61–24.74):

24.61.         24.62.

24.63.

24.64.

24.65.

24.66.

24.67. 1)    2) 

24.68. 1)      2) 

24.69. 1)        2) 

24.70. 1)       2) 

24.71. 1)     2) 

24.72. 1)      2) 

24.73.         24.74.
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Çíàéäіòü óñі ðîçâ’ÿçêè ñèñòåìè ðіâíÿíü (24.75–24.76):

24.75.  ùî çàäîâîëüíÿþòü óìîâè , 

.

24.76.  ùî çàäîâîëüíÿþòü óìîâè , 

.

Ðîçâ’ÿæіòü ñèñòåìó ðіâíÿíü (24.77–24.81):

24.77. 1)      2) 

24.78. 1)      2) 

24.79.

24.80.

24.81. 1)       2) 

24.82. 1)       2) 

24.83. Ìîòîðíèé ÷îâåí çà 3 ãîä 20 õâ ïðîïëèâ 33 êì çà òå÷ієþ 
ðі÷êè і ïîâåðíóâñÿ íàçàä. Çíàéäіòü âëàñíó øâèäêіñòü ÷îâíà 
і øâèäêіñòü òå÷ії, ÿêùî âіäîìî, ùî 11 êì çà òå÷ієþ і 6 êì 
ïðîòè òå÷ії âіí äîëàє çà 50 õâ.

24.84. Ç äâîõ ïóíêòіâ A і B, âіäñòàíü ìіæ ÿêèìè 18 êì, îäíî-
÷àñíî âèїõàëè íàçóñòðі÷ îäèí îäíîìó äâà âåëîñèïåäèñòè. 
Âåëîñèïåäèñò, ùî âèїõàâ ç ïóíêòó A, ïðèáóâ ó ïóíêò B 
÷åðåç 24 õâ ïіñëÿ çóñòðі÷і, à äðóãèé âåëîñèïåäèñò ïðèáóâ 
ó ïóíêò A ÷åðåç 54 õâ ïіñëÿ çóñòðі÷і. Çíàéäіòü øâèäêіñòü 
êîæíîãî ç âåëîñèïåäèñòіâ.
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Ðîçâ’ÿæіòü ñèñòåìó ðіâíÿíü (24.85–24.86):

24.85.  1) 

  2) 

24.86.

24.87. Âå÷іðíіé ïðèéîì їæі ìàє âіäáóâàòèñÿ íå ïіçíіøå íіæ 
çà 2,5 ãîäèíè äî ñíó. Î êîòðіé ãîäèíі òðåáà ïîâå÷åðÿòè 

îäèíàäöÿòèêëàñíèöі Îëåíöі, ÿêùî âîíà, äîòðèìóþ÷èñü ðåæèìó 
äíÿ, ìàє ïðîêèíóòèñÿ âðàíöі î 7-00, à її íі÷íèé âіäïî÷èíîê ìàє 
òðèâàòè íå ìåíøå 8 ãîäèí?

24.88. Äîâåäіòü ôîðìóëè (ôîðìóëè Âієòà):
1) cos mx = 2cos x cos(m – 1)x – cos(m – 2)x;
2) sin mx = 2cos x sin(m – 1)x – sin(m – 2)x.

Ïiäãîòóéòåñÿ äî âèâ÷åííÿ íîâîãî ìàòåðiàëó

24.89. Äëÿ âñіõ çíà÷åíü ïàðàìåòðà a ðîçâ’ÿæіòü ðіâíÿííÿ:
1) 2ax = 8;             2) ;
3) ;       4) 

24.90. Äëÿ âñіõ çíà÷åíü ïàðàìåòðà a ðîçâ’ÿæіòü íåðіâíіñòü:
1) 2x < a;             2) ax > 2; 
3) (a + 3)x > a + 3;     4) .

1. Óêàæіòü ðіâíÿííÿ, êîðåíåì ÿêîãî є ÷èñëî 4.

À Á Â

log2(x + 3) = 7 log2(x – 2) = 1

Ã Ä

0,5x–2 = 0,5

РОЗДІЛ �

1. Óêàæіòü ðіâíÿííÿ, êîðåíåì ÿêîãî є ÷èñëî 4.

À Á Â

log2(x + 3) = 7 log2(x – 2) = 1

Ã Ä

0,5x–2 = 0,5

ПППЕРЕВІРТЕ СВОЮ КОМПЕТЕНТНІСТЬЕРЕВІРТЕ СВОЮ КОМПЕТЕНТНІСТЬ Завдання Завдання Завдання 
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2. Ñêîðîòіòü äðіá .

À Á Â Ã Ä

a – 4 a + 4

3. ßêùî ãðàôіê ôóíêöії y = x2 ïіäíÿòè íà äâі îäèíèöі 
âçäîâæ îñі y, òî îòðèìàєìî ãðàôіê ôóíêöії...

À Á Â Ã Ä

y = (x + 2)2 y = (x – 2)2 y = x2 – 2 y = x2 + 2 y = 2x2

4. Óêàæіòü çíà÷åííÿ a, ïðè ÿêèõ ðіâíÿííÿ (a + 2)x =
= a2 – 4 íå ìàє ðîçâ’ÿçêіâ.

À Á Â Ã Ä

íåìàє òàêèõ çíà÷åíü a 2 0 r2 –2

5. ßêèé ç êâàäðàòíèõ òðè÷ëåíіâ íå ìîæíà ðîçêëàñòè íà 
ëіíіéíі ìíîæíèêè íà ìíîæèíі äіéñíèõ ÷èñåë?

À Á Â Ã Ä

x2 + 2x – 3 x2 + 2x – 7 –x2 – 2x – 1 –x2 – 2x – 2 x2 – 2x – 2

6. Óêàæіòü íåïàðíó ôóíêöіþ.

À Á Â Ã Ä

y = x2 y = y = tg2x y = cosx y = sinx

7. Óñòàíîâіòü âіäïîâіäíіñòü ìіæ ÷èñëîâèì âèðàçîì (1–4) 
òà éîãî çíà÷åííÿì (À–Ä).

×èñëîâèé âèðàç Çíà÷åííÿ ÷èñëîâîãî âèðàçó

1 À

Á

Â

Ã

Ä

8

6

1

–1

–6

2

3

4

8. Çíàéäіòü çíà÷åííÿ âèðàçó , ÿêùî D = 20°.

9. Çíàéäіòü íàéìåíøå çíà÷åííÿ ôóíêöії 

y = .

2. Ñêîðîòіòü äðіá .

À Á Â Ã Ä

a – 4 a + 4

3. ßêùî ãðàôіê ôóíêöії y = x2 ïіäíÿòè íà äâі îäèíèöі 
âçäîâæ îñі y, òî îòðèìàєìî ãðàôіê ôóíêöії...

À Á Â Ã Ä

y = (x + 2)2 y = (x – 2)2 y = x2 – 2 y = x2 + 2 y = 2x2

4. Óêàæіòü çíà÷åííÿ a, ïðè ÿêèõ ðіâíÿííÿ (a + 2)x =
= a2 – 4 íå ìàє ðîçâ’ÿçêіâ.

À Á Â Ã Ä

íåìàє òàêèõ çíà÷åíü a 2 0 r2 –2

5. ßêèé ç êâàäðàòíèõ òðè÷ëåíіâ íå ìîæíà ðîçêëàñòè íà 
ëіíіéíі ìíîæíèêè íà ìíîæèíі äіéñíèõ ÷èñåë?

À Á Â Ã Ä

x2 + 2x – 3x – 3x x2 + 2x – 7x – 7x –x2 – 2x – 1x – 1x –x2 – 2x – 2x – 2x x2 – 2x – 2x – 2x

6. Óêàæіòü íåïàðíó ôóíêöіþ.

À Á Â Ã Ä

y = x2 y = y = tg2x y = cosx y = sinx

7. Óñòàíîâіòü âіäïîâіäíіñòü ìіæ ÷èñëîâèì âèðàçîì (1–4) 
òà éîãî çíà÷åííÿì (À–Ä).

×èñëîâèé âèðàç Çíà÷åííÿ ÷èñëîâîãî âèðàçó

1 À

Á

Â

Ã

Ä

8

6

1

–1

–6

2

3

4

8. Çíàéäіòü çíà÷åííÿ âèðàçó , ÿêùî D = 20°.

9. Çíàéäіòü íàéìåíøå çíà÷åííÿ ôóíêöії 

y = .
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ЗАДАЧІ 
З ПАРАМЕТРАМИ 

Ó ïîïåðåäíіõ êëàñàõ ìè âæå ðîçãëÿäàëè çàäà÷і ç ïàðàìåòðàìè, 
â îñíîâíîìó öå áóëè ðіâíÿííÿ, íåðіâíîñòі àáî ñèñòåìè ðіâíÿíü.

Íàãàäàєìî, ùî çàçâè÷àé ó ðіâíÿííÿõ, íåðіâíîñòÿõ àáî їõ ñèñòå-
ìàõ ëіòåðàìè ïîçíà÷àþòü çìіííі, àëå іíîäі â óìîâі ìîæå òðàïèòè-
ñÿ ëіòåðà, ÿêîþ ïîçíà÷åíî íåâіäîìå ñòàëå ÷èñëî, òîáòî ïàðàìåòð.

Ó òàêîìó ðàçі ìè ìàєìî âæå íå îäíó çàäà÷ó, à áàãàòî çàäà÷, ÿêі 
îòðèìóєìî äëÿ ðіçíèõ çíà÷åíü ïàðàìåòðà. Ïðè öüîìó çàäà÷à ïðè 
äåÿêèõ çíà÷åííÿõ ïàðàìåòðà ìîæå íå ìàòè ðîçâ’ÿçêіâ, ïðè äåÿêèõ 
çíà÷åííÿõ ïàðàìåòðà ìàòè єäèíèé ðîçâ’ÿçîê, à ïðè äåÿêèõ – áåçëі÷ 
ðîçâ’ÿçêіâ òîùî.

Íàãàäàєìî òàêîæ, ùî âñі çàäà÷і ç ïàðàìåòðîì ìîæíà óìîâíî ïî-
äіëèòè íà äâà òèïè, çàëåæíî âіä âèìîãè, ÿêó âèñóâàþòü äî çàäà-
÷і. ßêùî òðåáà ðîçâ’ÿçàòè ðіâíÿííÿ (íåðіâíіñòü, ñèñòåìó ðіâíÿíü 
òîùî), ÿê ïðàâèëî, äëÿ êîæíîãî äîïóñòèìîãî çíà÷åííÿ ïàðàìåòðà, 
òî öå îäèí òèï çàäà÷. À ÿêùî òðåáà çíàéòè çíà÷åííÿ ïàðàìåòðà, 
ïðè ÿêîìó ðіâíÿííÿ (íåðіâíіñòü, ñèñòåìà ðіâíÿíü òîùî) çàäîâîëü-
íÿє ïåâíó óìîâó, íàé÷àñòіøå öå âèìîãà ùîäî êіëüêîñòі àáî ÷èñëî-
âèõ çíà÷åíü éîãî ðîçâ’ÿçêіâ, òî öå äðóãèé òèï çàäà÷ ç ïàðàìåòðàìè.

Çàóâàæèìî, ùî âàæëèâèì åòàïîì ðîçâ’ÿçóâàííÿ çàäà÷і ç ïàðà-
ìåòðîì є çàïèñ âіäïîâіäі. Ó çàäà÷àõ ïåðøîãî òèïó âñі çíàéäåíі 
çíà÷åííÿ ïàðàìåòðà òà âіäïîâіäíі їì ðîçâ’ÿçêè çàïèñóþòü ó âіä-
ïîâіäі äî çàäà÷і, çàçâè÷àé, ó âèãëÿäі «ßêùî..., òî...». Âіäñóòíіñòü 
ó âіäïîâіäі õî÷à á îäíîãî çíà÷åííÿ ïàðàìåòðà ç éîãî îáëàñòі äîïó-
ñòèìèõ çíà÷åíü îçíà÷àòèìå, ùî äåÿêі âèïàäêè іñíóâàííÿ ðîçâ’ÿç-
êіâ íå ðîçãëÿíóòî, òîìó âіäïîâіäü є íåïîâíîþ.

Ðîçãëÿíåìî êіëüêà ïðèêëàäіâ òàêèõ çàäà÷ ç ïàðàìåòðîì, ïî-
çíà÷èâøè ïàðàìåòð ëіòåðîþ a.

Ðîçâ’ÿçàòè ðіâíÿííÿ 
(3 + à)õ = à2 – 9.

Ð î ç â ’ ÿ ç à í í ÿ. Äëÿ ðîçâ’ÿçàííÿ çàäà÷і äîñòàòíüî ðîçãëÿíóòè 
äâà âèïàäêè:
1) 3 + à = 0, òîáòî à = –3. Ìàєìî ðіâíÿííÿ: 0õ = –9, ÿêå íå ìàє 
êîðåíіâ.
2) 3 + à ≠ 0, òîáòî à ≠ –3. Ìàєìî ðіâíÿííÿ: (3 + à)õ = (à – 3)(à + 3), 

çâіäêè , îòæå, õ = à – 3.

Â і ä ï î â і ä ü. ßêùî à = –3, òî êîðåíіâ íåìàє; ÿêùî à ≠ –3, òî 
õ = à – 3.

Çíàéòè óñі çíà÷åííÿ ïàðàìåòðà a, äëÿ êîæ íî ãî 
ç ÿêèõ ÷èñëà x і y, ùî çàäîâîëüíÿþòü ñèñòåìó ðіâíÿíü 

 çàäîâîëüíÿþòü òàêîæ і íåðіâíіñòü x > ó.

ЗАДАЧІ 
З ПАРАМЕТРАМИ § 25. § 25. 

1. Íàéïðîñòіøі çàäà÷і 
ç ïàðàìåòðàìè

Приклад 1.

Приклад 2.
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Ð î ç â ’ ÿ ç à í í ÿ. Ðîçâ’ÿçóþ÷è ñèñòåìó ñïîñîáîì äîäàâàííÿ, 

ìàєìî: 3x = a + 3; x = ; y = a – x; y = .

Øóêàíі çíà÷åííÿ a ìàþòü çàäîâîëüíÿòè óìîâó x > ó, òîáòî 

. Îòæå, a < 6.

Â і ä ï î â і ä ü. a < 6.

Ðîçâ’ÿçàòè íåðіâíіñòü a ∙ 2x < a2.

Ð î ç â ’ ÿ ç à í í ÿ. Ðîçãëÿíåìî òàêі âèïàäêè:
1) a > 0. Òîäі, ïîäіëèâøè ëіâó і ïðàâó ÷àñòèíè ðіâíÿííÿ íà a, 
ìàòèìåìî 2x < a. Âðàõóâàâøè ùå ðàç, ùî a > 0, îòðèìàєìî 
x < log2a;
2) a = 0. Òîäі ìàєìî: 0 ∙ 2x < 0, íåðіâíіñòü íå ìàє ðîçâ’ÿçêіâ;
3) a < 0. Òîäі, ïîäіëèâøè ëіâó і ïðàâó ÷àñòèíè íåðіâíîñòі íà a і 
çìіíèâøè çíàê íåðіâíîñòі íà ïðîòèëåæíèé, ìàòèìåìî: 2x > a. 
Îñêіëüêè a < 0, òî îòðèìàíó íåðіâíіñòü çàäîâîëüíÿє áóäü-ÿêå 
çíà÷åííÿ x.

Â і ä ï î â і ä ü. ßêùî a > 0, òî x < log2a; ÿêùî a = 0, òî íåðіâ-
íіñòü íå ìàє ðîçâ’ÿçêіâ; ÿêùî a < 0, òî x – áóäü-ÿêå ÷èñëî.

Äîñèòü ÷àñòî ðîçãëÿäàþòü çàäà÷і ç ïà-
ðàìåòðàìè, ÿêі ïî â’ÿ çàíі ç êîðåíÿìè 
êâàäðàòíîãî ðіâíÿííÿ àáî êâàäðàò-
íîãî òðè÷ëåíà. Ó ïåðøó ÷åðãó öå çà-

äà÷і, ïîâ’ÿçàíі ç ðîçìіùåííÿì êîðåíіâ êâàäðàòíîãî ðіâíÿííÿ âіä-
íîñíî äåÿêîãî ÷èñëà àáî äåÿêèõ ÷èñåë. ßêùî äèñêðèìіíàíò 
êâàäðàòíîãî ðіâíÿííÿ є ïîâíèì êâàäðàòîì, òî ìîæíà çíàéòè êî-
ðåíі çà ôîðìóëîþ, à ïîòіì ïîðіâíÿòè їõ іç çàäàíèì ÷èñëîì àáî 
çàäàíèìè ÷èñëàìè. ßêùî æ äèñêðèìіíàíò êâàäðàòíîãî ðіâíÿííÿ 
íå є ïîâíèì êâàäðàòîì, òî çàïðîïîíîâàíèé øëÿõ ó áіëüøîñòі âè-
ïàäêіâ є äîñèòü ãðîìіçäêèì. Ó òàêîìó ðàçі ðîçãëÿäàþòü ãåîìåò-
ðè÷íó іíòåðïðåòàöіþ.

Ïðè ÿêèõ çíà÷åííÿõ ïàðàìåòðà a îáèäâà êîðåíі 
êâàäðàòíîãî òðè÷ëåíà x2 – x(2a – 1) + a2 – a íàëåæàòü ïðîìіæ-
êó (1; 4)?
Ð î ç â ’ ÿ ç à í í ÿ. Ìàєìî äèñêðèìіíàíò êâàäðàòíîãî òðè÷ëå-

íà: D = (2a – 1)2 – 4(a2 – a) = 1 òà éîãî êîðåíі , 

òîáòî x1 = a і x2 = a – 1. Î÷åâèäíî, ùî ðіâíÿííÿ ìàє äâà ðіçíèõ 
êîðåíі ïðè áóäü-ÿêîìó çíà÷åííі a. Çàïèøåìî äëÿ îòðèìàíèõ 
êîðåíіâ âèìîãó çàäà÷і:

  òîáòî   îòæå, 2 < a < 4.

Â і ä ï î â і ä ü. 2 < a < 4.

Приклад 3.

2. Ïàðàìåòð ó çàäà÷àõ, 
ïîâ’ÿçàíèõ ç êîðåíÿìè 
êâàäðàòíîãî ðіâíÿííÿ

Приклад 4.
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Ïðè ÿêèõ çíà÷åííÿõ ïàðàìåòðà a êîðåíі x1,2 ðіâíÿí-
íÿ (a – 1)x2 – (a + 1)x + a = 0 çàäîâîëüíÿþòü óìîâó 0 < x1,2 < 3?
Ð î ç â ’ ÿ ç à í í ÿ. 1) ßêùî a = 1, òî ðіâíÿííÿ ñòàє ëіíіéíèì: 
–2x + 1 = 0. Êîðåíåì éîãî є ÷èñëî 0,5, ÿêå çàäîâîëüíÿє âèìîãó 
çàäà÷і. Îòæå, çíà÷åííÿ ïàðàìåòðà à = 1 є ðîçâ’ÿçêîì çàäà÷і.
2) ßêùî a ≠ 1, òî ìàєìî êâàäðàòíå ðіâíÿí íÿ. Éîãî äèñêðèìі-
íàíò D = (a + 1)2 – 4a(a – 1) = –3a2 +6a + 1 íå є ïîâíèì êâàäðà-
òîì, îòæå, íà âіäìіíó âіä ïðèêëàäà 4, êîðåíі ðіâíÿííÿ áóäóòü 
іððàöіîíàëüíèìè, à òîìó ðîçâ’ÿçóâàòè çàäà÷ó â òîé ñàìèé ñïî-
ñіá, ùî ìè âèêîðèñòàëè ó ïðèêëàäі 4, íåäîöіëüíî. 
Ó öіé çàäà÷і ñêîðèñòàєìîñÿ ãðàôі÷íîþ іíòåðïðåòàöієþ – ðîçòà-
øóâàííÿì ãðàôіêà êâàäðàòè÷íîї ôóíêöії íà êîîðäèíàòíіé ïëî-
ùèíі òà її âëàñòèâîñòÿìè, çîêðåìà íàïðÿìêîì ãіëîê ïàðàáîëè 
òà òèì, ùî íóëÿìè ôóíêöії (àáñöèñàìè òî÷îê ïåðåòèíó ç âіñ-
ñþ õ) є êîðåíі âіäïîâіäíîãî êâàäðàòíîãî ðіâíÿííÿ. 
Ïîçíà÷èìî f(x) = (a – 1)x2 – (a + 1)x + a. Ðîçòàøóєìî ïàðà-
áîëó ó = f(x) ó êîîðäèíàòíіé ïëîùèíі òàê, ùîá її íóëі, òîáòî 
êîðåíі x1,2 âіäïîâіäíîãî êâàäðàòíîãî ðіâíÿííÿ, íàëåæàëè ïðî-
ìіæêó (0; 3), òîáòî çàäîâîëüíÿëè óìîâó 0 < x1,2 < 3. Îñêіëü-
êè ðîçòàøóâàííÿ îñі îðäèíàò ó òàêèõ çàäà÷àõ íå âïëèâàє íà 
ðîçâ’ÿçêè, âіñü ó íà ìàëþíêó çîáðàæóâàòè íå áóäåìî. Òàêèõ 
ðîçòàøóâàíü äëÿ íàøîї ïàðàáîëè âñüîãî äâà: ÿêùî à – 1 > 0, 
òî ãіëêè íàïðÿìëåíі âãîðó (ìàë. 25.1), à ÿêùî à – 1 < 0, òî – 
âíèç (ìàë. 25.2). 

            Ìàë. 25.1                 Ìàë. 25.2

Êîæíå іç öèõ ðîçòàøóâàíü ìîæíà çàäàòè ñèñòåìîþ óìîâ, äå 
õâ – àáñöèñà âåðøèíè ïàðàáîëè:

 (ìàë. 25.1)     àáî   (ìàë. 25.2)

Êîæíà іç öèõ ñèñòåì ìіñòèòü íåîáõіäíі і äîñòàòíі óìîâè äëÿ 
ðîçòàøóâàííÿ ïàðàáîëè ñàìå òàê, ÿê çîáðàæåíî íà ìàëþí-
êàõ 25.1 і 25.2.

Öі äâі ñèñòåìè ìîæíà îá’єäíàòè â îäíó: 

Приклад 5.

            Ìàë. 25.1                 Ìàë. 25.2
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Ðîçâ’ÿçóþ÷è її, îòðèìàєìî ñèñòåìó ðàöіîíàëüíèõ íåðіâíîñòåé: 

Ðîçâ’ÿçàâøè êîæíó íåðіâíіñòü öієї ñèñòåìè (çðîáіòü öå ñàìî-
ñòіéíî) òà çíàéøîâøè ïåðåðіç îòðèìàíèõ ðîçâ’ÿçêіâ, ìàòèìå-

ìî, ùî a ∈ .    Â і ä ï î â і ä ü. {1} ∪ .

Ó ïðèêëàäі 5 ìè ðîçãëÿíóëè çàäà÷ó ïðî ðîçòàøóâàííÿ êîðå-
íіâ êâàäðàòíîãî òðè÷ëåíà âіäíîñíî äàíîãî ïðîìіæêà. Ó ñõîæèõ 
íà öþ çàäà÷àõ ìîæå ñòàâèòèñÿ âèìîãà і äî ðîçòàøóâàííÿ êîðåíіâ 
âіäíîñíî äàíîãî ÷èñëà. 

Óñі ìîæëèâі ðîçòàøóâàííÿ êîðåíіâ âіäíîñíî äåÿêîãî ÷èñëà òà 
íåîáõіäíі і äîñòàòíі óìîâè äëÿ öüîãî ñèñòåìàòèçîâàíî â òàáëèöі.

Ðîçòàøóâàííÿ êîðåíіâ x1,2, x1 J x2, êâàäðàòíîãî òðè÷ëåíà 
f(x) = àx2 + bx + c âіäíîñíî ÷èñëà A

Óìîâà äëÿ êîðåíіâ à > 0 à < 0 Âèñíîâîê

x1 < A, x2 < A

x1 < A < x2

f(A) < 0 f(A) > 0

àI(A) < 0

x1 > A, x2 > A
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Òàê ñàìî â òàáëèöþ ìîæíà ñèñòåìàòèçóâàòè óìîâè äëÿ ðîç-
òàøóâàííÿ êîðåíіâ êâàäðàòíîãî òðè÷ëåíà âіäíîñíî äàíîãî ïðî-
ìіæêà.

Äåÿêі çàäà÷і ç ïàðàìåòðàìè, ùî ïîâ’ÿçàíі ç êîðåíÿìè êâàä-
ðàòíîãî òðè÷ëåíà, ìîæíà ðîçâ’ÿçàòè çà òåîðåìîþ Âієòà.

Ïðè ÿêèõ çíà÷åííÿõ ïàðàìåòðà a ìíîæèíîþ 
ðîçâ’ÿçêіâ íåðіâíîñòі x2 – ax – 4 J 0 є ïðîìіæîê çàâäîâæêè 5?
Ð î ç â ’ ÿ ç à í í ÿ. Ìíîæèíà ðîçâ’ÿçêіâ äàíîї íåðіâíîñòі áóäå 
âіäðіçêîì ëèøå òîäі, êîëè êâàäðàòíèé òðè÷ëåí õ2 – àõ – 4 ìàє 
äâà ðіçíèõ êîðåíі. Çíàéäåìî äèñêðèìіíàíò 
âіäïîâіäíîãî êâàäðàòíîãî òðè÷ëåíà: 
D = (–a)2 – 4 ∙ (–4) = a2 + 16 > 0.
Îñêіëüêè D > 0, òî òðè÷ëåí ìàє äâà ðіç-
íèõ êîðåíі õ1 і õ2, à ðîçâ’ÿçêîì íåðіâíîñòі 
є ïðîìіæîê [õ1; õ2] (ìàë. 25.3). Òîäі äëÿ âèêîíàííÿ âèìîãè çà-
äà÷і òðåáà, ùîá |x1 – x2| = 5. 

Àëå .

Çà òåîðåìîþ Âієòà: x1 + x2 = a; x1x2 = –4. Îòæå: . 

Òîäі a2 + 16 = 25, òîáòî a2 = 9. Îòæå, a = 3 àáî a = –3.
Â і ä ï î â і ä ü. r3.

Ðîçãëÿíåìî ïðèêëàäè çàäà÷ ç ïàðàìå-
òðàìè, ÿêі ìîæíà ðîçâ’ÿçóâàòè àíàëі-
òè÷íèìè ìåòîäàìè.

Ðîçâ’ÿçàòè ðіâíÿííÿ: 
4(a – 1)(sin4x + cos4x) = a2 + 4a – 3.

Ð î ç â ’ ÿ ç à í í ÿ. Ðîçãëÿíåìî îêðåìî êîæåí ç äâîõ âèïàäêіâ: 
a = 1 і a ≠ 1. 
1) ßêùî a = 1, îòðèìàєìî ðіâíÿííÿ: 0 ∙ (sin4x + cos4x) = 2, ÿêå 
íå ìàє êîðåíіâ.

2) ßêùî a ≠ 1, ìàєìî ðіâíÿííÿ: . 

Ïåðåòâîðèìî ëіâó ÷àñòèíó ðіâíÿííÿ òà çâåäåìî éîãî äî íàéïðî-
ñòіøîãî òðèãîíîìåòðè÷íîãî ðіâíÿííÿ:

Приклад 6.

Ìàë. 25.3

3. Ðîçâ’ÿçóâàííÿ çàäà÷ 
ç ïàðàìåòðàìè 
àíàëіòè÷íèìè 
ìåòîäàìè

Приклад 7.
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Îñêіëüêè –1 J cos4x J 1, òî îòðèìàíå ðіâíÿííÿ ìàє êîðåíі, ÿêùî 

–1 J J 1.

Ïîäâіéíà íåðіâíіñòü ðіâíîñèëüíà ñèñòåìі íåðіâíîñòåé:

  Ðîçâ’ÿæåìî її:   

îòæå, 

Äëÿ öèõ çíà÷åíü a ìàєìî êîðåíі: , 

k ∈ Z, òîáòî , k ∈ Z. 

Äëÿ іíøèõ çíà÷åíü a ðіâíÿííÿ êîðåíіâ íå ìàє.

Â і ä ï î â і ä ü. ßêùî a <  àáî a > , òî êîðåíіâ íåìàє; 

ÿêùî , òî , k ∈ Z.

Ðîçâ’ÿçàòè ðіâíÿííÿ 4x – 2a(a + 1)2x–1 + a3 = 0.

Ð î ç â ’ ÿ ç à í í ÿ. Íåõàé 2x = t. Ìàєìî ðіâíÿííÿ: 
t2 – a(a + 1)t + a3 = 0.
D = (a(a + 1))2 – 4a3 = a2(a2 – 2a + 1) = (a(a – 1))2,

Îòæå, ïîâåðòàþ÷èñü äî çàìіíè, îòðèìàєìî, ùî 2õ = à àáî 
2õ = à2. Òîäі: 
1) ÿêùî à < 0, òî ðіâíÿííÿ 2õ = à êîðåíіâ íå ìàє, à äëÿ ðіâíÿí-
íÿ 2õ = à2 ìàєìî êîðіíü: ;
2) ÿêùî à = 0, òî æîäíå ç ðіâíÿíü êîðåíіâ íå ìàє;
3) ÿêùî à > 0, òî êîæíå ç ðіâíÿíü ìàє êîðіíü. Äëÿ 2õ = à
ìàєìî: , à ç ðіâíÿííÿ 2õ = à2 îòðèìàєìî: 

.
Â і ä ï î â і ä ü. ßêùî à < 0, òî ; ÿêùî à = 0, òî êî-
ðåíіâ íåìàє; ÿêùî à > 0, òî , .

Приклад 8.
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Ðîçâ’ÿçàòè íåðіâíіñòü .

Ð î ç â ’ ÿ ç à í í ÿ. 1) ßêùî a J 0, òî x2 – a I x2 і  äëÿ 

âñіõ x ∈ R. Òîìó , à îòæå, íåðіâíіñòü ñïðàâ-

äæóєòüñÿ äëÿ x ∈ R, òîìó áóäü-ÿêå çíà÷åííÿ x є її ðîçâ’ÿçêîì.

2) ßêùî a > 0, òî íåðіâíіñòü ïåðåïèøåìî ó âèãëÿäі . 
Öÿ íåðіâíіñòü ðіâíîñèëüíà ñóêóïíîñòі äâîõ ñèñòåì íåðіâíîñòåé:

Äëÿ ñèñòåìè (1) ìàєìî:  òîáòî 

1-é âèïàäîê: , òîáòî , îòæå, a I 1. Òîäі 
x ∈ (–u; –a) (ìàë. 25.4).
2-é âèïàäîê: , òîáòî , îòæå, 0 < a < 1. Òîäі 

x ∈ (–u; ] (ìàë. 25.5).

      

          Ìàë. 25.4                      Ìàë. 25.5

Äëÿ ñèñòåìè (2) ìàєìî:  òîáòî 

Îñêіëüêè 2a > 0, ïîäіëèìî îáèäâі ÷àñòèíè îñòàííüîї íåðіâíîñòі 
ñèñòåìè íà 2a. Ìàòèìåìî:

Ùîá öÿ ñèñòåìà ìàëà ðîç â’ÿçêè, ìàє ñïðàâäæóâàòèñÿ óìîâà: 

 (ìàë. 25.6), òîáòî a I 1. Òîäі x ∈ –a; .

Â і ä ï î â і ä ü. ßêùî a J 0, òî x ∈ R; ÿêùî 0 < a < 1, òî ; 

ÿêùî a I 1, òî .

Приклад 9.

          Ìàë. 25.4                      Ìàë. 25.5          Ìàë. 25.4                      Ìàë. 25.5

Ìàë. 25.6
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Ïðè ÿêèõ çíà÷åííÿõ ïàðàìåòðà a ñèñòåìà

  ìàє ðîçâ’ÿçêè?

Ð î ç â ’ ÿ ç à í í ÿ. ÎÄÇ ïàðàìåòðà: a ≠ 0. Ìàєìî:

 Іç ñèñòåìè ìàєìî: 

Äîäàâøè ðіâíÿííÿ ïî÷ëåííî, îòðèìàєìî cos(x – y) = a + a2, 
à âіäíÿâøè ïî÷ëåííî, ìàòèìåìî cos(x + y) = a – a2.
Îòæå, â ðåçóëüòàòі ðіâíîñèëüíèõ ïåðåòâîðåíü îòðèìàëè ñèñòå-

ìó ðіâíÿíü: 

Âðàõîâóþ÷è ìíîæèíó çíà÷åíü êîñèíóñà, ñèñòåìà ìàòèìå 
ðîçâ’ÿçêè ëèøå ó âèïàäêó îäíî÷àñíîãî âèêîíàííÿ óìîâ: 

 òà . Îòæå, äëÿ çíà÷åíü à (ç óðà-
õóâàííÿì ÎÄÇ ïàðàìåòðà) ìàєìî: 

 çâіäêè îòðè ìàєìî, ùî a ∈

Â і ä ï î â і ä ü. 

Äåÿêі çàäà÷і ç ïàðàìåòðàìè äîöіëüíî 
ðîçâ’ÿçóâàòè, âèêîðèñòîâóþ÷è ãðàôі÷-
íі îáðàçè ðіâíÿíü âèãëÿäó y = f(x; a), 
äå a – ïàðàìåòð, àáî F(x; y; a) = 0.

Ðîçãëÿíåìî öå íà ïðèêëàäàõ.

Ïðè ÿêèõ çíà÷åííÿõ ïàðàìåòðà a ðîçâ’ÿçêîì 

íåðіâíîñòі  є âіäðіçîê çàâäîâæêè ?

Ð î ç â ’ ÿ ç à í í ÿ. Íåõàé –a2 = b, òîäі b J 0.
Îêðåìî ðîçãëÿíåìî êîæíèé ç âèïàäêіâ b = 0 òà b < 0.

1) ßêùî b = 0, ìàєìî íåðіâíіñòü , ðîçâ’ÿçêîì ÿêîї 

є ïðîìіæîê [�3; 3], äîâæèíà ÿêîãî áіëüøà çà . Îòæå, ïðè 

b = 0 âèìîãà çàäà÷і íå âèêîíóєòüñÿ.

Приклад 10.

4. Ãðàôі÷íі ïðèéîìè 
ðîçâ’ÿçóâàííÿ çàäà÷ 
ç ïàðàìåòðàìè

Приклад 11.
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2) ßêùî b < 0, ðîçâ’ÿæåìî íåðіâíіñòü  ãðàôі÷íî. 

Ãðàôіê ôóíêöії � öå ïіâêîëî ðàäіóñà 3 іç öåíòðîì 
ó ïî÷àòêó êîîðäèíàò, à ãðàôіê ôóíêöії , äå b < 0, – öå 
ïðÿìà, ùî ïðîõîäèòü ÷åðåç ïî÷àòîê êîîðäèíàò і ëåæèòü ó ІІ 
і ІV êîîðäèíàòíèõ êóòàõ. Ãðàôіêè çîáðàæåíî íà ìàëþíêó 25.7, 
çâіäêè ìàєìî, ùî ðîçâ’ÿçêîì íåðіâíîñòі 

 є ïðîìіæîê [x0; 3], äå x0 – 
àáñöèñà òî÷êè ïåðåòèíó ãðàôіêіâ, òîáòî 

êîðіíü ðіâíÿííÿ . Òîäі ìàє 

ñïðàâäæóâàòèñÿ ðіâíіñòü 3 – x0  = , 

òîìó x0  = . Òåïåð, çíàþ÷è êîðіíü ðіâ-

íÿííÿ, ïіäñòàâèìî éîãî ó ðіâíÿííÿ, ùîá 

çíàéòè âіäïîâіäíå éîìó çíà÷åííÿ ïàðàìåòðà: , 

òîäі b = . Àëå a2 = –b = , îòæå, a = .

Â і ä ï î â і ä ü. .

Äëÿ ÿêèõ çíà÷åíü ïàðàìåòðà a ñèñòåìà ðіâíÿíü

ìàє ðіâíî äâà ðîçâ’ÿçêè?

Ð î ç â ’ ÿ ç à í í ÿ. Ïåðåïèøåìî ñèñòåìó, âèäіëèâøè ïîïåðåäíüî 
ïîâíі êâàäðàòè ó ëіâіé ÷àñòèíі êîæíîãî ç ðіâíÿíü, ó âèãëÿäі: 

Òîäі ïåðøå ðіâíÿííÿ ñèñòåìè є ðіâíÿííÿì 
êîëà іç öåíòðîì A(2a; 1) ðàäіóñà 2.
Äðóãå ðіâíÿííÿ ñèñòåìè òåæ є ðіâíÿííÿì 
êîëà іç öåíòðîì B(a; 1) ðàäіóñà 1.
Îòæå, çàäà÷ó äîöіëüíî ðîçâ’ÿçóâàòè ãðà-
ôі÷íî.
Ùîá ñèñòåìà ìàëà äâà ðîçâ’ÿçêè, òðåáà, ùîá âіäñòàíü ÀÂ ìіæ 
öåíòðàìè êіë çàäîâîëüíÿëà íåðіâíіñòü: r1 – r2 < AB < r1 + r2, äå 
r1 = 2 і r2 = 1 – ðàäіóñè êіë.
Îñêіëüêè ÀÂ = _2à � à_ = _à_, ìàєìî íåðіâíіñòü: 1 < _à_ < 3, îòæå, 
a ∈ (�3; �1) ∪ (1; 3).

Â і ä ï î â і ä ü. (–3; –1) ∪ (1; 3).

Що таке параметр?  Складіть таблицю розтаɲування коренів 
квадратного рівняння відносно проміжка.

Ìàë. 25.7

Приклад 12.

Ìàë. 25.8

Що таке параметр?  Складіть таблицю розтаɲування коренів 
квадратного рівняння відносно проміжка.квадратного рівняння відносно проміжка.
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Ðîçâ’ÿæiòü çàäà÷i òà âèêîíàéòå âïðàâè
Äëÿ âñіõ çíà÷åíü ïàðàìåòðà a ðîçâ’ÿæіòü ðіâíÿííÿ (25.1–
25.2):

25.1.  1) ;         2) ;      3) ; 
 4) ;     5) ;     6) .

25.2.  1) ;         2) ;      3) ; 
 4) ;      5) ;     6) .

Äëÿ âñіõ çíà÷åíü ïàðàìåòðà a ðîçâ’ÿæіòü íåðіâíіñòü (25.3–25.4):
25.3. 1) ;     2) ;     3) ;     4) .

25.4. 1) ;     2) ;     3) ;     4) .

Ïðè ÿêèõ çíà÷åííÿõ ïàðàìåòðà a ðіâíÿííÿ ìàє ëèøå îäèí êî-
ðіíü (25.5–25.6):
25.5. 1) ;        2) ? 

25.6. 1) ;        2) ? 

Ðîçâ’ÿæіòü ðіâíÿííÿ çàëåæíî âіä çíà÷åíü ïàðàìåòðà a
(25.7–25.8):

25.7.  1) ;       2) ; 
 3) ;      4) .

25.8.  1) ;      2) ; 
 3) ;      4) .

Ðîçâ’ÿæіòü íåðіâíіñòü çàëåæíî âіä çíà÷åíü ïàðàìåòðà a (25.9–
25.10):
25.9. 1) ;        2) . 

25.10. 1) ;              2) . 

Ïðè ÿêèõ çíà÷åííÿõ ïàðàìåòðà a ìàє ðіâíî äâà êîðåíі ðіâíÿííÿ 
(25.11–25.12):
25.11. 1) ;     2) ? 

25.12. 1) ;      2) ? 

Äëÿ âñіõ çíà÷åíü ïàðàìåòðà a ðîçâ’ÿæіòü íåðіâíіñòü (25.13–25.14):

25.13.  1) ;           2) ; 

  3) ;         4) .

25.14.  1) ;           2) ; 

  3) ;        4) .

25.6.
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Äëÿ âñіõ çíà÷åíü ïàðàìåòðà a ðîçâ’ÿæіòü ðіâíÿííÿ (25.15–25.16):

25.15.  1) ;       2) ; 

  3) ;     4) .

25.16.  1) ;       2) ; 

  3) ;      4) .

25.17. Ïðè ÿêèõ çíà÷åííÿõ ïàðàìåòðà a ðіâíÿííÿ 
 ìàє äâà ðіçíèõ êîðåíі, êîæíèé ç ÿêèõ 

áіëüøèé çà ÷èñëî –5?

25.18. Ïðè ÿêèõ çíà÷åííÿõ ïàðàìåòðà a ðіâíÿííÿ 
 ìàє äâà ðіçíèõ êîðåíі, êîæíèé ç ÿêèõ 

ìåíøèé çà ÷èñëî 7?

Çíàéäіòü óñі çíà÷åííÿ ïàðàìåòðà a, äëÿ êîæíîãî ç ÿêèõ ÷èñ ëà x і y, 
ùî çàäîâîëüíÿþòü ñèñòåìó ðіâíÿíü (25.19–25.20):

25.19.  çàäîâîëüíÿþòü òàêîæ і íåðіâíіñòü x < y.

25.20.  çàäîâîëüíÿþòü òàêîæ і íåðіâíіñòü 3y < x.

Çíàéäіòü óñі çíà÷åííÿ ïàðàìåòðà a, ïðè ÿêèõ ðіâíÿííÿ 
(25.21– 25.22):

25.21. (2a – 3)x2 + ax + 2a – 1 = 0 ìàє íå áіëüøå íіæ îäèí êîðіíü.

25.22. (3a – 2)x2 + 2ax + 3a – 1 = 0 ìàє äâà ðіçíèõ äіéñíèõ êîðåíі.

Çàëåæíî âіä çíà÷åíü ïàðàìåòðà a ðîçâ’ÿæіòü íåðіâíіñòü (25.23–
25.24):

25.23.               25.24.

25.25. Çíàéäіòü óñі çíà÷åííÿ ïàðàìåòðà a, çà ÿêèõ íåðіâíіñòü 
(3 – a)x2 – (6 – 2a)x + 7 – 2a I 0 є ïðàâèëüíîþ äëÿ áóäü-ÿêî-
ãî çíà÷åííÿ x.

25.26. Çíàéäіòü óñі çíà÷åííÿ ïàðàìåòðà a, çà ÿêèõ íåðіâíіñòü 
(2 – a)x2 + (4 – 2a)x + 5 – 3a J 0 є ïðàâèëüíîþ äëÿ áóäü-ÿêî-
ãî çíà÷åííÿ x.

25.27. Ðîçâ’ÿæіòü íåðіâíіñòü 

25.28. Ðîçâ’ÿæіòü íåðіâíіñòü 

25.29. Ðîçâ’ÿæіòü ðіâíÿííÿ asinx = sin3x.

25.30. Ðîçâ’ÿæіòü ðіâíÿííÿ acosx = cos3x.
Ïðè ÿêèõ çíà÷åííÿõ ïàðàìåòðà a ìàє єäèíèé êîðіíü ðіâíÿííÿ 
(25.31–25.32):
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25.31. (x + a)log7(2x – 7) = 0?      25.32. (x – a)log2(2x – 3) = 0?

Ïðè ÿêîìó çíà÷åííі ïàðàìåòðà a ìàє єäèíèé ðîçâ’ÿçîê ñèñòåìà 
ðіâíÿíü (25.33–25.34):

25.33.                 25.34.

25.35. Ïðè ÿêîìó çíà÷åííі ïàðàìåòðà a ñóìà êâàäðàòіâ êîðåíіâ 
ðіâíÿííÿ  áóäå íàéìåíøîþ? 

25.36. Ïðè ÿêîìó çíà÷åííі ïàðàìåòðà a ñóìà êâàäðàòіâ êîðåíіâ 
ðіâíÿííÿ  áóäå íàéáіëüøîþ? 

25.37. Ïðè ÿêèõ çíà÷åííÿõ ïàðàìåòðà a îáèäâà êîðåíі ðіâíÿííÿ 
 ìåíøі çà îäèíèöþ?

25.38. Ïðè ÿêèõ çíà÷åííÿõ ïàðàìåòðà a îáèäâà êîðåíі ðіâíÿííÿ 
 áіëüøі çà íóëü?

25.39. Ïðè ÿêèõ çíà÷åííÿõ ïàðàìåòðà a îäèí ç êîðåíіâ ðіâíÿííÿ 
 áіëüøèé çà 2, à äðóãèé – ìåíøèé çà 2?

25.40. Ïðè ÿêèõ çíà÷åííÿõ ïàðàìåòðà a îäèí ç êîðåíіâ ðіâíÿííÿ 
 áіëüøèé çà 3, à äðóãèé – ìåíøèé çà 3?

25.41. Äëÿ êîæíîãî çíà÷åííÿ ïàðàìåòðà a çíàéäіòü êіëüêіñòü êî-

ðåíіâ ðіâíÿííÿ . 

25.42. Äëÿ êîæíîãî íåâіä’єìíîãî çíà÷åííÿ ïàðàìåòðà a çíàéäіòü 

êіëüêіñòü êîðåíіâ ðіâíÿííÿ .

25.43. Ïðè ÿêèõ çíà÷åííÿõ ïàðàìåòðà a ôóíêöіÿ f(x) ñïàäàє 
íà âñіé ÷èñëîâіé ïðÿìіé, ÿêùî f(x) = –x3 + ax2 – 3ax + 7?

25.44. Ïðè ÿêèõ çíà÷åííÿõ ïàðàìåòðà a ôóíêöіÿ f(x) çðîñòàє íà 
âñіé ÷èñëîâіé ïðÿìіé, ÿêùî f(x) = x3 – ax2 + 2ax – 9?

25.45. Ïðè ÿêèõ çíà÷åííÿõ a íåðіâíіñòü –9 <  < 6 

є ïðàâèëüíîþ äëÿ áóäü-ÿêîãî çíà÷åííÿ x?

25.46. Ïðè ÿêèõ çíà÷åííÿõ a íåðіâíіñòü –6 <  < 4 

є ïðàâèëüíîþ äëÿ áóäü-ÿêîãî çíà÷åííÿ x?

25.47. Çíàéäіòü óñі çíà÷åííÿ ïàðàìåòðà a, ïðè êîæíîìó ç ÿêèõ 

íåðіâíіñòü 25x2 + I y + axy + x – 25y2 ñïðàâäæóєòüñÿ 

äëÿ áóäü-ÿêèõ ïàð ÷èñåë (x; y), òàêèõ, ùî |x| = |y|.

25.48. Çíàéäіòü óñі çíà÷åííÿ ïàðàìåòðà a, ïðè êîæíîìó ç ÿêèõ  

íåðіâíіñòü 16y2 – axy – x I y – 16x2 –  ñïðàâäæóєòüñÿ 

äëÿ áóäü-ÿêèõ ïàð ÷èñåë (x; y), òàêèõ, ùî |–x| = |y|.
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25.49. Ïðè ÿêèõ çíà÷åííÿõ a ðіâíÿííÿ x3 + 7x2 + ax + 8 = 0 ìàє 
òðè òàêèõ êîðåíі, ÿêі óòâîðþþòü ãåîìåòðè÷íó ïðîãðåñіþ?

25.50. Ïðè ÿêèõ çíà÷åííÿõ a ðіâíÿííÿ x3 – 13x2 – ax – 27 = 0 ìàє 
òðè òàêèõ êîðåíі, ÿêі óòâîðþþòü ãåîìåòðè÷íó ïðîãðåñіþ?

25.51. Çíàéäіòü óñі çíà÷åííÿ ïàðàìåòðà a, ïðè êîæíîìó ç ÿêèõ 
ôóíêöіÿ f(x) = 7x – 8ax + asin6x + sin5x ñïàäàє íà âñіé 
ñâîїé îáëàñòі âèçíà÷åííÿ і íå ìàє êðèòè÷íèõ òî÷îê.

25.52. Çíàéäіòü óñі çíà÷åííÿ ïàðàìåòðà a, ïðè êîæíîìó ç ÿêèõ 
ôóíêöіÿ f(x) = 5x – 8ax – asin7x – sin4x çðîñòàє íà âñіé 
ñâîїé îáëàñòі âèçíà÷åííÿ і íå ìàє êðèòè÷íèõ òî÷îê.

Ïðè ÿêèõ çíà÷åííÿõ ïàðàìåòðà a ðіâíÿííÿ (25.53–25.54):

25.53. (x – a)(ctgx – 1) = 0 ìàє єäèíèé êîðіíü íà ïðîìіæêó 

?

25.54. (x + a)(tgx – ) = 0 ìàє єäèíèé êîðіíü íà ïðîìіæêó 

?

25.55. Çíàéäіòü óñі çíà÷åííÿ ïàðàìåòðà a, ïðè ÿêèõ îäèí ç êîðå-
íіâ ðіâíÿííÿ ax2 + (3a – 2)x + (a – 2) = 0 ìåíøèé âіä ÷èñëà 
–1, à іíøèé – áіëüøèé çà ÷èñëî 2.

25.56. Ïðè ÿêèõ çíà÷åííÿõ ïàðàìåòðà a îäèí ç êîðåíіâ ðіâíÿííÿ 
(a – 2)x2 + 2(a + 3)x + 4a = 0 áіëüøèé çà ÷èñëî –2, à іí-
øèé – ìåíøèé çà ÷èñëî –3?

Ñêіëüêè ðîçâ’ÿçêіâ çàëåæíî âіä ïàðàìåòðà a ìàє ñèñòåìà ðіâíÿíü 
(25.57–25.58):

25.57.          25.58.

Çíàéäіòü óñі çíà÷åííÿ ïàðàìåòðà a, ïðè êîæíîìó ç ÿêèõ íåðіâ-
íіñòü (25.59–25.60):

25.59. 3 – x2 > |x + a| ìàє õî÷à á îäèí äîäàòíèé ðîçâ’ÿçîê.

25.60. 2 – x2 > |x – a| ìàє õî÷à á îäèí âіä’єìíèé ðîçâ’ÿçîê.

Äëÿ êîæíîãî öіëîãî çíà÷åííÿ ïàðàìåòðà a ðîçâ’ÿæіòü ðіâíÿííÿ 
(25.61–25.62):

25.61. 5 – 4sin2x – 8cos2x = 3a.   25.62. 2 – 2cos2x – 4sinx = 3a.

Çíàéäіòü óñі çíà÷åííÿ ïàðàìåòðà a, ïðè êîæíîìó ç ÿêèõ ñèñòåìà 
ðіâíÿíü (25.63–25.64):

25.63.  ìàє ðіâíî äâà ðîçâ’ÿçêè.
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25.64.  ìàє ðіâíî äâà ðîçâ’ÿçêè.

Çíàéäіòü óñі çíà÷åííÿ ïàðàìåòðà a, ïðè êîæíîìó ç ÿêèõ ðіâíÿí-
íÿ (25.65–25.66):

25.65. log3(9
x – 9a3) = x ìàє ðіâíî äâà êîðåíі.

25.66. log2(4
x + a) = x ìàє ðіâíî äâà êîðåíі.

25.67. Çíàéäіòü íàéáіëüøå öіëå çíà÷åííÿ ïàðàìåòðà a, ïðè ÿêî-
ìó іñíóє õî÷à á îäíà òàêà ïàðà ÷èñåë (x; y), ùî çàäîâîëüíÿє 
íåðіâíіñòü x2 + (y + 3)2 < 4 і ðіâíÿííÿ y = 2ax2.

25.68. Çíàéäіòü íàéìåíøå öіëå çíà÷åííÿ ïàðàìåòðà a, ïðè ÿêî-
ìó іñíóє õî÷à á îäíà òàêà ïàðà ÷èñåë (x; y), ùî çàäîâîëüíÿє 
íåðіâíіñòü x2 + (y – 2)2 < 1 і ðіâíÿííÿ y = ax2.

25.69. Çíàéäіòü óñі çíà÷åííÿ ïàðàìåòðà a, ïðè êîæíîìó ç ÿêèõ 

âñі ðîçâ’ÿçêè ðіâíÿííÿ  íàëåæàòü ïðî-
ìіæêó .

25.70. Çíàéäіòü óñі çíà÷åííÿ ïàðàìåòðà a, ïðè êîæíîìó ç ÿêèõ 

âñі ðîçâ’ÿçêè ðіâíÿííÿ  íàëåæàòü 
ïðîìіæêó .

25.71. Çíàéäіòü óñі çíà÷åííÿ ïàðàìåòðà a, ïðè êîæíîìó ç 
ÿêèõ ðіâíÿííÿ  ìàє òіëüêè îäèí êî-
ðіíü.

25.72. Çíàéäіòü óñі çíà÷åííÿ ïàðàìåòðà a, ïðè êîæíîìó ç ÿêèõ ðіâ-
íÿííÿ  ìàє òіëüêè îäèí êîðіíü.

25.73. Çíàéäіòü óñі çíà÷åííÿ ïàðàìåòðà a, ïðè êîæíîìó ç ÿêèõ 
ðіâíÿííÿ  ìàє äîäàòíèõ êîðå-
íіâ áіëüøå, íіæ âіä’єìíèõ.

25.74. Çíàéäіòü óñі çíà÷åííÿ ïàðàìåòðà a, ïðè êîæíîìó ç ÿêèõ 
ðіâíÿííÿ  ìàє âіä’єìíèõ 
êîðåíіâ áіëüøå, íіæ äîäàòíèõ.

25.75. Çíàéäіòü óñі çíà÷åííÿ ïàðàìåòðà a, ïðè êîæíî-
ìó ç ÿêèõ ðîçâ’ÿçêîì õî÷à á îäíієї ç íåðіâíîñòåé 

 àáî  є áóäü-ÿêå 
÷èñëî.

25.76. Çíàéäіòü óñі çíà÷åííÿ ïàðàìåòðà a, ïðè êîæíîìó ç ÿêèõ 
íåðіâíîñòі  і 
ìàþòü õî÷à á îäèí ñïіëüíèé ðîçâ’ÿçîê.

25.77. Çíàéäіòü óñі çíà÷åííÿ ïàðàìåòðà a, ïðè êîæíîìó ç ÿêèõ 
íåðіâíіñòü  ìàє õî÷à á îäèí äîäàòíèé ðîçâ’ÿçîê.
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25.78. Çíàéäіòü óñі çíà÷åííÿ ïàðàìåòðà a, ïðè êîæíîìó ç ÿêèõ 
íåðіâíіñòü  ìàє õî÷à á îäèí âіä’єìíèé ðîçâ’ÿçîê.

25.79. Çíàéäіòü óñі çíà÷åííÿ ïàðàìåòðà a, ïðè êîæíîìó ç ÿêèõ 
ìíîæèíà ðîçâ’ÿçêіâ íåðіâíîñòі  íå ìіñ-

òèòü æîäíîãî ðîçâ’ÿçêó íåðіâíîñòі .

25.80. Çíàéäіòü óñі çíà÷åííÿ ïàðàìåòðà a, ïðè êîæíîìó ç ÿêèõ 
ìíîæèíà ðîçâ’ÿçêіâ íåðіâíîñòі  íå ìіñ-

òèòü æîäíîãî ðîçâ’ÿçêó íåðіâíîñòі .

Äëÿ êîæíîї ïàðè äîäàòíèõ çíà÷åíü ïàðàìåòðіâ a і b ðîçâ’ÿæіòü 
íåðіâíіñòü (25.81–25.82):

25.81. 1) ;      2) . 

25.82. .

Ïðè ÿêèõ çíà÷åííÿõ ïàðàìåòðà a ðіâíÿííÿ (25.83–25.84):

25.83.  ìàє òіëüêè îäèí 

êîðіíü?

25.84.  ìàє òіëüêè 

îäèí êîðіíü?

Çíàéäіòü óñі çíà÷åííÿ ïàðàìåòðà a, ïðè êîæíîìó ç ÿêèõ ìàє 
єäèíèé ðîçâ’ÿçîê ñèñòåìà (25.85–25.86):

25.85.

25.86.

25.87. Ïðîãðàìіñò Îëåêñàíäð, ñòóäåíò ÷åòâåðòîãî êóðñó, îò-
ðèìàâ ñâіé ïåðøèé ãîíîðàð ó ðîçìіðі 4000 ãðèâåíü çà 

ó÷àñòü ó ðîçðîáöі ïðîãðàìíîãî ïðîäóêòó. Âіí âèðіøèâ íà ÷âåðòü 
îòðèìàíèõ íà ðóêè ãðîøåé ïðèäáàòè áóêåò òðîÿíä äëÿ ñâîєї â÷è-
òåëüêè іíôîðìàòèêè Іðèíè Ìèêîëàїâíè. ßêó íàéáіëüøó êіëü-
êіñòü òðîÿíä çìîæå ïðèäáàòè ñòóäåíò, ÿêùî óòðèìàíèé ç éîãî 
ïåðøîãî çàðîáіòêó ïîäàòîê íà äîõîäè ñòàíîâèòü 18 % òà 1,5 % 
ñêëàäàє âіéñüêîâèé çáіð, âàðòіñòü êîæíîї òðîÿíäè – 50 ãðèâåíü, 
à â áóêåòі ìàє áóòè íåïàðíà їõ êіëüêіñòü?

25.88. (Îëіìïіàäà Íüþ-�îðêà, 19�5 ð.) Äîâåäіòü, ùî äëÿ 
âñіõ n ∈ Z ÷èñëî  êðàòíå ÷èñëó .
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1. Óêàæіòü ðіâíÿííÿ, ÿêå íå ìàє êîðåíіâ íà ìíîæèíі 
äіéñíèõ ÷èñåë.

À Á Â Ã Ä

x2 – 1 = 0 x3 – 1 = 0 x3 + 1 = 0 x4 + 1 = 0 x4 – 1 = 0

2. Óêàæіòü ïàðíó ôóíêöіþ.

À Á Â Ã Ä

y = 2x y = 2x – 3 y = 2x2 – 3 y = 2x3 – 3 y = 2x3

3. Îá÷èñëіòü cos222,5° – sin222,5°.

À Á Â Ã Ä

1

4. Ó øóõëÿäі 5 áіëèõ, 3 ÷îðíі і 2 çåëåíі êóëüêè. Íàâ-
ìàííÿ âèáèðàþòü îäíó ç íèõ. ßêà éìîâіðíіñòü òîãî, ùî 
âîíà íå çåëåíà?

À Á Â Ã Ä

5. Ïðè ÿêîìó çíà÷åííі à ðіâíÿííÿ DUcsinx = à íå ìàє 
ðîçâ’ÿçêіâ?

À Á Â Ã Ä

–1 –0,5 0 0,5 1,2

6. Ðîçâ’ÿæіòü íåðіâíіñòü log40,25 ∙ log3õ ! 0.

À Á Â Ã Ä

(–u; 0) (0; +u) (1; 3) (0; 1) (3; +u)

7. Óñòàíîâіòü âіäïîâіäíіñòü ìіæ ôóíêöієþ  (1–4) 

òà çíà÷åííÿì іíòåãðàëà  (À–Ä).

1. Óêàæіòü ðіâíÿííÿ, ÿêå íå ìàє êîðåíіâ íà ìíîæèíі 
äіéñíèõ ÷èñåë.

À Á Â Ã Ä

x2 – 1 = 0 x3 – 1 = 0 x3 + 1 = 0 x4 + 1 = 0 x4 – 1 = 0

2. Óêàæіòü ïàðíó ôóíêöіþ.

À Á Â Ã Ä

y = 2x y = 2x – 3 y = 2x2 – 3 y = 2x3 – 3 y = 2x3

3. Îá÷èñëіòü cos222,5° – sin222,5°.

À Á Â Ã Ä

1

4. Ó øóõëÿäі 5 áіëèõ, 3 ÷îðíі і 2 çåëåíі êóëüêè. Íàâ-
ìàííÿ âèáèðàþòü îäíó ç íèõ. ßêà éìîâіðíіñòü òîãî, ùî 
âîíà íå çåëåíà?

À Á Â Ã Ä

5. Ïðè ÿêîìó çíà÷åííі à ðіâíÿííÿ DUcsinx = à íå ìàє 
ðîçâ’ÿçêіâ?

À Á Â Ã Ä

–1 –0,5 0 0,5 1,2

6. Ðîçâ’ÿæіòü íåðіâíіñòü log40,25 ∙ log3õ ! 0.

À Á Â Ã Ä

(–u; 0) (0; +u) (1; 3) (0; 1) (3; +u)

7. Óñòàíîâіòü âіäïîâіäíіñòü ìіæ ôóíêöієþ  (1– (1–4) 

òà çíà÷åííÿì іíòåãðàëà  (À–Ä).

ПППЕРЕВІРТЕ СВОЮ КОМПЕТЕНТНІСТЬЕРЕВІРТЕ СВОЮ КОМПЕТЕНТНІСТЬ
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Ôóíêöіÿ Çíà÷åííÿ іíòåãðàëà

1 À 0,5

2 Á 1

3 Â 2

4 Ã 3

Ä 4

8. Îá÷èñëіòü .

9. Çíàéäіòü íàéáіëüøå çíà÷åííÿ ôóíêöії ó = õ3 – 3õ2 –
– 9õ – 7 íà ïðîìіæêó [–2; 0].

ДОМАШНЯ САМОСТІЙНА РОБОТА № 9
Êîæíå çàâäàííÿ ìàє ïî ÷îòèðè âàðіàíòè âіäïîâіäі (À–Ã), ñåðåä 

ÿêèõ ëèøå îäèí є ïðàâèëüíèì. Îáåðіòü ïðàâèëüíèé âàðіàíò âіäïîâіäі.

1. Ðîçâ’ÿæіòü ñèñòåìó ðіâíÿíü 

À. (4; –1)     Á. (1; 4)      Â. (4; 1)      Ã. (10; –1)
2. Ïðè ÿêîìó çíà÷åííі ïàðàìåòðà a ðіâíÿííÿ (a + 3)x = a + 3 

ìàє áåçëі÷ êîðåíіâ? 
À. òàêîãî çíà÷åííÿ íå іñíóє      Á. 3     Â. 6     Ã. –3
3. Óêàæіòü çíà÷åííÿ ïàðàìåòðà a, ïðè ÿêèõ ðіâíÿííÿ 

 ìàє ëèøå îäèí êîðіíü.
À. –4     Á. 4     Â. –16     Ã. 0

4. Íå âèêîíóþ÷è ïîáóäîâè, çíàéäіòü òî÷êè ïåðåòèíó ãðàôі-
êіâ ðіâíÿíü x + 3y = 5 òà _x – y_ = 1.

À. (–2; –1); (0,5; 1,5)      Á. (2; 1); (0,5; 1,5) 
Â. (2; 1); (–0,5; –1,5)      Ã. (2; 1)
5. Ïåðèìåòð ïðÿìîêóòíèêà äîðіâíþє 23 ñì, à éîãî ïëîùà – 

28 ñì2. Çíàéäіòü ðіçíèöþ ìіæ áіëüøîþ і ìåíøîþ ñòîðîíàìè ïðÿ-
ìîêóòíèêà.

À. 3,5 ñì       Á. 4 ñì      Â. 4,5 ñì      Ã. 5 ñì
6. Óêàæіòü êіëüêіñòü çíà÷åíü ïàðàìåòðà a, ïðè ÿêèõ ðіâíÿííÿ 

 íå ìàє êîðåíіâ. 
À. æîäíîãî      Á. îäèí     Â. äâà         Ã. òðè

7. Çíàéäіòü x0 + y0, äå (x0; y0) – ðîçâ’ÿçîê ñèñòåìè 

À. 2     Á. 4     Â. 6     Ã. 8

Ôóíêöіÿ Çíà÷åííÿ іíòåãðàëà

1 À 0,5

2 Á 1

3 Â 2

4 Ã 3

Ä 4

8. Îá÷èñëіòü .

9. Çíàéäіòü íàéáіëüøå çíà÷åííÿ ôóíêöії ó = õ3 – 3õ2 –
– 9õ – 7 íà ïðîìіæêó [–2; 0].

À.

À.
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8. Ñåðåä ïàð (x0; y0) ðîçâ’ÿçêіâ ñèñòåìè 

âèáåðіòü òó, äëÿ ÿêîї äîáóòîê x0y0 íàáóâàє íàéáіëüøîãî çíà÷åí-
íÿ. Ó âіäïîâіäі óêàæіòü öåé äîáóòîê.

À. 4     Á. 6    Â. 8    Ã. 10
9. Çíàéäіòü óñі çíà÷åííÿ ïàðàìåòðà a, ïðè êîæíîìó ç ÿêèõ 

ðіâíÿííÿ  ìàє ðіâíî äâà ðîçâ’ÿçêè. 

À. a = 0; a > 9     Á. a = 0;     Â. a = 0    Ã. a > 9

10. Ñåðåä óñіõ ïàð (x0; y0), ùî є ðîçâ’ÿçêàìè ñèñòåìè 

 âèáåðіòü òó, äëÿ ÿêîї x0 і y0 – ðàöіî-

íàëüíі ÷èñëà, òà çàïèøіòü ó âіäïîâіäü ñóìó x0 + y0.
À. 8           Á. 12           Â. 16          Ã. 10
11. Çíàéäіòü óñі çíà÷åííÿ ïàðàìåòðà a, ïðè êîæíîìó ç ÿêèõ 

óñі êîðåíі ðіâíÿííÿ  áіëüøі çà 0, àëå 
ìåíøі çà 1.

À. a < 4       Á. 3 < a < 4      Â. a > 3        Ã. 0 < a < 4
12. Çíàéäіòü óñі çíà÷åííÿ ïàðàìåòðà a, ïðè êîæíîìó ç ÿêèõ 

ðіâíÿííÿ  ìàє ðіâíî äâà êîðåíі.

À. –1 < a < 0    Á.     Â.    Ã.

ЗАВДАННЯ ДЛЯ ПЕРЕВІРКИ ЗНАНЬ ДО §§ 2ͺ–2ͻ
1. Ðîçâ’ÿæіòü ñèñòåìó ðіâíÿíü:

1)        2) 

2. Äëÿ âñіõ çíà÷åíü ïàðàìåòðà a ðîçâ’ÿæіòü ðіâíÿííÿ: 
1) ax = –7;          2) (a – 3)x = (a – 3)2.
3. Äëÿ âñіõ çíà÷åíü ïàðàìåòðà a ðîçâ’ÿæіòü íåðіâíіñòü: 
1) ;            2) ax > 7.

4. Íå âèêîíóþ÷è ïîáóäîâè, çíàéäіòü òî÷êè ïåðåòèíó ãðàôі-
êіâ ðіâíÿíü 3x – y = 7 òà _x – y_ = 1.

5. Ïåðèìåòð ïðÿìîêóòíèêà äîðіâíþє 17 ñì, à éîãî ïëîùà – 
15 ñì2. Çíàéäіòü ñòîðîíè ïðÿìîêóòíèêà.

6. Äëÿ âñіõ çíà÷åíü ïàðàìåòðà a ðîçâ’ÿæіòü ðіâíÿííÿ: 

1) ;            2) .

À.

ЗАВДАННЯ ДЛЯ ПЕРЕВІРКИ ЗНАНЬ ДО §§ 2ͺ–2ͻ

1) 
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7. Ðîçâ’ÿæіòü ñèñòåìó ðіâíÿíü:

1)     2) 

8. Äëÿ êîæíîãî çíà÷åííÿ ïàðàìåòðà a ðîçâ’ÿæіòü íåðіâíіñòü 

.

9. Ðîçâ’ÿæіòü ñèñòåìó ðіâíÿíü:

Äîäàòêîâі çàâäàííÿ

10. Çíàéäіòü óñі ðîçâ’ÿçêè ñèñòåìè ðіâíÿíü:

11. Çíàéäіòü óñі çíà÷åííÿ ïàðàìåòðà a, ïðè êîæíîìó ç ÿêèõ 
îäèí ç êîðåíіâ ðіâíÿííÿ  ìåí-
øèé çà 2, à äðóãèé áіëüøèé çà 3.

ВПРАВИ ДЛЯ ПОВТОРЕННЯ РОЗДІЛУ ͺ
До § 22

Ðîçâ’ÿæіòü ðіâíÿííÿ (1–16):

1. 1) 3x = 18;     2) ;     3) 2x = –20;     4) –7x = –21.

2. 1) 3(x + 2) – 7 = 2x;         2) 7(x + 1) – 2x = 3(x – 5).

3. 1) _x_ = 2;      2) _x_ = –3;     3) ;       4) .

4. 1) ;     2) cos x = –1; 

   3) ;     4) .

5. 1) ;    2) ;    3) ;    4) .

6. 1) ;         2) ; 

   3) ;       4) lg(x – 3) = 2.

7. 1) ;       2) ; 
    3) ;    4) ;
    5) ;     6) .
8. 1) ;        2) ; 
   3) x(x+1) = 12;        4) .

РОЗДІЛ �

Äîäàòêîâі çàâäàííÿ

1.

   3) 

    3)     3) 
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9. 1) _4x + 9_ = 1;         2) _2x – 3_ = _3x – 2_; 

   3) _x + 3_ = 9 – x;       4) .

10. 1) ;     2) ;

    3) ;       4) .

11. 1) ;       2) ;

    3) ;      4) .

12. 1) ;     2) .

13. 1) ;       2) .

14. 1) ;     2) .

15. 1) ;         2) .

16. 1) ;    2) .

17. Ïåðèìåòð ïðÿìîêóòíèêà äîðіâíþє 48 ñì, ïðè÷îìó éîãî 
äîâæèíà âäâі÷і áіëüøà çà øèðèíó. Çíàéäіòü ñòîðîíè ïðÿìîêóò-
íèêà òà éîãî ïëîùó.

Ðîçâ’ÿæіòü ðіâíÿííÿ (18–20):

18. 1) ;        2) .

19. 1) ;        2) .

20. 1) ;      2) .

21. Çíàéäіòü óñі êîðåíі ðіâíÿííÿ , ùî çàäî-

âîëüíÿþòü óìîâó .

22. Ðîçâ’ÿæіòü ðіâíÿííÿ, âèêîðèñòîâóþ÷è âëàñòèâîñòі âіäïî-
âіäíèõ ôóíêöіé:

1) ;     2) .
23. Ðîçâ’ÿæіòü ðіâíÿííÿ:

1) ;           2) .
24. Çíàéäіòü ñóìó âñіõ êîðåíіâ ðіâíÿííÿ 

.

Ðîçâ’ÿæіòü ðіâíÿííÿ (25–30):

25. 1) ;       2) .

íèêà òà éîãî ïëîùó.
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26.  1) ; 

    2) .
27. . 

28. 1) ;               2) ; 

    3) ;            4) .

29.  1) ;      2) ;

    3) ;    

    4) .

30.  1) ;   

    2) .

31. Ó êîøèêó áóëî â 4 ðàçè ìåíøå âèíîãðàäó, íіæ ó ÿùèêó. 
Ïіñëÿ òîãî ÿê ç ÿùèêà äî êîøèêà ïåðåêëàëè 3 êã âèíîãðàäó, 
ó êîøèêó ñòàëî âòðè÷і ìåíøå âèíîãðàäó, íіæ ó ÿùèêó. Ñêіëüêè 
êіëîãðàìіâ âèíîãðàäó áóëî â êîøèêó і ñêіëüêè – ó ÿùèêó?

32. Çà 4,5 ãîä ÷îâåí çà òå÷ієþ ðі÷êè äîëàє òàêó ñàìó âіäñòàíü, 
ùî é çà 6 ãîä ïðîòè òå÷ії. Çíàéäіòü øâèäêіñòü òå÷ії, ÿêùî âëàñíà 
øâèäêіñòü ÷îâíà äîðіâíþє 7 êì/ãîä.

33. Ç ìіñòà â ñåëî, âіäñòàíü ìіæ ÿêèìè 16 êì, âèéøîâ ïіøîõіä. 
×åðåç 2 ãîä 40 õâ ó òîìó ñàìîìó íàïðÿìêó âèїõàâ âåëîñèïåäèñò 
і ïðèáóâ ó ñåëî îäíî÷àñíî ç ïіøîõîäîì. Çíàéäіòü øâèäêіñòü âåëî-
ñèïåäèñòà, ÿêùî âîíà íà 8 êì/ãîä áіëüøà çà øâèäêіñòü ïіøîõîäà.

34. Êàòåð ïðîïëèâ 45 êì çà òå÷ієþ і 7 êì ïðîòè òå÷ії, âèòðà-
òèâøè íà âåñü øëÿõ 3 ãîä. Çíàéäіòü âëàñíó øâèäêіñòü êàòåðà, 
ÿêùî øâèäêіñòü òå÷ії 2 êì/ãîä.

35. Ïåðøèé îïåðàòîð êîìï’þòåðíîãî íàáîðó íàáðàâ 120 ñòî-
ðіíîê ðóêîïèñó, à äðóãèé – 144 ñòîðіíêè. Ïåðøèé ùîäíÿ íà-
áèðàâ íà 4 ñòîðіíêè áіëüøå, íіæ äðóãèé, і ïðàöþâàâ íà 3 äíі 
ìåíøå, íіæ äðóãèé. Ñêіëüêè ñòîðіíîê ùîäíÿ íàáèðàâ ïåðøèé 
îïåðàòîð і ñêіëüêè – äðóãèé?

36. Ìàéñòåð ìîæå âèêîíàòè çàâäàííÿ íà 3 ãîä øâèäøå, íіæ 
éîãî ó÷åíü. ßêùî ìàéñòåð ïðîïðàöþє 4 ãîä, à ïîòіì éîãî çàìі-
íèòü ó÷åíü і ïðîïðàöþє 3 ãîä, òî çàâäàííÿ áóäå âèêîíàíî. Çà 
ñêіëüêè ãîäèí ìîæå âèêîíàòè çàâäàííÿ ìàéñòåð і çà ñêіëüêè – 
ó÷åíü, ïðàöþþ÷è ñàìîñòіéíî?

Ðîçâ’ÿæіòü ðіâíÿííÿ (37–38):

37. 1) ; 

    2) ;

    3) ; 

ó÷åíü, ïðàöþþ÷è ñàìîñòіéíî?

37.37.
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    4) .

38.  1) ; 

    2) .
39. Ðîçâ’ÿæіòü ðіâíÿííÿ, âèêîðèñòîâóþ÷è âëàñòèâîñòі âіäïî-

âіäíèõ ôóíêöіé:

1) ;         2) .
40. Ðîçâ’ÿæіòü ðіâíÿííÿ:

1) |x – 2| – |2x + 6| = 2;     2) |x| + |x – 6| = 6.
41. Ðîçâ’ÿæіòü ðіâíÿííÿ, âèêîðèñòîâóþ÷è âëàñòèâîñòі âіäïî-

âіäíèõ ôóíêöіé:

1) ;          2) .

Ðîçâ’ÿæіòü ðіâíÿííÿ (42–52):

42. .

43.  1) ; 

    2) .

44.  1) ;    2) ;

    3) ; 

    4) . 

45. .

46. 1) ;    2) .

47. .

48.  1) ; 

    2) ;

    3) ;

    4) .

49. 1) ;         2) .

50. 1) ;           2) .
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51. 1) ;    2) .

52. .

До § 23
Ðîçâ’ÿæіòü íåðіâíіñòü (53–55):

53. 1) 2x < 10;    2) ;    3) 2x > –8;    4) .

54. 1) 7(x – 2) + 4x > 10(x – 1); 
    2) –(x – 1) – 2(x + 3) > 4(x + 1).
55.  1) ;     2) _x_ > 4;      3) _x_ < –2;     4) .

56. Ðîçâ’ÿæіòü ñèñòåìó íåðіâíîñòåé:

1)     2)     3)     4) 

Ðîçâ’ÿæіòü íåðіâíіñòü (57–60):

57. 1) ;      2) ;     3) ;       4) .

58.  1) ;     2) ;     3) ;    4) .

59. 1) ;        2) ;

    3) ;        4) .

60. 1) ;     2) .

61. Ðîçâ’ÿæіòü íåðіâíіñòü ìåòîäîì іíòåðâàëіâ:
1) (x – 5) + (x + 1) > 0;     2) ;

3) ;               4) .

62. Ðîçâ’ÿæіòü íåðіâíіñòü:

1) _x + 5_ < 7;      2) ;   

3) ;      4) _2x – 6_ > 8.

63. Ðîçâ’ÿæіòü ñèñòåìó íåðіâíîñòåé:

1)            2) 

3)      4) 

64. Ðîçâ’ÿæіòü ïîäâіéíó íåðіâíіñòü:
1) ;           2) ;

3) ;           4) .

53.53.

61.61.
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Ðîçâ’ÿæіòü íåðіâíіñòü (65–69):

65.  1) ;         2) ;

    3) ;        4) .

66.  1) ;         2) ;

    3) ;          4) .

67. 1) ;         2) ;

    3) ;     4) .

68.  1) ;    2) ;    3) ;   4) .

69. 1) ;              2) ;

    3) ;    4) .

70. Çíàéäіòü íàéáіëüøèé öіëèé ðîçâ’ÿçîê íåðіâíîñòі 
.

Ðîçâ’ÿæіòü íåðіâíіñòü (71–74):

71. 1) ;    2) .

72. 1) ;      2) _2x + 6_ < x + 15.

73.  1) ;           2) ;

    3) ;            4) .

74.  1) ;     2) ;

    3) ;     4) .

75. Çíàéäіòü óñі íàòóðàëüíі ðîçâ’ÿçêè ñèñòåìè íåðіâíîñòåé:

1)          2) 

76. Çíàéäіòü îáëàñòü âèçíà÷åííÿ ôóíêöії 

.

77. Ðîçâ’ÿæіòü íåðіâíіñòü:

1) ;     2) .
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78. Çíàéäіòü ñóìó âñіõ öіëèõ ðîçâ’ÿçêіâ íåðіâíîñòі .

79. Ðîçâ’ÿæіòü íåðіâíіñòü .

80. Çíàéäіòü äåÿêі òðè ðîçâ’ÿçêè íåðіâíîñòі: 

1) , ùî íàëåæàòü ïðîìіæêó [0; 2π] 

2) , ùî íàëåæàòü ïðîìіæêó .

81. Ðîçâ’ÿæіòü íåðіâíіñòü:

1) ;      2) .

82. Çíàéäіòü îáëàñòü âèçíà÷åííÿ ôóíêöії:

1) ;     2) .

83. Çíàéäіòü óñі öіëі ðîçâ’ÿçêè íåðіâíîñòі .

Ðîçâ’ÿæіòü íåðіâíіñòü (84–88):

84. 1) ;            2) .

85. 1) ;        2) .

86. 1) ;       2) .

87. 1) ;    2) .

88. 1) ;    2) .

89. Çíàéäіòü ñóìó öіëèõ ðîçâ’ÿçêіâ íåðіâíîñòі 

. 

90. Ñêіëüêè öіëèõ ðîçâ’ÿçêіâ ìàє íåðіâíіñòü 

?

91. Çíàéäіòü íàéìåíøèé öіëèé ðîçâ’ÿçîê íåðіâíîñòі 

.

92. Ðîçâ’ÿæіòü íåðіâíіñòü:
1) ;

2) .
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93. Ðîçâ’ÿæіòü ñèñòåìó íåðіâíîñòåé:

Ðîçâ’ÿæіòü íåðіâíіñòü (94–96):

94. 1) ;       2) .

95. 1) ;     2) ;

    3) ;            4) .

96. 1) ;           2) ;

    3) ;     4) .

97. 1) Ðîçâ’ÿæіòü íåðіâíіñòü .

2) Ñêіëüêè öіëèõ ðîçâ’ÿçêіâ öієї íåðіâíîñòі íàëåæèòü ïðîìіæ-
êó [0; 2π]?
Ðîçâ’ÿæіòü íåðіâíіñòü (98–101):

98. 1) ;     2) .

99. 1) ;          2) .

100. 1) ;     2) .

101. .

102. Çíàéäіòü íàéìåíøèé íàòóðàëüíèé ðîçâ’ÿçîê íåðіâíîñòі 
.

103. Ðîçâ’ÿæіòü ñèñòåìó íåðіâíîñòåé 

До § 2ͺ
104. Ðîçâ’ÿæіòü ñèñòåìó ðіâíÿíü ñïîñîáîì ïіäñòàíîâêè:

1)       2) 

105. Ðîçâ’ÿæіòü ñèñòåìó ðіâíÿíü ñïîñîáîì äîäàâàííÿ:

1)      2) 

94.
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Ðîçâ’ÿæіòü ñèñòåìó ðіâíÿíü (106–107):

106. 1)       2) 

107. 1)             2) 

108. Íå âèêîíóþ÷è ïîáóäîâè, çíàéäіòü òî÷êè ïåðåòèíó ãðàôі-
êіâ ðіâíÿíü 2x – y = 5 òà _x – y_ = 3.

Ðîçâ’ÿæіòü ñèñòåìó ðіâíÿíü (109–114):

109.1)        2) 

110. 1)           2) 

111. 1)      2) 

112. 1)            2) 

113. 1)       2) 

114. 1)          2) 

115. Çà 7 ïîðöіé ìëèíöіâ і 2 ñàëàòè çàïëàòèëè 170 ãðí. Ñêіëü-
êè êîøòóє îäíà ïîðöіÿ ìëèíöіâ і ñêіëüêè – îäèí ñàëàò, ÿêùî 
2 ïîðöії ìëèíöіâ íà 5 ãðí äåøåâøі çà 3 ñàëàòè?

116. Òåïëîõіä çà 3 ãîä çà òå÷ієþ і 2 ãîä ïðîòè òå÷ії äîëàє 
71 êì. Öåé ñàìèé òåïëîõіä çà 4 ãîä ïðîòè òå÷ії äîëàє íà 7 êì 
áіëüøå, íіæ çà 3 ãîä çà òå÷ієþ. Çíàéäіòü âëàñíó øâèäêіñòü òåï-
ëîõîäà і øâèäêіñòü òå÷ії.

117. Çíàéäіòü êàòåòè ïðÿìîêóòíîãî òðèêóòíèêà, ÿêùî їõ ñóìà 
äîðіâíþє 14 ñì, à ïëîùà òðèêóòíèêà äîðіâíþє 24 ñì2.

Ðîçâ’ÿæіòü ñèñòåìó ðіâíÿíü (118–126):

118. 1)             2) 
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119.

120. 1)         2) 

     3)               4) 

121. 1)       2) 

122. 1)         2) 

123.  1)             2) 

124.  1)            2) 

125. 1)          2) 

126. 1)       2) 

127. Ñóìà êâàäðàòіâ öèôð äâîöèôðîâîãî ÷èñëà äîðіâíþє 20. 
ßêùî äî öüîãî ÷èñëà äîäàòè 18, òî îòðèìàєìî ÷èñëî, çàïèñàíå 
òèìè ñàìèìè öèôðàìè, àëå ó çâîðîòíîìó ïîðÿäêó. Çíàéäіòü öå 
÷èñëî.

128. Ïëîùà ïðÿìîêóòíèêà äîðіâíþє 18 ñì2. ßêùî îäíó ç éîãî 
ñòîðіí çáіëüøèòè íà 2 ñì, à äðóãó – íà 1 ñì, òî ìàòèìåìî ïðÿìî-
êóòíèê ç ïëîùåþ 35 ñì2. Çíàéäіòü ïåðèìåòð ïî÷àòêîâîãî ïðÿìî-
êóòíèêà.

129. Ç ìіñòà A äî ìіñòà B, âіäñòàíü ìіæ ÿêèìè 240 êì, îä-
íî÷àñíî âèїõàëè äâі àâòіâêè. ×åðåç 2 ãîä âèÿâèëîñÿ, ùî ïåðøà 
ïðîїõàëà íà 20 êì áіëüøå, íіæ äðóãà. Çíàéäіòü øâèäêіñòü êîæ-
íîї ç íèõ, ÿêùî íà âåñü øëÿõ ïåðøà âèòðàòèëà íà 20 õâ ìåíøå, 
íіæ äðóãà.
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Ðîçâ’ÿæіòü ñèñòåìó ðіâíÿíü (130–135): 

130.

131.  1)             2) 

132.  1)          2) 

     3)         4) 

133. 1)         2) 

134. 1)      2) 

135.

136. Çíàéäіòü óñі ðîçâ’ÿçêè ñèñòåìè ðіâíÿíü 

ùî çàäîâîëüíÿþòü óìîâó , .

Ðîçâ’ÿæіòü ñèñòåìó ðіâíÿíü (137–139):

137.  1)       2) 

138. 1)   

     2) 

139. 1)       2) 
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До § 2ͻ
140. Äëÿ âñіõ çíà÷åíü ïàðàìåòðà a ðîçâ’ÿæіòü ðіâíÿííÿ:

1) 6x = a;          2) ax = 6;       3) (a – 2)x = a – 2;
4) (a + 3)x = a;     5) a3x = a2;     6) (a + 1)2x = a + 1.
141. Äëÿ âñіõ çíà÷åíü ïàðàìåòðà a ðîçâ’ÿæіòü íåðіâíіñòü:
1) ;      2) ax > 5;     3) ;     4) 
142. Ïðè ÿêèõ çíà÷åííÿõ ïàðàìåòðà a ìàє îäèí êîðіíü ðіâ-

íÿííÿ:
1) x2 + 8x – a = 0;        2) x2 – ax + 25 = 0?

143. Äëÿ âñіõ çíà÷åíü ïàðàìåòðà a ðîçâ’ÿæіòü ðіâíÿííÿ:
1) (a2 – 16)x = a + 4;     2) a2x = 7a2 + 5a;
3) (a + 1)x = a2 – 1;      4) (a + 1)2x = a2 – 1.
144. Äëÿ âñіõ çíà÷åíü ïàðàìåòðà a ðîçâ’ÿæіòü íåðіâíіñòü:
1) (a + 3)x < a + 3;       2) .
145. Ïðè ÿêèõ çíà÷åííÿõ ïàðàìåòðà a ìàє ðіâíî äâà êîðåíі 

ðіâíÿííÿ:
1) x2 + 2ax + 1 = 0;      2) ax2 – 8x + 2 = 0?
146. Äëÿ âñіõ çíà÷åíü ïàðàìåòðà a ðîçâ’ÿæіòü íåðіâíіñòü:

1) ;        2) ;    

3) ;       4) .

147. Äëÿ âñіõ çíà÷åíü ïàðàìåòðà a ðîçâ’ÿæіòü ðіâíÿííÿ:

1) ;      2) ;

3) ;      4) .
148. Ïðè ÿêèõ çíà÷åííÿõ ïàðàìåòðà a êîðåíі ðіâíÿííÿ 

 íàëåæàòü ïðîìіæêó (–10; –2)?

149. Çíàéäіòü óñі çíà÷åííÿ ïàðàìåòðà b, äëÿ êîæíîãî ç ÿêèõ 

÷èñëà x і y, ùî çàäîâîëüíÿþòü ñèñòåìó ðіâíÿíü 

çàäîâîëüíÿþòü òàêîæ і íåðіâíіñòü .

150. Çíàéäіòü óñі çíà÷åííÿ ïàðàìåòðà a, ïðè êîæíîìó ç 
ÿêèõ ðіâíÿííÿ  ìàє äâà ðіçíèõ äіéñ-
íèõ êîðåíі.

151. Ðîçâ’ÿæіòü íåðіâíіñòü  çàëåæíî âіä çíà-
÷åíü ïàðàìåòðà à.

152. Ïðè ÿêèõ çíà÷åííÿõ ïàðàìåòðà a äëÿ âñіõ äіéñíèõ çíà-
÷åíü x ñïðàâäæóєòüñÿ íåðіâíіñòü:

1) ;      2) ?

1) 6

1) 

1) (

çàäîâîëüíÿþòü òàêîæ і íåðіâíіñòü 
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153. Ïðè ÿêèõ çíà÷åííÿõ ïàðàìåòðà a îáëàñòþ âèçíà÷åííÿ 

ôóíêöії  є ìíîæèíà âñіõ äіéñ-
íèõ ÷èñåë?

154. Ðîçâ’ÿæіòü íåðіâíіñòü . 

155. Ðîçâ’ÿæіòü ðіâíÿííÿ .

156. Ïðè ÿêèõ çíà÷åííÿõ ïàðàìåòðà a ðіâíÿííÿ 
 ìàє єäèíèé êîðіíü?

157. Ïðè ÿêèõ çíà÷åííÿõ a ñèñòåìà ìàє єäèíèé ðîçâ’ÿçîê:

1)      2) 

158. Ïðè ÿêèõ çíà÷åííÿõ ïàðàìåòðà a îáèäâà êîðåíі ðіâíÿííÿ:
1)  ìåíøі çà 1;
2)  áіëüøі çà –1?
159. Ïðè ÿêèõ çíà÷åííÿõ ïàðàìåòðà a îäèí ç êîðåíіâ ðіâíÿííÿ 

 ìåíøèé çà 1, à äðóãèé – áіëüøèé çà 1?

160. Äëÿ êîæíîãî çíà÷åííÿ ïàðàìåòðà a çíàéäіòü êіëüêіñòü 

êîðåíіâ ðіâíÿííÿ .

161. Ïðè ÿêèõ çíà÷åííÿõ a ôóíêöіÿ  çðîñòàє 
äëÿ âñіõ x ∈ R?

162. Ïðè ÿêèõ çíà÷åííÿõ a íåðіâíіñòü  ñïðàâäæó-
єòüñÿ äëÿ âñіõ äіéñíèõ çíà÷åíü x?

163. Çíàéäіòü óñі çíà÷åííÿ ïàðàìåòðà a, ïðè êîæíîìó ç ÿêèõ 

íåðіâíіñòü  ñïðàâäæóєòüñÿ äëÿ áóäü-

ÿêèõ ïàð ÷èñåë (x; y), òàêèõ, ùî _x_ = _–y_.
164. Ïðè ÿêèõ çíà÷åííÿõ ïàðàìåòðà a êîðåíі ðіâíÿííÿ 

 óòâîðþþòü àðèôìåòè÷íó ïðîãðåñіþ?

165. Ïðè ÿêèõ çíà÷åííÿõ a íåðіâíіñòü 
ñïðàâäæóєòüñÿ äëÿ âñіõ çíà÷åíü x?

166. Ïðè ÿêèõ çíà÷åííÿõ ïàðàìåòðà a îáèäâà êîðåíі ðіâíÿííÿ 
 íàëåæàòü ïðîìіæêó [–1; 2)?

167. Ñêіëüêè êîðåíіâ ìàє ðіâíÿííÿ  çàëåæíî âіä 

çíà÷åíü ïàðàìåòðà a?

168. Çíàéäіòü óñі çíà÷åííÿ ïàðàìåòðà a, ïðè êîæíîìó ç ÿêèõ 

íåðіâíіñòü  ìàє õî÷à á îäèí äîäàòíèé ðîçâ’ÿçîê.

169. Äëÿ êîæíîãî öіëîãî çíà÷åííÿ ïàðàìåòðà a ðîçâ’ÿæіòü 

ðіâíÿííÿ .
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170. Çíàéäіòü óñі çíà÷åííÿ ïàðàìåòðà a, ïðè êîæíîìó ç ÿêèõ 

ñèñòåìà ðіâíÿíü  ìàє ðіâíî äâà ðîçâ’ÿçêè.

171. Çíàéäіòü óñі çíà÷åííÿ ïàðàìåòðà a, ïðè êîæíîìó ç ÿêèõ 
ðіâíÿííÿ  ìàє ðіâíî äâà ðîçâ’ÿçêè.

172. Çíàéäіòü óñі öіëі çíà÷åííÿ ïàðàìåòðà a, ïðè êîæíîìó 
ç ÿêèõ іñíóє õî÷à á îäíà ïàðà ÷èñåë (x; y), ùî çàäîâîëüíÿє íåðіâ-
íіñòü  òà ðіâíÿííÿ y = ax2 + 1.

173. Ïðè ÿêèõ çíà÷åííÿõ ïàðàìåòðà a áóäü-ÿêèé ðîçâ’ÿ-
çîê íåðіâíîñòі  є òàêîæ і ðîçâ’ÿçêîì íåðіâíîñòі 

?

174. Ïðè ÿêèõ çíà÷åííÿõ ïàðàìåòðà a ðіâíÿííÿ 
 ìàє ðіâíî äâà êîðåíі?

175. Ïðè ÿêèõ çíà÷åííÿõ ïàðàìåòðà a êîæíå çíà÷åííÿ x, ùî 

íàëåæèòü îáëàñòі âèçíà÷åííÿ ôóíêöії , є ðîçâ’ÿç-
êîì íåðіâíîñòі ?

176. Çíàéäіòü óñі çíà÷åííÿ ïàðàìåòðà a, ïðè êîæíîìó ç ÿêèõ 
óñі ðîçâ’ÿçêè ðіâíÿííÿ 4_x – 3a_ + 6a – 24 + x = 0 íàëåæàòü ïðî-
ìіæêó [6; 12]?

177. Çíàéäіòü óñі çíà÷åííÿ ïàðàìåòðà a, ïðè êîæíîìó ç ÿêèõ 
áóäü-ÿêèé ðîçâ’ÿçîê íåðіâíîñòі  є òà-
êîæ ðîçâ’ÿçêîì íåðіâíîñòі .

178. Çíàéäіòü óñі çíà÷åííÿ ïàðàìåòðà a, ïðè êîæíîìó ç ÿêèõ 

íåðіâíіñòü  ñïðàâäæóєòüñÿ äëÿ âñіõ çíà÷åíü x, ÿêі 

çàäîâîëüíÿþòü óìîâó .

179. Çíàéäіòü óñі çíà÷åííÿ ïàðàìåòðà a, ïðè êîæíîìó ç ÿêèõ 
íåðіâíіñòü  ìàє õî÷à á îäèí äîäàòíèé ðîçâ’ÿçîê.

180. Çíàéäіòü óñі çíà÷åííÿ ïàðàìåòðà a, ïðè êîæíîìó ç ÿêèõ 
ìíîæèíà ðîçâ’ÿçêіâ íåðіâíîñòі  íå ìіñòèòü 

æîäíîãî ðîçâ’ÿçêó íåðіâíîñòі .

181. Äëÿ êîæíîї ïàðè äîäàòíèõ çíà÷åíü ïàðàìåòðіâ a і b

ðîçâ’ÿæіòü íåðіâíіñòü .

182. Ïðè ÿêèõ çíà÷åííÿõ ïàðàìåòðà a ðіâíÿííÿ 

 ìàє ëèøå îäèí êîðіíü?

ìіæêó [6; 12]?
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ВІДПОВІДІ ТА ВКАЗІВКИ ДО ВПРАВ 

Ðîçäіë 1. | 1. 1.2�. 1) Ñïàäíà; 2) çðîñòàþ÷à. 1.2�. 1) Çðîñòàþ-
÷à; 2) ñïàäíà. 1.3�. 1) 8; 2) 9. 1.31. 1) 3; 2) 16. 1.3�. 1) [1; +u);  

2) (0; 1]; 3) (0; 1]; 4) [1; +u). 1.3�. ; 9. 1.4�. ; 2. 1.41. 1) ; 11;  

2) ; –2. 1.42. 1) –1; 25; 2) 11,5; 27. 1.43. 1) [–3; 0]; 2) [–4; 2].  

1.44. 1) [–7; 2]; 2) [–3; 0]. 1.4�. 1) Ïàðíà; 2) íåïàðíà; 3) íі ïàðíà; 

íі íåïàðíà; 4) ïàðíà. 1.4�. 1) Íåïàðíà; 2) ïàðíà. 1.4�. 1) ; 5; 2) ;  

4; 3) 2; 3; 4) 0; 6. 1.5�. 1) ; 3; 2) 1; 5. 1.51. 1) ;  

2) . Âêàçіâêà. Îñêіëüêè , òî 

. 1.52. 1) ; 2) . 

1.55. 1) –1; 2) –2. 1.56. 1) 1; 2) 2. 1.5�. 1) 0,4; 2,5; 2) 0; 12. 1.5�. 1) 0,2;  
5; 2) 0; 18. 1.5�. 1) (2; 4) ∪ (4; +u); 2) (5; +u). 1.6�. 1) (–u; –10) ∪ 
∪ (–10; –5); 2) (–2; +u). 1.61. 1) Ïàðíà; 2) íåïàðíà. 1.62. 1) Íåïàð-
íà; 2) ïàðíà. 1.63. 500.

| 2. 2.23. 1) 2; 2) 3. 2.24. 1) 2; 2) 3. 2.25. 1) 0; –2; 2) 2. 2.26. 1) 0; 3;  

2) 1. 2.2�. 1) 3; 2) –4; 3) 2; 4) 2. 2.2�. 1) 1; 2) –6; 3) 5; 4) . 2.2�. 1) ;  

3; 2) ; 3) –1; 4; 4) . 2.3�. 1) –6; –2; 2) ; 3) –2; 1; 4) 3. 2.31. 1) 1,4;  

2) ; 3) 0,25; 4) 2; 5. 2.32. 1) ; 2) 0,6; 3) –0,25; 8. 2.33. 1) 0,5; 2) 2.  

2.34. 1) 0,5; 2) . 2.35. 1) 2; 2) 2. 2.36. 1) 1; 2) 3. 2.3�. 1) 1; 2) 1;  

3) –1; 4) 0,5; –0,5. 2.3�. 1) 1; 2) –1; 0; 3) –1; –2; 4) ; . 2.3�. 0; 

1. 2.4�. 0; 1. 2.41. 1) 1; –1; 2) 1,5; 3) ; 4) –1,5; 1. 2.42. 1) 1; –1;  

2) 0,5; 3) ; 4) –4; 2. 2.43. 1) , k ∈ Z; 2) , k ∈ Z; 

3) 2πk, k ∈ Z; 4) , k ∈ Z. 2.44. 1) , k ∈ Z; 2) , 

k ∈ Z; 3) , k ∈ Z; 4) 2πk, k ∈ Z. 2.45. 1) 1; 2) 1. 2.46. 1) 1; 

2) 1. 2.4�. 1) 0; 2) –1. 2.4�. 1) 0; 2) 0,5. 2.4�. 1) –0,25; 2) 2; –5; –0,8. 

2.5�. 1) 7; 2) –2; 3) . 2.51. 1) 2; 2) 1; 2. 2.52. 1) 1; 2) 1,5. 2.53. 1) 2;  

2) 1. 2.54. 1) 1; 2) 2. 2.55. 1) –1; 1; 2) 12; 3) –2; 2. 2.56. 1) 1; 2) 0,25; 
3) –2; 2. 2.5�. 1) 1; 2) 1. 2.5�. 1) –2; 2) 0. 2.5�. 1) 1; 2) . 2.6�. 1) 1; 

2) –2. 2.61. . 2.62. 0,5. 2.63. 134 äíі. 2.64. .

| 3. 3.�. 1) (–u; 4]; 2) (–u; 0]. 3.1�. 1) [2; +u); 2) [0; +u).  
3.11. 1) ; 2) (–2; 3). 3.12. 1) [–2; 2);  
2)  3.13. 1) 5; 2) áåçëі÷. 3.14. 1) 2; 2) áåçëі÷.  
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3.15. 1) 0; 2) –4. 3.16. 1) 2; 2) 1. 3.1�. 1) ; 2) ;  
3) ; 4) . 3.1�. 1) ; 2) (–3; 3); 3) (–1; 2); 
4) . 3.1�. 1) ; 2) . 3.2�. 1) ;  

2) . 3.21. 1) ; 2) . 3.22. 1) ;  

2) . 3.23. 1) ; 2) ; 3) ; 4) ;  

5) ; 6) ; 7) ; 8) . 3.24. 1) ; 2) ;  

3) ; 4) ; 5) ; 6) ; 7) ; 8) . 3.25. 1) ;  

2) ; 3) ; 4) ; 5) ; 6) .  
3.26. 1) ; 2) ; 3) ; 4) ;  
5) ; 6) . 3.2�. 1) ;  
2) . 3.2�. 1) ; 2) (–0,1; 0,1). 3.2�. 1) ;  
2) ; 3) ; 4) . 3.3�. 1) ; 2) ;  

3) ; 4) . 3.31. 1) ;  

2) . 3.32. 1) ; 2) .  

3.33. 1) ; 2) . 3.34. 1) ; 2) . 3.35. 1) ;  
2) . 3.36. 1) ; 2) x = 2. 3.3�. 1) ;  
2) . 3.3�. 1)  àáî ; 2) . 3.3�. 1) ;  
2) . 3.4�. 1) ; 2) . 3.41. 1) ;  
2) . 3.42. 1) ; 2) .  
3.43. 1) ; 2) ; 3) ;  
4) . 3.44. 1) ; 2) ; 3) ;  

4) . 3.45. 1) ; 2) (0; 0,5). 3.46. 1) (1; +u);  
2) (–u; 0]. 3.4�. 1) ; 2) . 3.4�. 1) ; 2) .  
3.4�. . 3.5�. (–1; 1). 3.51. 44 460 ãðí. 3.52. –2.

| 4. 4.33. 1) 3; 2) 1; 3) 1; 4) 2. 4.34. 1) 2; 2) 1; 3) –1; 4) 3.  

4.35. 1) –0,4; 4.36. 1)  2)  3) 7; 4)  4.3�. 1) –2; 

2) –4; 3) ; 4) –4. 4.3�. 1) –2; 2) –6; 3) ; 4) 1,5. 4.3�. 1) 4; 2) 5. 

4.4�. 1) 6; 2) 7. 4.43. 1) 2; 2) 0,5; 3) 2. 4.44. 1) 2; 2) –3; 3) 3. 4.45. 1) 3;  

2)  3) 25; 4) 4.46. 1) 2; 2)  3) 2; 4) 0,125. 4.4�. 1)  2) 10. 

4.4�. 1) 45; 2) 12. 4.4�. 1) m + n; 2) m + 1; 3) 2m + n;  

4) 4.5�. 1) x + y; 2) 1 + x; 3) 2y + x; 4) 4.51. 1) log25; 

2) 0; log54; 3) 2; . 4.52. 1) log32; 2) 0; log23; 3) –1; . 
4.53. 1) ; 2) ; 3) ;  
4) . 4.54. 1) ;  
2) ; 3) ;  
4) . 4.5�. 1) >; 2) >; 3) <; 4) <.  
4.6�. 1) >; 2) <; 3) >; 4) >. 4.64. 1) >; 2) <. 4.65. 1) >; 2) <.  
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4.66. 1)  2)  4.6�. 1) 20,25; 2) 2. 4.6�. 1) 0; 2) –1. 4.6�. 1) 0; 2)   

4.��. 1) 7; 2) 125; 3)  4) 5. 4.�1. 1) 3; 2) 49; 3) 0,25; 4) 2. 4.�2. 2.  

4.�3. 4. 4.�4. 1) Âêàçіâêà. lg5 · lg20 = lg5(2lg2 + lg5) = 2lg5lg2 + lg25.  

4.��. 1) ; 2) ; 3) ; 4) 0,6; 5) –1,25; 6) 0,6. 4.��. 1) ;  

2) ; 3) ; 4) –4; 5) –2,5; 6) . 4.��. 1) 1; 2) 2. 4.��. 1) 3;  

2) 4. 4.�1. . 4.�2. . 4.�3. 1) , ÿêùî 

; –3, ÿêùî ; 2) . 4.�4. 1) 0, ÿêùî ,  
 àáî a > 1, b > 1; , ÿêùî a > 1,  àáî  

b > 1, ; 2) x + 1. 4.�6. Øêіëü.
| 5. 5.2�. 1) a > 1; 2) a > 1; 3) a < 1; 4) a < 1. 5.2�. 1) a < 1; 2) a < 1;  

3) a > 1; 4) a > 1. 5.33. –2; 1. 5.34. –1; 2. 5.35. 1) ; 2) .  

5.36. 1) ; 2) [1; 4]. 5.3�. 1) 4 і 5; 2) –1 і 0; 3) 1 і 2; 4) 2 і 3. 
5.3�. 1) 2 і 3; 2) 3 і 4; 3) –3 і –2; 4) 0 і 1. 5.41. 1) (2πk; π + 2πk),  

k ∈ Z; 2) [2; 3). 5.42. 1)  k ∈ Z; 2) (2; 4].  

5.43. 1) ; 2) ; 3) ; 4) ;  
5) ; 6) ; 7) ;  
8) . 5.44. 1) ; 2) ; 3) ;  
4) ; 5) ; 6) ; 7) ;  
8) . 5.4�. 1) x ≠ 2πk, k ∈ Z; 2) (1; 2) ∪ (2; 3).  

5.5�. 1)  k ∈ Z; 2) (–1; 0) ∪ (0; 2). 5.51. 1) 1; 2) 2. 5.52. 1) 4;  

2) 1. 5.53. 1) Ìàë. 1; 2) ìàë. 2. 5.54. 1) Ìàë. 3; 2) ìàë. 4. 

      

     Ìàë. 1          Ìàë. 2          Ìàë. 3         Ìàë. 4

5.55. 1) Çðîñòàє íà ; 2) ñïàäàє íà ; 3) ñïà-
äàє íà ; 4) çðîñòàє íà . 5.56. 1) Ñïàäàє íà ;  
2) çðîñòàє íà ; 3) çðîñòàє íà ; 4) ñïàäàє íà .  
5.5�. 1) ; 2) . 5.5�. 1) ; 2) . 5.5�. ; ;  

. 5.6�. ; ; . 5.61. 1) Ïàðíà; 2) íåïàðíà.  
5.62. 1) Íі ïàðíà, íі íåïàðíà; 2) íåïàðíà. 5.63. 1) –1; 2) .  

5.64. 1) ; 2) –2. 5.65. 1) 6; 2) . 5.66. 1) 1,2; 2) –3.  
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5.6�. . 5.6�. . 5.�1. 1) ; 2) 2. 5.�2. 1) ; 2) 3. 5.�3. 2. 

5.�4. 4. 5.�5. ;  5.�6. ;  5.��. Íà 8 ãîä 48 õâ. 5.��. ; .

| 6. 6.11. 1; –8. 6.12. 1; –9. 6.13. (2; –1). 6.14. (1; 1). 6.15. 1) 9; 2)   

6.16. 1) 8; 2)  6.1�. 1) ; 2) –0,5; 2,5; 3) 0,8; 5,2; 4) 4. 6.1�. 1) ;  

2) –3,25; 1,25; 3) –7; 3; 4) 2. 6.1�. 1) ; 2) . 6.2�. 1) 0,2; 2) .  
6.21 1) 9; 2) 9. 6.22. 1) 2; 2) 81. 6.23. 1) 0; 2; 2) 1. 6.24. 1) 2; 2) 0. 
6.25. 1) 1; 2) 3. 6.26. 1) 2; 2) 0. 6.2�. 1) 2; 2) 5; 3) 0; 4) 3. 6.2�. 1) 5;  

9; 2) 0; 3) 7; 4) 2; 3. 6.2�. 1) 5; 2) 6; 3) –9; 3; 4) –2; 5) ; 14; 6) –3;  

7) ; 8) 4. 6.3�. 1) 3; 2) 3; 3) –8; 4; 4) 2; 5) 3; 9; 6) –9;  

7) ; 8) 3. 6.31. 1)  342; 2) 0,25; 16; 3) 0; 26; 4) 2; 128. 6.32. 1) 7;  

 2) 1; 64; 3) 5; 4) 3; 81. 6.33. 49. 6.34. 1) 3; ; 2) 0,0001; 3) 25; 

; 4) 7. 6.35. 1) 4; ; 2) 9; 3) ; 0,1; 4) 2. 6.36. 1) ; ; 2) 4; ;  

3) 344; ; 4) 511; –0,5. 6.3�. 1) 0,2; 125; 2) ; 3; 3) –1; 509; 4) 6; . 

6.3�. 1) 1; 2) 0; 3) 0; 4) 1. 6.3�. 1) 2; 2) 0; 1; 3) 0; 4) 1. 6.4�. 0,5. 6.41. 0,5. 
6.42. 14. 6.43. 5. 6.44. Æîäíîãî. 6.45. Îäèí. 6.46. 1) 2; 2) 3. 6.4�. 1) 0;  
2) ðîçâ’ÿçêіâ íåìàє. 6.4�. 1) 16; 2) –9. 6.4�. 1) –1; 2) 4; 3) 1,5;  

4) 5. 6.5�. 1) 2; 2; 2) 4; 3; 3) 6; 4; 4) 4. 6.51. 1) ; 0,5; 2) 0,01; 100; 

3) 4; 0,25; 4) 73; 7–5. 6.52. 1) 81; ; 2) 0,1; 3) 27; ; 4) 5; .  

6.53. 1) ; 9; 2) ; 0,5; 3) 1; 10 000; 4) 3; 19 683; 5) 0,001; 1 000 000;  

6) ; 6. 6.54. 1) 0,25; 4; 2) 0,1; 1000; 3) 4; 64; 4) 10; 0,1; 100; 0,01; 5) 0,2;  

25; 6) 10; 0,1. 6.55. 1) ; 2) 1; 3) . 6.56. 1) 2; 2) . 6.5�. 1) ;  

8; 2) . 6.5�. 1) ; 5; 2) 2; 0,25. 6.5�. 1) 2; 0,1; 1000; 2) 2; 

. 6.6�. 1; . 6.61. 256; 0,5. 6.62. 3. 6.63. 1) ;  

; 2) ; .  

6.64. 1) ; ; 2) ; 

. 6.65. 1) 0,5; 2) . 6.66. 1) ; 2) . 6.6�. 1) ;  
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3; 2) ; . 6.6�. 1) 0; ; 1,5 + ; 2) 3; . 6.6�. 1) 5; 2) 1; 2. 6.��. 1) 20;  

2) –1; –2,6. 6.�1. 1) 9522 ãðí; 2) 14 283 ãðí; 3) 19 044 ãðí.  
6.�2. .

| �. �.�. 1) 1 < õ < 3; 2) õ > 4. �.�. 1) 1 < õ < 5; 2) õ > 2. �.11. 1) ;  
2) . �.12. 1) ; 2) . �.15. 1) õ I 2; 2) –1 < õ < 0. �.16. 1) õ > –2;  
2) 3 < õ J 4. �.1�. 1) [–1; 0) ∪ (2; 3]; 2) (–u; –1) ∪ (4; +u).  
�.1�. 1) (–u; –1] ∪ [9; +u); 2) (–5; –4) ∪ (0; 1); 3) ;  
4) . �.1�. 1) (0; 1]; 2) (3; +u); 3) ;  
4) . �.2�. 1) (3; +u); 2) (0; 5]. �.21. 1) (0; 0,5] ∪ [4; +u);  

2) (0,01; 100); 3) ; 4) . �.22. 1)   

2) ; 3) ; 4) (2; 4). �.23. õ > 100.  
�.24. õ > 10. �.25. 1) (–3; –2); 2) (–1,5; 1) ∪ (1; +u). �.26. 1) (–3; –1) ∪ 

∪ (3; 4); 2) (2; +u). �.2�. 1) [0,1; 1000]; 2) .  

�.2�. 1) [1; 25]; 2) (0; 0,1) ∪ (100 000; +u). �.2�. 1) ;  

2) (–2; 2). �.3�. 1) ; 2) . 
�.31. 1) 2; 2) 1. �.32. 1) 6; 2) 3. �.33. 1) ; 2) (4; 6);  
3) (3; +u); 4) (–2; 3). �.34. 1) ; 2) ; 3) (2; +u); 4) 
(–2; 1). �.35. 1) ; 2) (3; 4); 3) (–1; +u); 4) .  
�.36. 1) (–0,5; 0); 2) (4; 5); 3) (3; +u); 4) .  

�.3�. 1) ; 2) ; 3) ;  

4) . �.3�. 1) ; 2) ;  

3) ; 4) [3; 4). �.3�. 1) ; 2)  

. �.4�. 1) [0,16; 1); 2) . �.41. õ = 4. �.42. õ = 5.  
�.43. Æîäíîãî. �.44. Äâà. �.45. (0; 3). �.46. (0; 2). �.4�. 1) ;  
2) . �.4�. 1) ; 2) . �.4�. 1) ; 2) ;  
3) ; 4) . �.5�. 1) ; 2) ; 3) ;  

4) . �.51. 1) ; 2) ; 3) ;  

4) . �.52. 1) ; 2) ; 3) ;  

4) . �.53. 1) ; 2) (9; 10); 3) ; 4) (1; 3).  

�.54. 1) ; 2) ; 3) ; 4) (1; 3). 

�.55. 1) ; 2) .  
�.56. 1) ; 2) . �.5�. –1. 

Âêàçіâêà. Âðàõóéòå, ùî , òîìó .  
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�.5�. 4. �.5�. 26. �.6�. 2. �.61. 1) ;  

2) . �.62. .  

�.63. 1) ; 2) ; 3) ;  

4) ; 5) ; 6) .  

�.64. 1) ; 2) ; 3) ;  

4) ; 5) ; 6) .  
�.65. 1) 3600 ë; 2) Âêàçіâêà. Âðàõóéòå, ùî 1 ì3 = 1000 ë. �.66. 0.

| �. �.�. 1) (3; 1), (1; 3); 2) (1; 0). �.1�. 1) (2; 1), (1; 2); 2) (2; 2).  
�.11. 1) (25; 36); 2) (–2; 7). �.12. 1) (1; 2), (16; –28); 2) (5; 2). �.13. 1) (1; 2);  

2) (2; 2). �.14. 1) (2; 1); 2) (1; 3). �.15. 1) x > 2; 2) .  

�.16. 1) 0,25 < x < 0,8; 2) x > 4. �.1�. 1) (2; 4), ; 2) (1; 25), 

. �.1�. 1) (9; 3), (1; 27); 2) (10; 6,4), (16; 4). �.1�. 1) (1; 1), 

; 2) (1; 1), ; 3) (3; 2); 4) (1; 2). �.2�. 1) (1; 1), 
; 2) ; 3) (2; 1); 4) (0; 2). �.21. 1) (4; 4); 2) , 

. �.22. 1) ; 2) (2; 4), (4; 2). �.23. 1) (100; 10), (0,1; 0,01); 

2) (0; –1); 3) ; 4) (5; 5). �.24. 1) (1; 1); 2) (0,5; 0,25). �.25. 1) (1; 4),  

; 2) ; 3) (1; –4); 4) . �.26. 1) (4; 1);  

2) (2; 6), (–2; 10); 3) (3; 1); 4) . �.2�. (3; 2).  

�.2�. (2; 3). �.2�. Ðîçâ’ÿçêіâ íåìàє. �.3�. [1; 3]. �.31. 1) (16; 3),  

; 2) , ; 3) (2; –3); 4) (1; 1), .  

�.32. 1) (81; 6), ; 2) (2; –1), ; 3) (3; –1); 4) ,  

(1; 1). �.33. 1) ; 2) ; 3) (4; 9); 4) (3; 9), .  

�.34. 1) , ; 2) ; 3) (2; 0,5); 4) (3; 9), (9; 3).  

�.35. (1,5; 0,5). �.36. , . �.3�. , (3; 9).  

�.3�. 1,5 < x < 2; 1 < y < 2. �.3�. 1 < x < 2; 1 < y < 2. �.4�. (2; 2), (2; –2). 

�.41. (3; 3), (3; –3). �.42. 1) ; .  
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�.43. 1) ; . �.44. 500.  

�.45. .

| �. �.�. a < 7. �.�. a > –2. �.�. a > 3. �.1�. . �.11. 1) ;  
2) –2 < a < 2. �.12. –2 < a < 2. �.13. ; . �.14. a > –1.  

�.15. 1) , 0; 2) . �.16. 1) 0, 2; 2) .  

�.1�. ßêùî à J 0, òî õ ∈ R; ÿêùî à > 0, òî õ J log2à. �.1�. ßêùî à < 0, 
òî õ ∈ R; ÿêùî à = 0, òî ðîçâ’ÿçêіâ íåìàє; ÿêùî à > 0, òî õ > –log2à.  
�.1�. ßêùî à < 1, òî õ = 2; ÿêùî à I 1, òî ðîçâ’ÿçêіâ íåìàє.  
�.2�. ßêùî à J –1, òî ðîçâ’ÿçêіâ íåìàє; ÿêùî –1 < à J 0, òî õ = log2(à + 1);  
ÿêùî à > 0, òî õ1 = log2à; õ2 = log2(à + 1). �.21. ßêùî à J –2, òî 
ðîçâ’ÿçêіâ íåìàє; ÿêùî –2 < à J 0, òî õ = log3(à + 2); ÿêùî à > 0, 
òî õ1 = log3à; õ2 = log3(à + 2). �.22. 1) ßêùî , ðîçâ’ÿçêіâ íåìàє; 
ÿêùî , òî õ ∈ R; ÿêùî a > 2, òî ; 2) ÿêùî  
a < 0, òî , ÿêùî a = 0, òî ðîçâ’ÿçêіâ íåìàє, ÿêùî a > 0, òî 

. �.23. 1) ßêùî a < –1, ðîçâ’ÿçêіâ íåìàє; ÿêùî , òî 

õ ∈ R; ÿêùî a > –1, òî ; 2) ÿêùî a < 0, òî ,  
ÿêùî a = 0, òî ðîçâ’ÿçêіâ íåìàє, ÿêùî a > 0, òî .  

�.24. 1) ßêùî 0 < a < 1, òî ; ÿêùî a > 1, òî íåìàє ðîçâ’ÿçêіâ; 

2) ÿêùî 0 < a < 1 àáî , òî , ÿêùî a > 3, òî 

ðîçâ’ÿçêіâ íåìàє. �.25. 1) ßêùî 0 < a < 1, òî ðîçâ’ÿçêіâ íåìàє; ÿêùî 

a > 1, òî ; 2) ÿêùî 0 < a < 1 àáî , òî ;  

ÿêùî a > 4, òî ðîçâ’ÿçêіâ íåìàє. �.26. a ≠ –3. �.2�. a ≠ –1.  

�.2�. 1) ßêùî 0 < à < 1, òî 0 < õ < à àáî ; ÿêùî à > 1, òî ;  

2) ÿêùî 0 < à < 1, òî –1 < õ J  àáî ; ÿêùî à > 1, òî 

ðîçâ’ÿçêіâ íåìàє. �.2�. 1) ßêùî 0 < à < 1, òî ; ÿêùî à > 1, òî 

 àáî õ > à; 2) ÿêùî 0 < à < 1, òî à + 3 < õ < 4; ÿêùî à > 1,  

òî 4 < õ < à + 3. �.3�. à < 0,5 àáî à > 2,5. �.31. à < 1, àáî à = 2,5, àáî 

à I 4. �.32. 1) à = 1 àáî ; 2) à = 1. �.33. 1) ;  

2) à < 0 àáî à = 4. �.34. 1) a > 1; a = 0,75; 2) .  

�.35. a < 0; a = 1. �.36. . �.3�. . �.3�. ßêùî , òî ðîçâ’ÿç-

êіâ íåìàє; ÿêùî , òî . �.3�. ßêùî , òî 
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ðîçâ’ÿçêіâ íåìàє; ÿêùî , òî . �.4�. ßêùî 0 < a < 1,  

òî ; ÿêùî a > 1, òî . �.41. ßêùî  

0 < a < 1, òî ; ÿêùî a > 1, òî .  

�.42. ßêùî a < –2, òî ; ÿêùî a = –2, òî ,  
a > –2, òî . �.43. ßêùî a < 1, òî ; ÿêùî a = 1,  

òî ðîçâ’ÿçêіâ íåìàє; ÿêùî a > 1, òî . �.44. .  

�.45. (1; 2). �.46. . �.4�. .  

�.4�. . �.4�. (3; +u). �.5�. (–u; 1,5).  

�.51. . �.52. . �.53. ßêùî 0 < a < 1, òî ;  

ÿêùî a > 1, . �.54. ßêùî 0 < a < 1, òî ;  

ÿêùî a > 1, . �.55. 1) 450 ã; 2) 350 ã.

| 1�. 1�.1�. 1) x = –2; 2)  1�.2�. 1) x = –1; 2)   

1�.21. 1)  2)  3)  4)   

1�.22. 1)  2)  3)  4)  1�.23. 1) f′(2) = 9;  

2)  1�.24. 1) f′(–1) = 3; 2)  1�.25. –e–x(cos4x + 4sin4x). 

1�.26. e2x(2sin3x + 3cos3x). 1�.31. 1) –9,9; 2) . 1�.32. 1) ;  

2) . 1�.33. 1) ; 2) . 1�.34. 1) ; 2) . 1�.35. 1) 2; 2) –3; 5; 3) 7;  

4) êîðåíіâ íåìàє. 1�.36. 1) 4; 2) 1; 4; 3) 8; 4) êîðåíіâ íåìàє.  
1�.3�. 1) 0; 2) . 1�.3�. 1) ; 2) 0. 1�.3�. 1) y = x; 2) y = 3x + 3.  

1�.4�. 1) y = 0; 2) y = 5x – 5. 1�.41. 1) f′(81) = 3; 2)   

1�.42. 1) f′(8) = –1; 2) f′(16) = 5. 1�.43. 1) Çðîñòàє íà , ñïà-

äàє íà ,
  

 2) ñïàäàє íà  

çðîñòàє íà    1�.44. 1) Çðî-

ñòàє íà  ñïàäàє íà 
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2) ñïàäàє íà  çðîñòàє íà     

1�.45. 1)   2) 
 

 
 1�.46. 1)  

 
 2)  

 1�.4�. x1 = 0; x2 = 4. 1�.4�.  1�.4�. 1) ;  

2) . 1�.5�. 1) ; 2) . 1�.53. y = 2x – 2.  

1�.54. y = 3 – x. 1�.55. . 1�.56. .  

1�.5�. . 1�.5�.  1�.5�. 1) Ìàë. 5; 2) ìàë. 6.  
1�.6�. 1) Ìàë. 7; 2) ìàë. 8. 1�.61. x > 1. 

         

    Ìàë. 5         Ìàë. 6           Ìàë. 7         Ìàë. 8

1�.62. . 1�.63. . 1�.64. 1) ;  

2) . 1�.65. 1) ;  

2) (–5; 3). 1�.66. 1) 3; 2) 1. 1�.6�. 1) 2; 2) 1. 1�.6�. 4. 1�.6�. .  

1�.��. y = x + 4. 1�.�1. y = x – 3. 1�.�2. 21 + 3ln2. 1�.�3. –ln2 –4.  

1�.�6. 1) ; 2) (–1; 0); 3) ; 4) òàêèõ 

çíà÷åíü a íåìàє. 1�.��. –5. 1�.��. 2. 1�.��. ; S{ .  

1�.��. ; . 1�.�1. 1) 72 ìëí ì3; 2) 5400 ìëí ì3. 

1�.�2. 90 ìë. 

Âïðàâè äëÿ ïîâòîðåííÿ ðîçäіëó 1 

11. 1) Ñïàä íà; 2) çðîñòàþ÷à. 12. 1) 0,2; 2) 4. 15. 1) [2; +u); 2) [–3; +u).  

16. 0,25.
 
64. 1�. 1) [0,5; 2]; 2) [1; 2,5]; 3)  4)   
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1�. 1)  2)  2�. 1) –1; 2) 1. 21. 1) 3;  

2) 2. 31. 1) 2; 2) 3. 32. 1) 0; 2) 0,2. 33. 1) 3; 2) 2. 34. 1) 2; 2)  

3) –2; 4) 4. 35. 1) 0; 4; 2) 3. 36. 1) 3; 2) 3. 3�. 1) 1; 2) 0; 1; 3) –1; 
–2; 4) 2. 3�. 0; –1. 3�. 1) 2; 2) 0. 4�. 1) 1; –1; 2) 0; 1. 45. 1) (5; +u);  
2) [2; +u). 46. 1) (–6; +u); 2) (–3; 3); 3) [–1; 4]; 4) (–u; –1) ∪ (1; +u).  
4�. 1) [20; +u); 2) (14; +u). 4�. 1) x J 2; 2) x < –1. 4�. 1) (1; +u); 
2) [–1; 0]. 5�. 1) x > 0; 2)  51. x J 2. 52. x < 0. 53. x I 2. 
66. 1) 6; 2) 3. 6�. 1) 1; 2) 1,5; 3) –4; 4) 4. 6�. 1) –0,4; 2) –0,2; 3) 3,5;  

4)  �1. 1) 1,5; 2) 0,5. �2. 1) 5; 2)  3) 6,25; 4) 12. �3. 1) 0,25; 2) 1,8. 

�4. 1) a + b; 2) 1 + a; 3) 2b + a; 4)  �5. 1) log32; 2) 0; log25. ��. 1) 5;  

2) 0,5. ��. 1) 0; 2) –0,5. ��. 1) 3; 2) 9; 3) 0,2; 4) 2. ��. 4. �1.   

�2. lognm. �6. 3; –5. ��. 1)  k ∈ Z; 2) (–2; 5].  

1��. 1) x ≠ π + 2πk; k ∈ Z; 2) (2; 3) ∪ (3; 4). 1�1. 1) 4; 2) 2. 1��. 1) Òàê;  

2) (7; 1). 11�. 1) 8; 2) 16. 111. 1) 2; –2; 2) 25. 112. 1) 4; 2) 3. 113. 1) 2;  

2) 1. 114. 1) –1; 2) 1; 3) 1; 4) 9. 115. 1) 13; 3,001; 2) 3;  3) 3; 

 4) 0,01; 0,001. 116. 3; 81. 11�. 1) 0; 3; 2) 3,5. 11�. 3. 11�. 31; 1.  

12�. 1) 8; 0,125; 2) 5. 121. Îäèí. 122. 1) 5; 2) 2. 123. 1) 9; 2) –8. 124. 1;  

0,125. 125. 8. 126.  5. 131. 1) x I –6; 2) 5 < x < 6. 132. 1) (–u; –2) ∪ 

∪ (1; +u); 2) [–1; 0) ∪ (2; 3]. 133. 1) (–1; 2); 2) (2,5; 3].  

134. 1)  2)  135. 0 < x < 10.  

136. 1) (–5; –4); 2) (9; +u). 13�. 1) (0,25; 16); 2) (0; 0,001] ∪ [0,1; +u).  
13�. –2. 13�. 2. 14�. (0; 3]. 141. [3; 4) ∪ (4; 5) ∪ (5; +u). 142. 6. 
144. 1) (2; 0); (0; 2); 2) (1; 2). 145. 1) (3; –3); (1; 3). 146. 1) (3; 1);  

2) (7; 10); (10; 7). 14�. . 14�. ßêùî à < 0, òî ðîçâ’ÿçêіâ 

íåìàє; ÿêùî à = 0, òî õ ∈ R, ÿêùî à > 0, òî õ J –log3à. 14�. ßêùî  
à J –1, òî õ = log5(–à), ÿêùî –1 < à < 0, òî õ1 = log5(à + 1),  
õ2 = log5(–à), ÿêùî à I 0, òî õ = log5(à + 1). 15�. 1) ßêùî à < 0, òî 

; ÿêùî à = 0, òî ðîçâ’ÿçêіâ íåìàє; ÿêùî à > 0, òî ;  

2) ÿêùî à < 0 àáî à = 1, òî íåðіâíіñòü íå ìàє çìіñòó; ÿêùî 0 < à < 1,  

òî ; ÿêùî à > 1, òî . 151. .  
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152. 1) à = 12 àáî à < 0; 2) à < –1 àáî . 15�. 1) 0; –3;  

2)  161. 1) 7; 2) 0,25. 163. 1) y = 0; 2) y = 3x – 3. 164. 1) 6; 2) 24.  

166. 1)   2) 
 

 
 16�. 0; –4. 16�. y = 5 – 2x.  

16�. 1)  2) –1.

Ðîçäіë 2. | 11. 11.21. 1) Íі; 2) òàê; 3) íі; 4) òàê. 11.22. 1) Òàê;  
2) íі; 3) íі; 4) òàê. 11.2�. 1) Òàê; 2) íі. 11.2�. 1) Íі; 2) òàê.  
11.33. 1) Òàê; 2) íі; 3) íі; 4) òàê. 11.34. 1) Íі; 2) òàê; 3) íі; 4) òàê. 

11.43. 18 000 êã. 11.44. ; . 

Âêàçіâêà. Çàïèøіòü ðіâíÿííÿ ó âèãëÿäі .

| 12. 12.21. 1)  2)  12.22. 1)  2)  

12.23. . 12.24. . 12.25. 1) 3x3 – 

– x2 – 22; 2)  12.26. 1) x4 + 3x2 – 2; 2)   

12.2�. 1)  2)  3)  4) –2ctg3x + C.  

12.2�. 1)  2)  3)  4) 4ctg2x + C.  

12.33. 1)  2)  12.34. 1)   

2)  12.35. 1)  2) 2ln|3x + 4| + 3.  

12.36. 1)  2) 2ln|4x + 5| + 9. 12.3�. s(t) = 3t + t2 – 20.  

12.3�. v(t) = 7t – t2 – 1. 12.3�. 1) ; 2) .  

12.4�. 1) ; 2) . 12.41. 1) ; 2) .  

12.42. 1) ; 2) . 12.43. 1)  

2)  12.44. 1)   

2)  12.45. 
  

12.46.  12.4�. 1)  2)   
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3)   4)   

12.4�. 1)  2)  
 

3)   

4) .
 
12.4�. x3 – 3x2 + 8x – 6. 12.5�. x4 – x2 + 

+ 3x + 3. 12.51. –15 ì/ñ. 12.52. 62 ì. 12.53. 1) ;  

2) ; 3) ; 4) . 

12.54. 1) ; 2) ; 3) ;  

4) . 12.55. 1) –5; 1; 5; 2) .  

12.56. 1) –2; –1; 1; 2) . 12.5�. . 

12.5�. . 12.5�. 1) ; 2) ; 3) ;  

4) ; 5) ; 6) .  

12.6�. 1) ; 2) ; 3) ; 4) ;  

5) ; 6) . 12.61. 1) ;  

2) . 12.62. 1) ; 2) .  

12.63. . 12.64. . 12.65. . 

12.66. . 12.6�. 1) . Âêà-

çіâêà. Äîìíîæòå ÷èñåëüíèê і çíàìåííèê äðîáó íà ;  

2) . Âêàçіâêà  

  

12.6�. 1) ; 2) .  

12.6�. 1) . Âêàçіâêà. Âèêîðèñòàéòå ôîðìóëó ïîíè-

æåííÿ ñòåïåíÿ; 2) ; 3) ;  

4) . Âêàçіâêà.  

. 12.��. 1) ; 2) ;  
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3) ; 4) . 12.�1. Áіëüøå 3,5 êã. 

12.�2. Âêàçіâêà. Äîâåäіòü, ùî êóá íàòóðàëüíîãî ÷èñëà ïðè äіëåííі 
íà 9 â îñòà÷і äàє òіëüêè 0; 1 і 8.

| 13. 13.15. 1)  2)  3)  4)  13.16. 1)  2)  3) 18;  

4)  13.1�. 1)  2) 1; 3)  4) ln2. 13.1�. 1)  2) 4; 3)   

4) ln3. 13.1�. 1) 19,5; 2) . 13.2�. 1) 12; 2) . 13.21. 20. 13.22. 18.  

13.23. 18,5. 13.24. 20. 13.25. 1) ; 2) . 13.26. 1) ;  

2) . 13.2�. ln 3. 13.2�. . 13.2�. 340 ì. 13.3�. 135 ì.  

13.31. 1)  2) 1 ì/ñ2. 13.32. 1)  2) 0 ì/ñ2. 13.33. 4 ñ.  

13.34. 3 ñ. 13.35. 1) ; 2) . 13.36. 1) ; 2) . 13.3�. 1)   

2) 0,5. 13.3�. 1)  2) 2,5. 13.3�. 7. 13.4�.  13.41. 8,25 ì.  

13.42. 64,5 ì. 13.43. –11; . 13.44. 8; . 13.45. 1) . Âêà-

çіâêà. ; 2) 24. 13.46. 1) . Âêàçіâêà. 

; 2) 21. 13.4�. 1) 4000; 2) íà 40 äíіâ. 13.4�. –1.  
Âêàçіâêà. ; , äå .

| 14. 14.1�. 1) 12; 2) 24,8. 14.11. 1) 8; 2) 18,6. 14.12. 1) ; 2) –0,75.  

14.13. 1) –1,5; 2) . 14.14. 1) ; 2) 56; 3) 180; 4) 67,5. 14.15. 1) –31,5;  

2) 34; 3) 4,75; 4) 4,5. 14.16. 1) 12; 2) 8. 14.1�. 1) 2; 2) . 14.1�. 1) 0,5;  

2) 3; 3) 3; 4) 4. 14.1�. 1) 1; 2) 6; 3) ; 4) 1. 14.2�. 1) 0,2;  

2) –1,5; 3) 0; 4)  5)  6) 2,25. 14.21. 1) 4; 2) 4; 3) 0,2; 4)   

5)  6)  14.22. 1)  2)  3) 0,4; 4)   

14.23. 1)  2)  3) 13; 4)  14.24. 1) 37,5 + ln0,5; 

2)  14.25. 1) 3 + ln2,5; 2)  14.26. 1) π; 2) 4,5π. 14.2�. 1)   

2) 8π. 14.2�. 1) 1,75; 2) . 14.2�. 1) 3,1; 2) 79,2. 14.3�. 1) –4; 2) .  

14.31. 1) 2,5; 2) . 14.32. 1)  2)  3)  4)  14.33. 1) 0;  
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2) 9,75; 3) π; 4)  14.34. 1) –0,4; 2) ; 3) 9; 4) –2;  

5) ; 6) . 14.35. 1) ; 2) ; 3) 0,25; 4) –1,5;  

5) ; 6) . 14.36.  14.3�.  14.3�. 2,5.  

14.3�. 12,5. 14.4�. 4 + 2π. 14.41. . 14.42. 1) ; 2) .  

14.43. 1) ; 2) . 14.44. 1) 4,3; 2) .  

14.45. 1) 2,45; 2) . 14.46. . 14.4�. .  

14.4�. 1) ; 2) 12. 14.4�. 1) ; 2) 18. 14.5�. ; .  

14.51. 1) 25; 2) ; ; 2. 14.52. 1) 6; 2) –2; 2.  

14.53. 1) ; 2) .  

14.54. 1) ; 2) . 14.55. 1) 171 êã; 

5130 êã; 2) 4617 ì2.

| 15. 15.1�. 1)  2)  15.11. 1)  2)  15.12. 36 Äæ.  

15.13. 22 Äæ. 15.14. 1) 12; 2) . 15.15. 1) 28; 2) 18. 15.16. 1) 10,5π;  

2) 625π. 15.1�. 1) 10 π; 2) 9 π. 15.1�. 1) 4,5; 2) 4,5; 3)  4)   

5)  6)  15.1�. 1) 4,5; 2)  3)  4)  5)  6) 
  

15.2�. 1) 4,5; 2) ; 3) 4,5; 4) ; 5) 9; 6) . 15.21. 1) 4,5; 2) ; 3) ;  

4) . 15.22. 1) 18; 2) ; 3) ; 4) ; 5) 0,25; 6) 16; 7) 12; 8) .  

15.23. 1) 2; 2) ; 3) 9; 4) 54; 5) 0,75; 6) . 15.24. 1)  2) e – 2;  

3) 3 – 6ln1,5; 4) 7,5 – 4ln4. 15.25. 1)  2)   

3) 8 – 8ln2; 4) 17,5 – 6ln6. 15.26. 1)  2) 31 π. 15.2�. 1)   

2) 56 π. 15.2�. 0,375 Äæ. 15.2�. 0,45 Äæ. 15.3�. 1) 2; 2) 4,5.  

15.31. 1) 1,5; 2)  15.32. 1) ; 2) . 15.33. 1) ;  

2) . 15.34. . 15.35. . 15.36. 
 
15.3�.   
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15.3�.  15.3�. . 15.4�. 2π. 15.41. 33π. 15.42. 0,09 ì.  

15.43. 0,1 ì. 15.44. . 15.45. . 15.46. 1) ;  

2) . 15.4�. 1) ; 2) . 15.4�. . 15.4�. .  

15.5�. 1) ; 2) . 15.51. 1) ; 2) . 15.52. 1) ;  

2) . 15.53. 1) 14; 2) 36. 15.54. 10. 15.55. . 15.56. 1) ; 2) .  

15.5�. 1) ; 2) . 15.5�. . 15.5�. . 15.6�. 2,25. 15.61. 18.  

15.62. 8,5. 15.63. . 15.64. . 15.65. . 15.66. 2,25. 15.6�. 2,25. 

15.6�. . 15.6�. . 15.��. 1) a = –2; ; 2) , ;  

3) . 15.�1. 1) a = –0,5; b = 1,5; 2) (–1; 0), (2; 1,5); 3) . 15.�2. a = 2;  

S = 3,5. 15.�3. a = 5; S = . 15.�4. ; .  

15.�5. ; . 15.�6. 1) 36 000 Âò. 15.��. . 

Âïðàâè äëÿ ïîâòîðåííÿ ðîçäіëó 2 

�. 1), 4) Òàê; 2), 3) íі. 11. 1), 3) Òàê; 2), 4) íі. 13. Íі. 22. 1)   

2)  23. 1) x5 – 3x2 + 4; 2)  24. 1)   

2)   3)  4)   

25. 1) 
 

2)  26. 1)   

2) 5ln|7x – 6| + 2. 2�. s(t) = 5t + 2t2 + 3. 2�. 1)   

2)  2�.  3�. 1)   

2)  3)  4)   

31. x5 + x2 – 7x – 22. 32. 10 ì/ñ. 33. Íі, íàïðèêëàä, ïåð âіñíîþ äëÿ 
ïåðіîäè÷íîї ôóíêöії f(x) = sinx + 1 є ôóíêöіÿ F(x) = –cosx + x + C,  

ÿêà íåïåðіîäè÷íà. 3�. 1) 30,9 ì; 2) 130 ì. 3�. 1)  2) 22,5; 3)  
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4) 18. 3�. 1)  2) 4; 3) 
 
4) ln4. 4�. 1) 400 ì; 2) 3 ì/ñ2.  

41. 1)  2) 1. 42. 0,5 + π. 43.  4�. 1) 6; 2) 
 
3) e; 4) 18.  

4�. 1)  2) 315. 4�. 1)  2) 4; 3) –1,25; 4) 3; 5)  6) 50.  

5�. 1) 1 – e–2; 2) 4(1 – e–1); 3)  4)  51. 1) 999 – ln0,1; 2)  

52. 1)  2) 2π. 53. 1)  2) –2,49; 3)  4)  54. 5,5. 55. 2,5.  

56. 20 – 2π. 5�. a = 2. 61. 1)  2)  3)  4)  5)  6)   

62. 1) 
 
2) e2 – 3; 3) 8ln2; 4) 31,5 – 24 ln2. 63. 1) π; 2) 57π.  

64. 2 Äæ. 65. 1) 4,5; 2)  66.  6�. 8π. 6�. 

Ðîçäіë 3. | 16. 16.21. 1) Íі; 2) òàê; 3) íі. 16.22. 1) Òàê; 2) íі; 3) íі.  

16.23. 11 200 ãðí. 16.24. ; . Âêàçіâêà. Îñêіëüêè , òî 
іñíóє òàêå çíà÷åííÿ D, ùî ; .

| 1�. 1�.15. 720. 1�.16. 120. 1�.1�. 20. 1�.1�. 1680. 1�.1�. 560.  
1�.2�. 4845. 1�.21. 120. 1�.22. 105. 1�.23. 36. 1�.24. 8. 1�.25. 1) 60; 
2) 125. 1�.26. 1) 20; 2) 25. 1�.2�. 1) 120; 2) 24; 3) 48. 1�.2�. 1) 24; 

2) 6; 3) 12. 1�.2�. 1) 132; 2) 110. 1�.3�. 1) 336; 2) 42. 1�.31. 1)  

2)  1�.32. 1)  2)  1�.33. 1) 5; 2) 10. 1�.34. 1) 4; 2) 12. 

1�.35. 24. 1�.36. 120. 1�.3�. 600. 1�.3�. 18. 1�.3�. 8. 1�.4�. 210. 
1�.41. 70. 1�.42. 560. 1�.43. 1050. 1�.44. 45. 1�.45. 240. 1�.46. 1) 1; 
2; 3; 4; 5; 2) 11; 12; 13… 1�.4�. 1) 4; 5; 6; 7…; 2) 2; 3; 4; 5; 6; 7; 8.  
1�.4�. 1) 5; 2) 4; 3) 6; 4) 17. 1�.4�. 1) 10; 2) 9; 3) 9; 10; 4) 8.  
1�.5�. (8!)2. 1�.51. (5!)2. 1�.52. 1080. 1�.53. 73 = 343. 1�.54. 1) 3; 4; 5; 
6; 2) 4; 5; ...; 14; 15. 1�.55. 1) 3; 4; 2) 2; 3; 4; 5; 6; 7. 1�.56. 1) 35;  
2) 210; 3) 15; 4) 3 ∙ 6 ∙ 5 = 90; 5) 20; 6) 120. 1�.5�. 1) 60; 2) 1260. 
1�.5�. 1) 360; 2) 120. 1�.6�. 21. 1�.61. 720. 1�.62. 48. 1�.63. 2520.  
1�.64. 90. 1�.65. 10. 1�.66. 72. 1�.6�. 1) 560; 2) 140; 3) 420.  
1�.6�. 1) 165; 2) 30; 3) 135. 1�.6�. 1) 5; 2) 4. 1�.��. 7. 1�.�1. 1) 4; 5; 
2) 3; 4; ...; 13; 14. 1�.�2. 1) 3; 4; 5; 2) 3; 4; 5; 6; 7; 8. 1�.�3. 1) (5; 3);  
2) (8; 3). 1�.�4. 1) (18; 8); 2) (3; 6). 1�.�5. 48. 1�.�6. 10 080.  
1�.��. 7! – 2 ∙ 6! = 3600. 1�.��. 6! – 2 ∙ 5! = 480. 1�.��. 9. 1�.��. 22.  
1�.�3. 1) 9 ∙ 103 – 8 ∙ 93 = 3168; 2) 9 ∙ 105 – 6 ∙ 75 = 799 158.  
1�.�4. 1) 9 ∙ 104 – 8 ∙ 94 = 37 512; 2) 9 ∙ 104 – 7 ∙ 84 = 61 328.  
1�.�5. 9 ∙ 9 ∙ 8 ∙ 7 ∙ 103 = 4 536 000. 1�.�6. 5040. 1�.��. 12. 1�.��. 8.  
1�.��. 12 áіëèõ і 10 ÷îðíèõ. 1�.�1. 6 ñèíіõ; 5 ÷åðâîíèõ.  
1�.�2. 14 êì/ãîä.
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| 1�. 1�.24.  1�.2�.  1�.2�.  1�.2�.  1�.3�.  1�.31. 1)   

2) 
 
3)  4)  1�.32. 1) 

 
2) 

 
3)  4)  1�.33. 1) ; 2) ; 3) ;  

4) ; 5) ; 6) . 1�.34. 1) ; 2) ; 3) ; 4) ; 5) ; 6) .  

1�.35. 1) ; 2) ; 3) ; 4) . 1�.36. 1) ; 2) . 1�.3�. 1) ;  

2) ; 3) ; 4) . 1�.3�. 1) ; 2) ; 3) ; 4) . 1�.3�. 1) 12; 2) 6; 

3) ìåíøå âіä 6; 4) áіëüøå çà 7. 1�.4�. 1) 5; 2) 15; 3) áіëüøå çà 15;  

4) ìåíøå âіä 5. 1�.41.  1�.42.  1�.43.  1�.44.  1�.45.  

1�.46.  1�.4�.  1�.4�. 
 
1�.4�. . 1�.5�. . 1�.51. 1) 0,1512;  

2) 0,96. 1�.52. 1) 0,504; 2) 0,094. 1�.53. 1) ; 2) 0,01; 3) ;  

4) . 1�.54. 1) ; 2) ; 3) ; 4) . 1�.55. 1) ; 2) ;  

3) ; 4) . 1�.56. 1) ; 2) ; 3) ; 4) . 1�.5�.  1�.5�.   

1�.5�. 1)  2)  3)  1�.6�. 1)  2) 
 
1�.61.  1�.62.  

1�.63.  1�.64.  1�.65. 1) ; 2) ; 3) . 1�.66. 1) ; 2) ; 

3) . 1�.6�. 1) ; 2) ; 3) ; 4) . 1�.6�. 1) ; 2) ; 3) ; 4) .  

1�.6�. 1) ; 2) . 1�.��. 1) ; 2) .

1�.�1. n 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10

p(n) 0

1�.�2. n 0 1 2 3 4 5 6

p(n) 0 0

1�.�3. 1) ; 3) ; 4) 6. 1�.�4. 1) ;  

3) ; 4) 9. 1�.�5. 250 ìã.

| 1�. 1�.21. 1) {11; 12; 13; 21; 22; 23; 31; 32; 33}; 2) A = {12; 22; 32};  
B = {12; 13; 21; 23; 31; 32};  = {11; 13; 21; 23; 31; 33};  = {11; 22; 33};  
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AB = {12; 32}; A + B = {12; 13; 21; 22; 23; 31; 32};  = {22}; 3) A 

і ; B і ; B і ;  і AB;  і ;  і AB; AB і . 1�.22. 1) {44; 

45; 46; 54; 55; 56; 64; 65; 66}; 2) A = {45; 55; 65}; B = {44; 55; 66};  

 = {44; 46; 54; 56; 64; 66};  = {45; 46; 54; 56; 64; 65}; AB = {55}; 

A + B = {44; 45; 55; 65; 66};  = {45; 65}; 3) A і ; B і ; B і ;  

 і AB;  і ;  і AB; AB і . 1�.23. 1) {1; 2; 3; 4; 5; 6}; 2)  = {2; 

4; 6};  = {1; 2; 3}; AB = {3}; A + B = {1; 3; 5; 6};  = {3}; E + D = 

= {1; 2; 3; 4; 5; 6}; EF = ∅. 1�.24. 1) {1; 2; 3; 4; 5; 6}; 2)  = {1; 3; 5};  

 = {3; 4; 5; 6}; AB = {2; 4}; A + B = {1; 2; 4; 5; 6};  = {4; 5};  

D + F = {1; 2; 3; 4; 5; 6}; EF = ∅. 1�.25. 1) Ïîÿâà ðіâíî îäíîãî ãåðáà; 

2) ïîÿâà ðіâíî äâîõ ãåðáіâ. 1�.26. C =  ∙ ; D =  + ; E = AB;  
F = A + B. 1�.2�. A = A1A2A3; B = A1A2A3; C = A1A2A3; ;  

; ; .  

1�.2�. D1 = ABC; ; ; D4 = A + B + C; 

; . 1�.2�. 1) A + 

+ B = B; AB = A; D + B = B; DB = D; C + E + D; BF = F; 2) òàê;  

3) íі. 1�.3�. . 1�.31. . 1�.32. 1) ; 2) .  

1�.33. 1) ; 2) . 1�.34. 0,6976. 1�.35. 0,496. 1�.36. . 1�.3�. .  

1�.3�. . 1�.3�. . 1�.41. . 1�.42. .  

1�.43. 1) 54 000 îñіá. 1�.44. Ðіâíÿííÿ íå ìàє ðîçâ’ÿçêіâ. Âêàçіâêà. 
Ðîçãëÿíüòå îñòà÷і âіä äіëåííÿ ëіâîї і ïðàâîї ÷àñòèí ðіâíÿííÿ íà 8.

| 2�. 2�.21. 1) ; 2) . 2�.22. 1) ; 2) . 2�.23. 0,666. 2�.24. 0,33.  

2�.25. 1) 0,081; 2) 0,009. 2�.26. 1) 0,032; 2) 0,128. 2�.2�. Íі.  

2�.2�. 1) Íі; 2) òàê; 3) íі; 4) íі. 2�.2�. . 2�.3�. . 2�.31. 0,94.  

2�.32. 0,91. 2�.33. 1–0,9986∙0,9984 | 0,0198. 2�.34. 1–0,99100 | 0,634.  

2�.35. 1) 0,86526; 2) 0,13474. 2�.36. 1) 0,504; 2) 0,496. 2�.3�. . 

2�.3�. . 2�.3�. 1) 0,0196; 2) 0,9996. 2�.4�. . 2�.41. Ó 1,5 ðàçè. 

2�.42. . 2�.43. 1) ; 2) 0,216. 2�.44. 17. 2�.45. 8. 2�.46. .  

2�.4�. . 2�.4�. . 2�.4�. 0,31. 2�.5�. 1) 0,015; 2) 0,985;  

3) 0,14; 4) 0,425; 5) 0,42. 2�.51. 0,488. 2�.52. 1) ; 2) .  
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2�.53. . 2�.54. 12 %. 2�.55. 0. Âêàçіâêà. Âèêî-

ðèñòàòè, ùî ôóíêöії f(x) = ex – 1 і g(x) = ln(x + 1) є âçàєìíî îáåðíå-
íèìè.

| 21. 21.�. 1) x1 = 0, p1 = 0,09; x2 = 1, p2 = 0,42; x3 = 2, p3 = 0,49;  
2) 0,51; 3) 0,49; 4) 1,4. 21.1�. 1) x1 = 0, p1 = 0,25; x2 = 1, p2 = 0,5; 
x3 = 2, p3 = 0,25; 2) 0,25; 3) 0,75; 4) 1. 21.11. 40 ãðí. 21.12. 17 ãðí. 

21.13. 1) x1 = 0, p1 = ; x2 = 1, p2 = ; x3 = 2, p3 = ; 2) ; 3) ;  

4) . 21.14. 1) x1 = 0, p1 = ; x2 = 1, p2 = ; x3 = 2, p3 = ; 2) 1;  

3) 0; 4) 0,4. 21.15. 1) x1 = 1, p1 = 0,25; x2 = 2, p2 = 0,25; x3 = 3,  
p3 = 0,25; x4 = 4, p4 = 0,25; 2) 2,5. 21.16. 1) x1 = 0, p1 = 0,08; x2 = 1,  
p2 = 0,44; x3 = 2, p3 = 0,48; 2) 1,4. 21.1�. 1) x1 = 0, p1 = 0,09; x2 = 1,  

p2 = 0,42; x3 = 2, p3 = 0,49; 2) 1,4. 21.1�. 1) x1 = 0, p1 = ; x2 = 1, p2 = ;  

x3 = 2, p3 = ; x4 = 3, p4 = ; x5 = 4, p5 = ; 2) . 21.1�. 1) x1 = 0, 

p1 = 0,216; x2 = 1, p2 = 0,432; x3 = 2, p3 = 0,288; x4 = 3, p4 = 0,064;  
2) 1,2. 21.2�. 1) 20 % çà ñíіäàíîê; 40 % çà îáіä; 12 % çà ïîëóäåíîê;  
2) 700 êêàë. 21.21. Íі. 

Âïðàâè äëÿ ïîâòîðåííÿ ðîçäіëó 3 
�. 1) Òàê; 2) íі; 3) íі. 1�. 24. 1�. 132. 1�. 84. 2�. 220. 21. 216.  

22. 1) 24; 2) 64. 23. 1)  2)  24. 1) 2; 2) 8. 25. 24. 26. 96.  

2�. 15. 2�. 350. 2�. 132. 3�. 20. 31. 1) 5; 6; 7; …; 2) 2; 3; 4; 5; 6; 7.  
32. 1) 2520; 2) 420. 33. 100. 34. 1680. 35. 48. 36. 1) 126; 2) 6; 3) 120. 

3�.  3�. 32. 3�. 480. 4�. 420. 51.  52. 0,3. 53. Ðіâíîéìîâіð-

íі. 54.  55. 1)  2)  3)  4)  56. 1) 3; 2) 4; 3) ìåíøå âіä 4;  

4) 1 àáî 2. 5�. 0,4. 5�.  5�.  6�.  61.  62. 1) 
 
2)   

3)  63. 1) 
 
2)  64. 0,7. 65.  66.  ��. {77; 78; 79; 87; 88; 

89; 97; 98; 99}; 2) A = {78; 88; 98}; B = {87; 97; 98};  = {77; 79; 87; 89; 
97; 99};  = {77; 78; 79; 88; 89; 99}; AB = {98}; A + B = {78; 87; 88; 97; 
98};  = {78; 88}; 3) A і ; B і ; B і ;  і AB;  і ;  і AB; AB 

і . ��. A = A1A2A3; ; C = A1;  

. ��. . ��. 0,8488. �1. . �2. .  

�3. 1) ; 2) . �4. 0,747. �5. 1) 0,147; 2) 0,063. �6. . ��. 0,973.  
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��. 1) 0,126; 2) 0,874. ��. . 1��. . 1�1. 13. 1�2. . 1�3. 1) 0,31; 

2) 0,69. 1��. 1) x1 = 0, p1 = ; x2 = 1, p2 = ; x3 = 2, p3 = ; 2) ;  

3) ; 4) . 1��. 32,5 ãðí. 11�. 1) x1 = 0, p1 = ; x2 = 1, p2 = ; x3 = 2,  

p3 = ; 2) ; 3) ; 4) 1; 5) 0; 6) 0,75. 111. 1) x1 = 0, p1 = 0,12; x2 = 1,  

p2 = 0,46; x3 = 2, p3 = 0,42; 2) 1,3. 

Ðîçäіë 4. | 22. 22.25. 1) ; 2) .  

22.26. 1) ; 2) . 22.2�. 2) .  

22.2�. 2) . 22.33. 1) –2; 3; 2) 1. 22.34. 1) –1; 7; 2) 1.  

22.35. 1) ; 2) 0,5; 32. 22.36. 1) ; 2) ; 9. 22.43. 1) –2;  

2) 7; 3) –5; 4; 4) ∅. 22.44. 1) 1; 2) 1; 3) –4; 3; 4) ∅. 22.45. 1) ;  

2) . 22.46. 1) ; 2) . 22.4�. 1) 2; 3; 2) ;  

. 22.4�. 1) –2; –1; 2) ; . 22.4�. .  

22.5�. . 22.51. 1) ∅; 2) –2. 22.52. 1) 0; 2) 3. 22.53. 1) 1; 2) 1. 

22.54. 1) 256; 2) –1. 22.55. –2. 22.56. 0,4. 22.5�. 1) ;  

2) . 22.5�. 1) ; 2) .  

22.5�. 1) ; ; 2) ; .  

22.6�. 1) ; ; 2) ; .  

22.61. ; ; . 22.62. ;  

. 22.63. ; .  

22.64. ; . 22.65. 1) 2; 2) . 22.66. 1) 4;  

2) –0,125. 22.6�. 1) 2; 2) ; 3) 3; 4) . 22.6�. 1) 2;  

2) ; 3) 2; 4) . 22.6�. 1) 2; 2) 0. 22.��. 1) 2; 2) 3.  

22.�1. 1) –2; 2) 4; 3) 3; 4) 1,5. 22.�2. 1) 0; 2) 3; 3) 9; 4) 0,5. 22.�3. 1) ;  

0,5; 2) ; 4. 22.�4. 1) 81; ; 2) ; . 22.�5. Íі. 22.�6. Íі.  
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22.��. 54 êóùі; 18 êóùіâ. 22.��. 36 êã. 22.��. 0,9. 22.��. .  

22.�1. 12 êì/ãîä; 16 êì/ãîä. 22.�2. 80 êì/ãîä; 70 êì/ãîä.  
22.�3. 2 êì/ãîä. 22.�4. 14 êì/ãîä. 22.�5. 60 ì2; 50 ì2. 22.�6. 10 âàí-
òàæіâîê. 22.��. 24 ãîä; 48 ãîä. 22.��. 36 ãîä; 45 ãîä; 22.��. 1) 0; 2; 

; 2) 0; 1; 3. 22.��. 1) 0; –2; ; 2) 0; –1; 2; –3. 22.�1. 5; 

3; 1. 22.�2. 2; 3. 22.�3. 1) 0; 2) 1. 22.�4. 1) 0; 2) –1. 22.�5. 1) 2; 6;  

2) [–3; 1]. 22.�6. 1) –3; ; 2) [–3; 2]. 22.��. 1) 4; 2) 2. 22.��. 1) 1; 2) 3.  

22.��. (3; +u). 22.1��. (–u; –3). 22.1�1. 1) 0,5; 2) –1. 22.1�2. 1) 3;  
2) 2; –1. 22.1�3. –1; 4. 22.1�4. –2; 3. 22.1�5. 1. 22.1�6. 1. 22.1��. 1) 2; 

2) –1. 22.1��. 1) 3; 2) . 22.1��. 1) 1; 2) ; 3) ;  

4) . 22.11�. 1) ; 2) .  

22.111. . 22.112. . 22.113. 1) 3; ; 2) .  

22.114. 1) 7; ; 2) . 22.115. ; .  

22.116. ; . 22.11�. –2; 4. 22.11�. –1;  

5. 22.11�. –1. 22.12�. –3. 22.121. ,  

. 22.122. , .  

22.123. . 22.124. . 22.125. 1) 20 äåðåâ; 

2) 30 000 çîøèòіâ; 3) 240 ì3. 22.126. , n ≠ 3, n ∈ N. Âêàçіâêà. 

Âðàõóéòå, ùî , à òîìó  àáî . Äàëі äîñëі-

äіòü ôóíêöіþ , ÿêùî . 

| 23. 23.35. 8. 23.36. 624. 23.3�. 1) ;  
2) . 23.3�. 1) ; 2) . 
23.3�. 1) (2; +u); 2) [1; 5]. 23.4�. 1) (–u; 3); 2) .  

23.41. 1) ; 2) ; 3) ;  

4) . 23.42. 1) (–1; 1); 2) ;  

3) ; 4) . 23.43. 1) (–2; 2);  
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2) . 23.44. 1) [–5; 5]; 2) (0; 3). 23.45. 1) –6; –7; 
2) –1; 0; 1. 23.46. 1) 1; 2; 3; 4; 5; 2) –2; –1; 0; 1. 23.4�. (0,3; 5].  
23.4�. [0,4; 4]. 23.4�. 1) (2; +u); 2) [1; 2]. 23.5�. 1) [1; +u);  

2) [–12; 4). 23.51. 9. 23.52. –15. 23.53. .  

23.54. . 23.5�. 1) [–3; 1]; 2) (4; +u).  

23.5�. 1) ; 2) (–0,5; +u). 23.5�. 1) [7; +u); 2) (2; +u).  
23.6�. 1) (–u; 3); 2) [2; +u). 23.61. 1. 23.62. 2. 23.63. 1) x > 0; 

2) . 23.64. 1) x < 0; 2) . 23.65. 2.  

23.66. 3. 23.6�. 1) (–u; 1); 2) (–u; –1); 3) (–u; log23); 4) (log52; +u).  
23.6�. 1) (–u; –1); 2) (1; +u); 3) (–u; 2); 4) (–u; log23).  
23.6�. 1) ; 2) .  
23.��. 1) ; 2) . 23.�1. 1) [0,2; 25];  

2) (2; +u). 23.�2. 1) ; 2) [3; +u). 23.�3. 1) ;  

2) . 23.�4. 1) ; 2) .  

23.�5. 1) ; 2) . 23.�6. 1) ;  

2) . 23.��. –6. 23.��. 6. 23.��. 2. 23.��. 2.  
23.�1. 1) ; 2) (–1; 1). 23.�2. 1) ;  

2) . 23.�3. 0,5. 23.�4. 3. 23.�5. .  

23.�6. . 23.��. 1) [1; 2]; 2) [–2; 3]. 23.��. 1) [0,2; 1];  

2) [–0,25; 3]. 23.��. 1) (1; +u); 2) ;  

3) ; 4) . 23.��. 1) (–u; 2];  

2) ; 3) ; 4) [–1; 0]. 

23.�1. 1) ; 2) .  

23.�2. 1) ; 2) .  
23.�3. 1) [–1; 0,5]; 2) [0; 1). 23.�4. 1) (–u; 7); 2) [1; +u).  
23.�5. 1) ; 2) ; 3) ;  

4) . 23.�6. 1) ; 2) ;  

3) (–u; –16); 4) . 23.��. 6. 23.��. –6. 
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23.��. 1) ; 2) . 23.1��. 1) ;  

2) . 23.1�1. . 23.1�2. . 23.1�3. 1) ;  

2) . 23.1�4. 1) ; 2) .  

23.1�5. (–u; 1). 23.1�6. [1; +u). 23.1��. 1) ;  

2) . 23.1��. 1) [0; 3); 2) (0; +u). 23.1��. (0; 3]. 23.11�. (0; 4).  
23.111. . 23.112. . 23.113. 3. 23.114. 2. 

23.115. . 23.116. .  

23.11�. . 23.11�. .  
23.11�. 1) ; 2) .  
23.12�. 1) ; 2) .  
23.121. . 23.122. .  

23.123. 1) ; 2) .  

23.124. 1) ; 2) . 23.125. ×åðåç 5 ìіñÿöіâ.

| 24. 24.�. 1) (4; –1); 2) (0; 3), (–2; –3). 24.�. 1) (0; 2), (–1; –3);  
2) (–3; –3). 24.�. (2; 1), (4; 5). 24.1�. (2; 1), (8; –11). 24.11. 1) (4; –1);  
2) (2,5; 0,5). 24.12. 1) (4; –2); 2) (4; –1). 24.1�. 1) (2; 1); 2); 2) ;  
3) (–4,5; –3); 4) (2; –8). 24.1�. 1) (1; 2); 2) ; 3) (3; –9);  

4) (–9; –3). 24.1�. 1) (27; 0,2); 2) . 24.2�. 1) (4; 7);  

2) . 24.21. 1) (2; 6); (–10; 18); 2) (3; –2); 

. 24.22. 1) (4; 2); (20; –14); 2) (2; 4); . 24.23. 3 ãðí;  

8 ãðí. 24.24. 4 êì/ãîä; 12 êì/ãîä. 24.25. 114 ãðí; 82 ãðí. 24.26. 60 ãðí;  
5 ãðí. 24.2�. 27 êì/ãîä; 3 êì/ãîä. 24.2�. 18 êì/ãîä; 2 êì/ãîä.  
24.2�. 36 і 57. 24.3�. 48 і 60. 24.31. 20 ì і 80 ì. 24.32. 10 ñì і 12 ñì.  

24.33. 1) (–1; 0,5); (1; 0,5); 2) (–3; 2); (–3; –2); ; .  

24.34. 1) (1; 3); (–1; 3); ; ; 2) (2; 2); (2; –2). 24.35. 1) (1; 1);  

(0; 2); 2) (0; 1); (1; 0), (2; –1). 24.36. 1) (1; 1); (–1; 1); 2) (1; 2); (–1; 2),  

, . 24.3�. (0; 1), (–1,5; –0,5); (0,5; –2,5), (2; –1). 
24.3�. (0; 1), (–2; –1); (–0,5; –2,5); (1,5; –0,5). 24.3�. 1) (40; 41);  

2) (25; 4); 3) (1; 27), (27; 1); 4) (–3; –1,5), (6; 3); ; 
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. 24.4�. 1) (120; 136); 2) (4; 1); 3) (8; 1), (–1; –8); 

4) (4; 2), (–7; –3,5). 24.41. 1) , ; 

2) , . 24.42. 1) ,  

 ; 2) ,  .  

24.43. 1) , , ;  

2) , . 24.44. 1) ,  

,  ; 2) , .  

24.45. 1) (2; 4); 2) , n ∈ N; ,  

m ∈ N. 24.46. 1) (2; 4); 2) , n = 0; 1; 2; ...;  

, k ∈ N. 24.4�. 1) (2; 3); 2) , .  

24.4�. 1) (2; 4); 2) , . 24.4�. 1) (6; 2); 2) (6; 5), (–10; –3). 

24.5�. 1) (1; 10); 2) (1; 3), . 24.51. 1) (1; 1), (4; 2); 2) (9; 3). 

24.52. 1) (1; 1), (3; 9); 2) (4; 8). 24.53. 25. 24.54. 48. 24.55. 60 êì/ãîä; 
90 êì/ãîä. 24.56. 12 êì/ãîä; 18 êì/ãîä. 24.5�. 34 ñì. 24.5�. 24 ñì2.  
24.5�. 4 êì/ãîä; 5 êì/ãîä. 24.6�. 12 êì/ãîä; 18 êì/ãîä. 24.61. (x; 7 – x),  
äå . 24.62. (x; 1 – x), äå . 24.63. 1) (1; 4), (4; 1); (–5; 1), (1; –5);  

2) , (1; –3). 24.64. 1) (3; 2), (2; 3); (1; 5), (5; 1); 2) (3; 6), 

. 24.65. 1) (2; –1), (–1; 2); 2) (–5; –2), , , 

(5; 2). 24.66. 1) (3; –1), (1; 3); 2) (4; –2), , , (–4; 2). 

24.6�. 1) (1; 2), (2; 1). Âêàçіâêà. Âðàõóéòå, ùî ,  
òà çðîáіòü çàìіíó x + y = u, xy = v. 2) (1; 1). 24.6�. 1) (6; 7), (7; 6);  

2) (1; 1). 24.6�. 1) ; 2) . 24.��. 1) (4; 1), (1; 4);  
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2) (9; 2), (9; –2). 24.�1. 1) (0; 1); 2) (8; –4), . 24.�2. 1) (0,5; 1,5);  

2) (4; 2), . 24.�3. ,  

. 24.�4. , ; 

, . 24.�5. (π; π), (π; –π),  

(2π; 0). 24.�6. (–π; π), (0; 2π), (π; π). 24.��. 1) (3; 1); 2) (1; 8). Âêà-
çіâêà. Ç ïåðøîãî ðіâíÿííÿ ìàєìî: . Äàëі ïî÷ëåííî ïîäіëіòü 
öå ðіâíÿííÿ íà äðóãå ðіâíÿííÿ ïî÷àòêîâîї ñè ñòåìè. 24.��. 1) (1; 2);  
2) (2; –2). 24.��. 1) (1; 5); 2) (2; 8), (8; 2). 24.��. 1) (2; 2); 2) (2; 4),  
(4; 2). 24.�1. 1) (1; 1); 2) (16; 4). 24.�2. 1) (1; 1), (0,5; 4); 2) (4; 16).  
24.�3. 20 êì/ãîä; 2 êì/ãîä. 24.�4. 18 êì/ãîä; 12 êì/ãîä. 24.�5. 1) (1; 0,5),  

(0,5; 1); 2) (5; 2), . 24.�6. (3; 10), (–20; 36). 24.��. Íå ïіçíі-

øå íіæ î 20 ãîä 30 õâ.

| 25. 25.1�. a < 0. 25.2�.  25.21.   

 
25.22.  25.23. ßêùî 

a < 3, òî õ I 3 àáî õ = a; ÿêùî a I 3, òî õ I a. 25.24. ßêùî a < 4,  
òî a J õ J 4; ÿêùî a I 4, òî õ = a. 25.25. a J 3. 25.26. a I 2.  
25.2�. ßêùî a J 5, òî õ = 1; ÿêùî a > 5, òî 1 J õ J log5à.  
25.2�. ßêùî a J 9, òî õ I 2; ÿêùî a > 9, òî õ = 2 àáî õ > log3à. 
25.2�. ßêùî a < –1 àáî a > 3, òî õ = πk, k ∈ Z; ÿêùî –1 J à J 3, 

òî õ = πk, k ∈ Z;  n ∈ Z. 25.3�. ßêùî a < –3 àáî  

a > 1, òî  k ∈ Z; ÿêùî –3 J à J 1, òî  k ∈ Z; 

 n ∈ Z. 25.31. a = –4 àáî a I –3,5. 25.32.  

àáî a = 2. 25.33. 8. 25.34. a = 18. 25.35. 1. 25.36. –1. 25.3�. .  

25.3�. . 25.3�. . 25.4�. . 25.41. ßêùî a < 0,  

êîðåíіâ íåìàє; ÿêùî a = 0 àáî a > 4, òî 2 êîðåíі;  
ÿêùî 0 < a < 4, òî 4 êîðåíі, ÿêùî a = 4, òî 3 êîðåíі.  
25.42. ßêùî a = 0 àáî a > 2,25, òî 2 êîðåíі; 0 < a < 2,25, 
òî 4 êîðåíі; ÿêùî a = 2,25, òî 3 êîðåíі. 25.43. 0 J à J 9.  
25.44. 0 J à J 6. 25.45. –3 < à < 6. 25.46. –2 < à < 4.  
25.4�. –50. 25.4�. –32. 25.4�. 14. 25.5�. –39. 25.51. a > 6.  
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25.52. . 25.53.  à J 2π;  25.54.   

 a > –π. 25.55. . 25.56. 2 < à < 5. 25.5�. ßêùî 

, òî ðîçâ’ÿçêіâ íåìàє; ÿêùî , òî єäèíèé 

ðîçâ’ÿçîê; ÿêùî , òî 2 ðîçâ’ÿçêè. 25.5�. ßêùî à < 0, 
òî ðîçâ’ÿçêіâ íåìàє; ÿêùî à = 0 àáî à > 1, òî îäèí ðîçâ’ÿçîê; ÿêùî  
0 < à < 1, òî 2 ðîçâ’ÿçêè; ÿêùî à = 1, òî áåçëі÷ ðîçâ’ÿç-

êіâ. 25.5�.  25.6�.  25.61. ßêùî à = –1,  

òî õ = 2πn, n ∈ Z; , m ∈ Z; ÿêùî à = 0, òî ,  

l ∈ Z; ÿêùî à = 1, òî , k ∈ Z; ÿêùî à – áóäü-

ÿêå іíøå öіëå ÷èñëî, òî ðîçâ’ÿçêіâ íåìàє. 25.62. ßêùî à = 0, òî  

õ = πk, k ∈ Z; , m ∈ Z; ÿêùî à = 1, òî ,  

n ∈ Z; ÿêùî à = 2, òî , l ∈ Z; 

ÿêùî à – áóäü-ÿêå іíøå öіëå ÷èñëî, òî ðîçâ’ÿçêіâ íåìàє.  

25.63. –2,5. 25.64. . 25.65. . 25.66. . 25.6�. –1. 

25.6�. 2. 25.6�. . 25.��. . 25.�1. 0; 1. 25.�2. –1; 

1. 25.�3. . 25.�4. . 25.�5. ; a = 1. 25.�6. ; .  

25.��. . 25.��. . 25.��. , . 25.��. ,  

. 25.�1. 1) Äëÿ âñіõ çíà÷åíü  і : ;  

2) ÿêùî , òî ; ÿêùî , òî . 

25.�2. ßêùî , òî  àáî ; ÿêùî , 

òî  àáî . 25.�3. –0,5. 25.�4. 0,5. 25.�5. . 25.�6. 0,4. 

25.��. 15 òðîÿíä. 

Âïðàâè äëÿ ïîâòîðåííÿ ðîçäіëó 4 

13. 1) ; ; 2) ; 

. 16. 1) ; 2) ; 2. 1�. 1) –1; 2) 9. 1�. 1) 2;  
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2) 2. 2�. 1) –6; –2; 2) . 21. . 22. 1) 2; 2) ∅. 23. 1) 729;  

2) 3. 24. –1,5. 25. 1) ; 2) . 26. 1)   

k ∈ Z; ; 2) ;  n ∈ Z.  

2�. ; . 2�. 1) 2; 2) 0,2;  

3) ; 4) . 2�. 1) 2; 3; 2) 13; 3) 1; 4) 2. 3�. 1) 8; ;  

2) ; 41. 31. 12 êã; 48 êã. 32. 1 êì/ãîä. 33. 12 êì/ãîä. 34. 16 êì/ãîä.  

35. 20 ñ; 16 ñ. 36. 6 ãîä; 9 ãîä. 3�. 1) 4; ; 2) 3; ;  

3) ; 1; –5; 4) 0; –3; . 3�. 1) 3; 4; 2) –2; 1; 4. 3�. 1) 0;  

2) –1. 4�. 1) –6; –2; 2) [0; 6]. 41. 1) 1; 2) 1. 42. (2; + u). 43. 1) –1; 2) –1;  

1. 44. 1) 2; –5; 2) 1; 3) –7; 4) 0; –1. 45. 0; 3. 46. 1) ;  

; ; 2) ; . 4�. 2.  

4�. 1) –4; –64; 2) ; 9; 3) 10; ; 4) 2; . 4�. 1) –1; 2) ∅.  

5�. 1) ; 2) . 51. 1) 25; ; 2) .  

52. –4; 2. ��. 7. �1. 1) ; 2) .  
�2. 1) [5; +u); 2) (–7; 9). �3. 1) (–4; 1);  

2) ; 3) ; 4) . 

�4. 1) [–6; 6]; 2) ; 3) (–3; 1); 4) .  

�5. 1) 1; 2; 3) 4; 5; 6; 7. �6. (0,1; 2]. ��. 1) (4; +u); 2) [3; 6]. ��. 5. 

��. . �1. 1) (–4; 1); 2) (–u; 6]. �2. 1) (–u; 4]; 

2) (1; +u). �3. 0; 1. �4. 1) x > 0; 2) . �5. 1) (–u; 1);  

2) (2; +u). �6. 1) ; 2) . ��. 1) [0,25; 8];  

2) (1; 2). ��. 1) ; 2) . ��. –3. 

��. 2. �1. –2. �2. 1) (1; 1,5]; 2) . �3. .  

�4. 1) ; 2) (–9; –1). �5. 1) ;  

2) ; 3) ; 4) .  

�6. 1) [0; 3]; 2) ; 3) ; 4) .  
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��. 1) ; 2) 2. ��. 1) ;  

2) . ��. 1) (1; +u); 2) (3; 5]. 1��. 1) ;  
2) . 1�1. . 1�2. 4.  

1�3. . 1��. 1) (0; 2), (–2; –4); 2) (–1; 1).  

1��. (2; –1), (8; 11). 1��. 1) (5; 4); 2) (3,5; 0,5). 112. 1) (2; 1);  

2) . 113. 1) ; 2) . 114. 1) (4; 3), (2; 4);  

2) (2; 6), . 115. Ïîðöіÿ ìëèíöіâ – 20 ãðí; ñàëàò – 15 ãðí. 

116. 14 êì/ãîä; 1 êì/ãîä. 11�. 6 ñì і 8 ñì. 11�. 1) (3; 0), (–3; 2), 
(–3; –2); 2) (–1; 2), (1; 2), (2,5; –2,5); (–2,5; –2,5). 11�. (–0,5; 1,5); 
(–3,5; –1,5); (–1; –4), (2; –1). 12�. 1) (41; 40); 2) (1; 9); 3) (8; –1), 

(–1; 8); 4) (4; 1), . 121. 1) , ;  

2) , . 122. 1) , ;  

2) , . 123. 1) (2; 1); 2) ,  

n = 0; 1; 2 ...;  m = 0; 1; 2 ... 124. 1) (2; 5);  

2) , . 125. 1) (2; 1); 2) (5; 4), (–8; –2,5). 126. 1) (4; 2); 

2) (3; 1). 12�. 24. 12�. 18 ñì àáî 27 ñì. 12�. 90 êì/ãîä; 80 êì/ãîä.  
13�. (x; 3 – x), äå . 131. 1) (1; 2), (2; 1); 2) (2; 4), (–2; –4).  

132. 1) (3; 1), (1; 3); 2) (2; 1), (1; 2); 3) , , (2; 2),  

(–2; –2); 4) (2; 1), (–1; –2). 133. 1) (4; 1); 2) (1; 0), (–1; 0). 134. 1) (2; 1);  

2) (1; 3), . 135. , .  

136. (π; –π), (π; π), (2π; 0). 13�. 1) (3; 1); 2) (1; 1). 13�. 1) (4; 2); 

2) , (2; 4). 13�. 1) (1; 2); 2) (–2; 3), (3; –2). 14�. b > –3.  

15�. . 152. 1) 
 
2) –2 < a < 0.  

153. a I 1. 156. a J 3 àáî a = 3,5. 15�. 1)  2)  15�. 1)   

àáî ; 2) . 15�. a < 3. 16�. ßêùî a < 0, êîðåíіâ íåìàє; ÿêùî 
a = 0 àáî a > 0, òî 2 êîðåíі; ÿêùî 0 < a < 9, òî 4 êîðåíі; ÿêùî  
a = 9, òî 3 êîðåíі. 161. a I 3. 162. –6 < a < 2. 163. –18. 164. a = 0 
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àáî a = 9. 165.  166.  16�. ßêùî a < 0, òî êîðåíіâ 

íåìàє; ÿêùî a = 0 àáî  òî 2 êîðåíі; ÿêùî  òî 3 êîðåíі; 

ÿêùî 0 < a < 1 àáî  òî 4 êîðåíі. 16�.  16�. ßêùî  

a = 0, òî  n ∈ Z; ÿêùî a = 1, òî  m ∈ Z; ÿêùî  

a = 2, òî  k ∈ Z; ÿêùî a – áóäü-ÿêå іíøå öіëå 

÷èñëî, òî êîðåíіâ íåìàє. 1��. . 1�1. . 1�2. –1; 0. 1�3. .  

1�4.  àáî a > –2. 1�5. a > 1. 1�6. . 1��. . 

1��. . 1��. . 1��. ; . 1�1. ßêùî ,  

òî  àáî ; ÿêùî , òî  àáî 

. 1�2. 0,5. 

Âіäïîâіäі äî çàâäàíü «Äîìàøíÿ ñàìîñòіéíà ðîáîòà» 

é çàâäàííÿ
é ðîáîòè 1 2 3 4 5 6 � � � 1� 11 12

1 Â Á À Ã Â À Á À Ã Á Â Á

2 Á Â Ã Ã À Ã Â Ã Ã À Á Â

3 À Â Á Ã Á Á À Ã Â Â Ã Á

4 Â Ã Á À Â Á Á Á Ã Â À Á

5 Ã Â Á Ã À Â Á À Ã Ã Á À

6 Â Ã Á À Â Á À Â À Ã Â Ã

� Ã Á Â Á À Á À Ã Â Á Â Á

� Ã Á Â Á Â À Â Â Á Ã À Á

� Â Ã À Á Â Â Â Á À Ã Á Â
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Âіäïîâіäі äî çàâäàíü «Ïåðåâіðòå ñâîþ êîìïåòåíòíіñòü» 

é  
âïðàâè

é  
çàâäàííÿ

1 2 3 4 5 6 � � �

1 À Â Â Ã Ä Ã 1 – Ä; 2 – Â; 3 – Ã; 4 – Á –0,96 –2

2 Ã Ä Ã Â Â À 1 – Ä; 2 – Á; 3 – Ã; 4 – À 20 –2

3 Á Â Ã Ã Á À 1 – Ã; 2 – Á; 3 – Â; 4 – À 3 195

4 Â Ã À Â Ä Á 1 – Â; 2 – Ã; 3 – À; 4 – Á 12 –4

5 Ã Ä Ã Á À Ã 1 – Á; 2 – À; 3 – Ä; 4 – Â 0,5 1

6 Ã Â Á Ã Ã Á 1 – Ä; 2 – Ã; 3 – Â; 4 – Á 50 120

7 Á Â Ã À Á Ã 1 – À; 2 – Â; 3 – Ä; 4 – Á 0,25 0,5

8 Á Ä Ã À Â Ã 1 – Ä; 2 – À; 3 – Á; 4 – Â –60 3

9 Â À Ã Á Á Á 1 – Â; 2 – Ã; 3 – Á; 4 – À –2 0,28

10 Á À Â Ä Â Ã 1 – Â; 2 – Ä; 3 – À; 4 – Ã 1 7

11 Á Ã Â Â Ä Ã 1 – Á; 2 – Ä; 3 – À; 4 – Â 4 –0,25

12 Â Á Â Ä Ã Â 1 – Á; 2 – À; 3 – Â; 4 – Ä –25 8,75

13 Ã Ã Â Á Á Â 1 – Â; 2 – Ä; 3 – Ã; 4 – Á 400 –1

14 À Ä Á Ã Â Á 1 – Ã; 2 – À; 3 – Á; 4 – Ä –0,5 0,25

15 Á Â Ã Â À Â 1 – Á; 2 – Ä; 3 – Â; 4 – À 1 16

16 Ã Ä À Â Ã Á 1 – Á; 2 – Ä; 3 – À; 4 – Â 1 10

17 Ä Â Â À À Á 1 – À; 2 – Â; 3 – Ã; 4 – Ä 224 8

18 Á Â Ä Ä Ä Ã 1 – À; 2 – Ã; 3 – Ä; 4 – Â 6 0,25

19 À Â Á Ã À Ä 1 – Ã; 2 – Á; 3 – Ä; 4 – Â 1 2

20 Á Â Â Ã Ã Á 1 – Ä; 2 – Â; 3 – Ã; 4 – Á 0,125 14

21 Â Â Ã Á Ä Ä 1 – Ã; 2 – À; 3 – Ä; 4 – Â 0,1 5

22 Â Ã Á Ã Á À 1 – Ä; 2 – Â; 3 – Á; 4 – À 0,8 15

23 Á Ã Â Â Â Ã 1 – Â; 2 – Á; 3 – Ä; 4 – À 36 2

24 Â Á Ã À Ã Ä 1 – Ä; 2 – À; 3 – Á; 4 – Ã 1 2

25 Ã Â Á Ä Ä Ã 1 – À; 2 – Ä; 3 – Á; 4 – Ã 6 –2
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ȽРАɎІК ПОКАЗНИКОВОЇ ɎУНКɐІЇ

        

ȽРАɎІК ɅОȽАРИɎМІЧНОЇ ɎУНКɐІЇ

        

ОСНОВНА ɅОȽАРИɎМІЧНА ТОТОɀНІСТЬ

ВɅАСТИВОСТІ ɅОȽАРИɎМІВ
a > 0, a ≠ 1, x > 0, y > 0

 

,  

, , ,  

, , ,  , ,  

ПОХІДНІ ПОКАЗНИКОВОЇ� ɅОȽАРИɎМІЧНОЇ  
ТА СТЕПЕНЕВОЇ ɎУНКɐІЙ

       

       

, äå D ∈ R, x > 0

ТАȻɅИɐЯ ПЕРВІСНИХ

Ôóíêöіÿ  
Çàãàëüíèé âèãëÿä ïåðâіñíèõ , 

äå C – äîâіëüíà ñòàëà

0 C
1  

, 
 

  

  

 

 

 (a > 0, a ≠ 1)

ПРАВИɅА ЗНАХОДɀЕННЯ ПЕРВІСНИХ

1.  ßêùî F(x) – ïåðâіñíà äëÿ f(x), a G(x) – ïåðâіñíà  
äëÿ g(x), òî F(x) + G(x) – ïåðâіñíà äëÿ f(x) + g(x).

2.  ßêùî F(x) – ïåðâіñíà äëÿ f(x), k – ñòàëà, òî kF(x) – ïåð-
âіñíà äëÿ kf(x).

3.  ßêùî F(x) – ïåðâіñíà äëÿ f(x), k і b – äåÿêі ñòàëі, . 

Òîäі  – ïåðâіñíà äëÿ ôóíêöії f(kx + b).
 



ɎОРМУɅА НЬЮТОНА±ɅЕЙȻНІɐА

  

ОСНОВНІ ВɅАСТИВОСТІ ВИЗНАЧЕНИХ ІНТЕȽРАɅІВ

 

,  

, äå  

ПɅОɓА КРИВОɅІНІЙНОЇ ТРАПЕɐІЇ

   

ОȻЧИСɅЕННЯ ПɅОɓ ПɅОСКИХ ɎІȽУР

   

      

ЕɅЕМЕНТИ КОМȻІНАТОРИКИ

n! = 1 · 2 · 3 · ... · n, äå n ∈ N, n > 1, ïðè÷îìó 0! = 1! = 1.

�ïîëóêè

Ðîçìіùåííÿ Ïåðåñòàíîâêè Êîìáіíàöії

КɅАСИЧНЕ ОЗНАЧЕННЯ ЙМОВІРНОСТІ

,  äå A – âèïàäêîâà ïîäіÿ, m – êіëüêіñòü âèïàäêіâ, 
ùî ñïðèÿþòü ïîäії A, n – êіëüêіñòü óñіõ ìîæëè-
âèõ âèïàäêіâ.

p(V) = �,  äå V – íåìîæëèâà ïîäіÿ.

АКСІОМИ ТЕОРІЇ ЙМОВІРНОСТЕЙ

Àêñіîìà 1. � J p(A) J 1,  äå A – âèïàäêîâà ïîäіÿ.

Àêñіîìà 2. p(U) = 1,  äå U – âіðîãіäíà ïîäіÿ.

Àêñіîìà 3. p(A + B) = p(A) + p(B),  äå A і B – íåñóìіñíі  
â äàíîìó äîñëіäі ïîäії.

ЙМОВІРНІСТЬ ДОȻУТКУ ДВОХ НЕЗАɅЕɀНИХ ПОДІЙ

p(AB) = p(A) · p(B), äå A і B – íåçàëåæíі ïîäії.

ТЕОРЕМА МНОɀЕННЯ ЙМОВІРНОСТЕЙ

p(AB) = p(A/B) · p(B) = p(B/A) Æ p(A).
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